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RECHERCHES  SUR  L'HYDRODYNAMIQUE, 


Par  m.  p.  DUHEM. 


TROISIÈME  PARTIE. 

SUR  LES  QUASI-ONDES  (»). 


§  1.   —  Définition  des  quasi-ondes.  Formules  analogues 

AUX  formules  d'Hugoniot. 

Au  sein  d'un  fluide  non  visqueux,  on  peut  observer  deux  sortes  d'ondes  qui 
soient  du  premier  ordre  (2)  par  rapport  aux  composantes  «/,  i^,  w  de  la  vitesse. 
Les  unes  sont  des  ondes  transversales  qui  ne  se  propagent  pas;  les  autres  sont 
des  ondes  longitudinales  ;  ce  sont  ces  dernières  qui  vont  nous  occuper. 

Pour  ne  pas  introduire  dans  nos  raisonnements  de  complications  inutiles, 
nous  supposerons  que  le  fluide  est  soumis  seulement  à  des  actions  newtoniennes; 
nous  aurons  alors  deux  cas  à  distinguer  : 

1°  Le  fluide  est  doué  de  conductibilité  : 

k>o. 
Les  ondes  longitudinales  se  propagent  alors  avec  une  vitesse  donnée  par  la  loi 


(*)  Sur  les  quasi-ondes  (Comptes  rendus,  t.  CXXXV,  p.  761,  séance  du  10  novembre  1902). 

(•)  Recherches  sur  V  Hydrodynamique  ;  deuxième  Partie  :  Sur  la  propagation  des 
ondes,  Chapitre  IV  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse^  2«  série,  t.  IV, 
1902,  p.  i45). 
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de  JVewlon  [fîecherc/tes  sur  l' I/ydrodynamir/uc,  11°  Partie,  cgalilé  (228  Ois)] 


(3IL  —  au  —  (Si' —  y(v)*  = 


2"  Le  fluide  n'est  pas  conducteur  : 


[dUjj 


k  =zo. 


Les  ondes  longitudinales  se  propagent  alors  avec  une  vitesse  donnée  par  la  loi 
de  Laplace  [Ibid,,  égalisé  («33)] 

I        C 


{^  —  au  ^  ^i>  —  yw)-z=z 


( 


dp_\     c 

dlljT 


L'air  est  très  peu  conducteur  de  la  chaleur;  cependant  sa  conductibilité  nV*st 
pas  rigoureusement  nulle.  Une  onde  du  premier  ordre  par  rapport  aux  compo- 
santes de  la  vitesse  doit  donc,  si  elle  est  longitudinale,  s^y  propager  avec  une 
vitesse  donnée  par  la  loi  de  Newton.  Or  l'expérience  montre  que  la  vitesse  de 
propagation  d'une  onde  sonore  n'est  nullement  régie  par  la  formule  de  Newton, 
mais  bien  par  la  formule  de  Laplace.  Il  y  a  la  une  apparence  de  contradiction 
qu'il  nous  faut  examiner. 

Considérons  deux  surfaces  S|,  S2  (flg»  t)«  Si,  par  un  point  M|  de  S|,  nous 

Fig.  I. 


élevons  une  normale  à  cette  surface,  elle  rencontre  la  surface  S^  en  M2.  Nous 
désignerons  par  £  la  distance  MiMo.  Nous  supposerons  que  la  dislance  e  est  une 
très  petite  quantité. 

Nous  supposerons  que  la  région  du  fluide  où  sont  tracées  les  surfaces  Si,  S2 
n'est  traversée  par  aucune  onde;  les  quantités  ;/,  r,  (v,  p.  II,  T  seront  donc,  dans 
toute  cette  région  et  pendant  tout  le  laps  de  temps  considéré,  des  fonctions 
analytiques  de  x,y<,  z^  t. 

Soit/  une  fonction  quelconque  de  j:,  j',  5;  nous  désignerons  par  {f)\  l'excès 
/(M2) — /(M«)]  de  sa  valeur  au  point  M^  sur  sa  valeur  au  poinl  M|. 


RECHERCHES    SUR    l'hYDRODYNAMIQUE. 


Nous  admetlrons  que  les  six  quanlités 

(")î.    (f)î,    Ml    (P)l    (H)?,     (T)î 

sont  des  quanlilés  très  petites,  du  même  ordre  que  e,  qui  varient  d'une  manière 
continue  lorsque  M|  décrit  la  surface  S|,  tandis  que  parmi  les  quantités 

fduY        /duy        /duy 
W.'     \àj'):     l^FJ.' 

/dvy     /dvy     /di>y 

v^^)^'  te;.'  UA' 

{àwy     fâ^y     (dwy 

\à^)>'      Wa'      \à=), 

il  en  esl  au  moins  une  qui  a  une  valeur  finie. 

Lorsqu^il  en  sera  ainsi,  nous  dirons  que  la  tranche  comprise  entre  les  deux 
surfaces  S|,  S2  forme  une  quasi-onde  du  premier  ordre  par  rapport  aux  com- 
posantes 2/,  v^  w  de  la  vitesse.  Il  est  clair  qu^aa  point  de  vue  expérimental,  une 
quasi-onde  ne  se  distingue  pas  d^une  onde  véritable;  au  point  de  vue  algébrique, 
au  contraire,  elle  en  csl  essentiellemenl  distincte. 

Sur  la  surface  S|,  prenons  un  point  quelconque  N|,  voisin  du  point  Mi  ;  par 
ce  point,  menons  une  normale  à  la  surface  S|  ;  soit  N2  le  point  où  cette  normale 
rencontre  la  surface  83.  Visiblement,  nous  pourrons  écrire 


[«(NO-"(N,)]-[i/(M,)-«(M,)]  =  X£M,N„ 


en  désignant  par  \  une  quantité  finie. 
Cette  égalité  peut  encore  s'écrire 


(I)  [«(M,)-/.(N,)]-[«(M,)-«(N,)]  =  X£M»Nt. 

Si,  par  le  point  Mi,  on  mène  une  tangente  au  chemin  M|N|,  et  si  Ton  désigne 
par  /,  m,  /i  les  cosinus  directeurs  de  cette  tangente,  on  aura 

(,,  „(N,,-«(M,)  =  [(^)_<  +  (|)-»+(|),«]»rN;, 

en  désignant  par  (  y- )  >  •••  les  valeurs  des  quantités  y"'  •'•  ^^  point  Mi. 

Si,  de  même,  par  le  point  M2  on  mène  une  tangente  au  chemin  M2N2  et  si 
Ton  désigne  par  /',  m\  n'  ses  cosinus  directeurs,  on  aura 

(.bis)      «(n,)-«(m.)=[(^)^/'-i-(|)^.»'-^(^)^«']m;n;. 

en  désignant  par  (  5-"  )  >  '    *  ^^s  valeurs  des  quantités  -r->  •  •  •  au  point  M^. 


8  p.    DUUEM. 

J-iCS  quantités  (;7-)  — (;r')  ^^(^)'''*  P^"^'^"''  ^^^^  finies;  au  contraire, 
les  dilTérences  /' —  /,  ni —  m,  n' —  n  sont  sûrement  de  l'ordre  de  e;  il  en  est  de 

même  de  la  différence -jrp-^  — i.  Dès  lors,  les  égalités  (i),  (2)  et  (2  bis)  nous 
permettent  d'écrire 

|jL  étant  une  quantité  finie. 

Cette  égalité  (3)  doit  avoir  lieu  pour  tout  système  de  valeurs  de  /,  m,  n  assu- 
jetti aux  égalités 

l*  H-  //i*  -+-  /^-  =  I , 

a  i  -h  ^  m  -h  y  n  =:  o. 

L'une  des  trois  quantités  a,  p,  y,  soit  a,  est  sûrement  différente  de  zéro.   Si 
l'on  pose 


à" 


Tégalité  (3)  deviendra 


Il  nous  est  loisible  de  faire  prendre  à  /i  la  valeur  zéro;  cette  égalité  nous  mon- 
trera alors  que  la  différence  (  ;r"  )  —  pt)  a  une  valeur  très  petite  de  Tordre 
de  e;  nous  pouvons,  de  même,  donner  à  m  la  valeur  zéro;  nous  voyons  que  la 
différence  1  ( -77  )  — y^     a  une  valeur  très  petite  de  l'ordre  de  e.  En  résumé,  à 

chaque  point  Mi  de  la  surface  S|,  on  peut  (aire  correspondre  quatre  quantités 
finies  t),  a,  6,  c,  telles  que  l'on  ait 

(4)  )(g);=pf)+6.. 

On  justifierait  de  même  les  égalités 

[dijr"'^-^'" 


RECHERCHES  SUR  L  HYDRODYNAMIQUE. 


Ces  égalités  jouent  pour  les  quasi-ondes  le  même  rôle  que  le  premier  lemme 
d'Hugoniol  pour  les  ondes  proprement  dites. 

Considérons  maintenant  une  quasi-onde ^^/*5/5/a/2/^;  limitée,  à  Tinstant  /,  par 
les  surfaces  S|,  S2,  elle  est  limitée,  à  Tinstanl  (/  -^dt),  par  les  surfaces  S'^,  S^ 
(/7^.  2).  La  normale  à  la  surface  S|,  menée  par  le  point  M|,  rencontre  la  sur- 


Fig.  2. 


M, 


face  S',  en  M',  ;  la  normale  à  la  surface  S2,  menée  par  le  point  M2,  rencontre  la 
surface  83  en  M^;  on  a 


M,  m;  =  X  dt,        ^^W^—^^dl, 

X  et  X2  ayant,  pour  chaque  point  M|  de  la  surface  S|,  des  valeurs  déterminées; 
de  plus,  (X2 —  X)  est  de  Tordre  de  s. 
Nous  pouvons  évidemment  écrire 

[M(M;)-«(M;)]-[//(M,)-w(M,)]=X£rf^ 


X  étant  une  quantité  finie;  ou  bien  encore 


(5) 


[//(m;)-m(m,)]— [«(M;)-«(M,)]=X£rff, 


Or  on  a 


(6)      «(m;)- 


"<«.'=[(£),- 


(àu\ 


\ày 


)M^)A^''<'^h- 


Si  aa,  ^2»  Y2  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  M2lVl.^,  on  a  de  même 


Mais,  visiblement,  les  différences  (a2  —  a),  ( ^2  —  P)j  (Y2  —  y)  ^^^^  ^^^  quantités 
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1res  petites  de  Tordre  de  s.  Les  égalités  (5),  (6),  (6  bis)  donnent  donc  l'égalité 
Comparée  aux  égalités  (4),  cette  relation  devient  la  première  des  égalités 

rf,  d',  d"  étant  trois  quantités  finies. 

Les  deux  autres  s'établissent  d'une  manière  analogue.  Ces  égalités  (7)  sont, 
pour  les  quasi-ondes,  ce  que  le  second  lemme  d'Hugoniot  est  pour  les  ondes. 


§2.   —  Des  quasi-ondes  dans  les  fluides  parfaits. 


L'équation  de  continuité 


ôo  dp 

dt  âx 


dp  dp         (du        di*       ^**'\_ 

djr  dz       '  \dx       dy       dz  ) 


est  vraie  en  tout  point  de  Tespace;  écrivons-la  au  point  M3,  puis  au  point  M|, 
et  retranchons  membre  à  membre  les  deux  égalités  obtenues;  nous  trouvons 


/QN      (àpV      fdpy      /dpy      /dpy      /du     de     du-y 


/£, 


X  étant  une  quantité  finie.  Mais  une  démonstration  semblable  à  celle  qui  a  fourni 
les  égalités  (4).  (  i  bis)  et  (7)  montre  qu'à  tout  point  M|  de  la  surface  S,  corres- 
pondent cinq  quantités  finies  A,  B,  C,  D,  ^H.  telles  que  l'on  ait 


(9) 


m: 


(^);=,*.c.. 


-^  ;nk^  =  D£. 
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En  vertu  des  égalités  (4),  (.ibis)  et  (9),  l'égalité  (8)  devient 

(10)  (ÎK.  — ai/  —  (3i'  — yiï')Jl  — p(aT!)-h(3'<?-+-yT^)  =  E£, 

E  étant,  en  tout  point  M|  de  la  surface  Si,  une  quantité  fînie. 

Raisonnons  de   même  sur  les  trois  équations  hydrodynamiques;  écrivons  la 

première 

~         ^         /du  du  du  du\ 


Oa: 


au  point  M21  puis  au  point  M|,  et  retranchons  membre  à  membre  les  deux,  éga- 
lités obtenues;  la  diUérence  [X(M2) — X(M|)]  étant  supposée  très  petite  de 
Tordre  de  e,  nous  trouverons  l'égalité 

,   ,  /duy      (duy        fàuy       (duy        /duy    . 

où  A  est  une  quantité  finie. 

Mais,  en  tout  point  Mi  de  la  surface  Si,  il  existe  cinq  quantités  finies  A',  B', 
C,  D',  $  telles  que  Ton  ait  les  égalités 


(12) 


( 


p;— A... 


§)!+*«=»■'• 


analogues  aux  égalités  (9).  Moyennant  les  égalités  (4)  et  (12),  et  en  désignant 
par  F  une  quantité  fînie,  l'égalité  (i  i)  devient  la  première  des  égalités 

[  p{3L  —  (xu  —  ^i>''yw)V—<x(£  =  F£, 
(i3)  p(X  — «M  — (3(^— y^v)t?  — (3a"=iG£, 

Les  deux  autres  s'établissent  d'une  manière  analogue. 

En    chaque    point    du    fluide,     nous    avons    l'équation    de    compressibilité 
[Recherches,  l*^*  Partie,  égalité  (76)] 

■  «-4=». 

qui  nous  permet  d'écrire,  en  particulier, 
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Écrivons  celle  égalité  pour  le  poinl  M^  el  pour  le  poinl  M, ,  cl  retranchons  membre 
à  membre  les  résullals  oblenus;  nous  Irouvons  l'égalilé 

Deux  cas  sonl  à  dislinguer  : 

I**  La   quasi-onde   est   du    second    ordre   par    rapport   à   la   tcmpéralure   T; 

/dT\*    /(JTV    /<^T\»  .  .-.'     1    r     j       1  I  .      1      ' 

1  -r—  j  >  (  -y-  J  >  (  -rj  j    soul  ocs  quantitcs  de  I  ordre  de  e;  alors,  en  verlu  des  éga- 
lités (g)  et  (12),  l'égalité  (i4)  devient 

(.5)  çt>_(3p|+p--^?)^  =  .h, 

J  étant  une  quantité  finie. 

2**  La  quasi-onde  est  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  température  T;  il 
existe  alors  cinq  quantités  A",  B'',  C",  D",  Cr,  finies  en  tout  point  de  la  surface  S|, 
telles  que  Ton  ait 


(^\    =«G4-A'£, 


(g);=.-B-.. 

(16)  .  -^ 

(~)  -f- :)!:>(? -.ire. 

En  verlu  de  ces  égalités  (16)  et  des  égalités  analogues  (9)  et  (12),  Tégalilé  (i4) 
devient 

Kl  étant  une  quantité  finie. 

Pour  connaître  celui  des  deux  cas  auquel  nous  avons  affaire,  nous  allons 
recourir  à  la  considération  de  la  conductibilité. 

Sur  la  surface  S|,  prenons  (Jtg.  3)  une  aire  d'étendue  finie  M|  N|  ou  2,  ;  par 
les  divers  poinls  M|,  N,,  ...  du  contour  de  celte  aire,  menons  des  normales  à  la 
surface  S|  et  prolongeons-les  jusqu'à  la  surface  S^  ;  elles  y  dessinent  le  con- 
tour M2N2  d'une  aire  finie  S^*  Demandons  à  la  théorie  de  la  conductibilité 
l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  c/Q  dégagée,  dans  le  temps  clt,  par  le 
volume  M«N|M2N2.  Si  dS  est  un  élément  de  la  surface  S  qui  limite  ce  volume, 
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si  V  esl  la  normale  à  cel  élément  vers  l'inlérieur  de  ce  volume,  nous  avons 


/'S" 


La  surface  S  se  compose  de  Irois  parties  :  les  deux  aires  S|,  Sg  et  la  siirrace 
réglée  7  qui  s'appuie  sur  leurs  contours.  Soit  m,n,  =  dl,  un  élément  de  l'aire  S|  ; 
des  normales  à  S,,  issues  des  divers  points  m,,n,,  ...  du  contour  de  cci  élément, 

lig.  î. 


s  \ 


/ 

découpent  en  l'aire  Si  nn  élément  nig/ij^  <fS],  qui  correspond  à  l'élément  dï^, 
X,  ^,  Y  s<^"t  1^3  cosinus  directeurs  de  la  normale  m,  m^  à  la  surface  S  i  ;  la  normale 
menée  en  /iigà  la  surface  Sj,  dirigée  dans  le  même  sens  que  la  précédente,  a  poui 
cosinus  directeurs  ai,  p-j,  yj.  Nous  aurons  alors 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

-"'XI  (^).h*<»-'t--"".'] 
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L'aire  a-  est  de  l'ordre  de  e;  si  le  coefficient  de  conductibilité  est  très  petit  de 

XâT 
k  -T-  rfar  sera  de  l'ordre  de  ey . 

Les  différences 

«         /a  ^^t 

sont  assurément  de  Tordre  de  e;  on  a 

A-(/?i,)- A(/n,)=A'(p„T,)— A*(pt,T,), 

et,  comme  les  différences  (02  —  p«),  (Ta — T«)  sont  de  l'ordre  de  e,  la  diffé- 
rence k{m2)  —  A"(/iî|)  sera  de  l'ordre  de  ty.  Il  en  sera  de  même  des  différences 

a,A'(m,)ni^  —  aA-(m,), 
(3.Â(/«,)^-PA(m,), 

et  de  la  seconde  intégrale  en  l'égalité  (18).  Cette  égalité  peut  s'écrire 
X  étant  une  quantité  finie.  Mais  les  quantités 

^-("'•KS)!*'  ^■('"'>(f)!^'  '^('"•^©iy 

sont  d'ordre  ey  si  la  quasi-onde  est  du  premier  ordre  en  T,  et  d'ordre  e^y  si  la 
quasi-onde  est  du  deuxième  ordre  en  T;  on  peut  donc  écrire,  en  toute  circon- 
stance, 

(19)  ciQ  =  lexdl. 

X  étant  une  quantité  finie. 

La  quantité  de  chaleur  rfQ  peut  encore  s'exprimer  d'une  autre  manière;  on  a 
^Recherches,  l"  Partie,  égalité  (90)] 

rintégrale  s'étendant  au  volume  MiNjNaMa.  Ce  volume  est  de  l'ordre  de  e;  on 
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voit  alors  que  la  quantité  sous  le  signe     /    doit,  selon  Tégalité  (19),  être  d( 


Tordre  de  v  : 


|jL  étant  une  quantité  finie.  Si  nous  écrivons  cette  égalité  au  point  m^y  puis  au 
point  7722,  et  si  nous  retranchons  membre  à  membre  les  résultats  obtenus,  nous 
trouverons  sans  peine  l'égalité 

rr   à'K  [/àjy        fâjy        /c>T\«         fàT\n 


use. 


V  et  w  étant  deux  quantités  finies. 

Si  la  quasi-onde  considérée  est  du  premier  ordre  par  rapport  à  T,  les  éga- 
lités (4),  (4  ^i^)  et  (16)  transformeront  l'égalité  (20)  en 

(21)     Tp^,(X  — aw-(3(;-y«')e-hTp«^^(at)-+-(3t?H-y\C>)=vx-+-Ô£, 

0  étant  une  quantité  finie. 

En  chaque  point  du  fluide,  on  peut  écrire  la  relation  supplémentaire 
[Recherches,  P®  Partie,  égalité  (94)] 

dp  \âJo  dx       ôy  ôy       ôz  dz) 

T    d^ri/ôT         dT         d'ï  dix 

'^t^w\-ôi"-^d^"^Tz'''-^-dï) 

Le  premier  membre  se  compojse  de  cinq  termes;  en  toutes  circonstances,  le 
quatrième  et  le  cinquième  sont  au  plus  finis,  le  deuxième  et  le  troisième  sont  de 
l'ordre  de  y. 

Si  la  quasi-onde  est  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  température  ï,  les 

dérivées  partielles  du  second  ordre  de  T  en  x^y^  z^  seront,  en  général,  d'ordre  - 
à  l'intérieur  de  cette  quasi-onde;  il  en  sera  de  même  de  AT;  A*  AT  sera  donc  de 
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l'ordre  de  grandeur  -•  Si,  au  contraire,  la  quasi-onde  est,  en  T,  d'ordre  supérieur 

au  premier,  AT  esl  fini  et  A'  AT  est  de  Tordre  de  y. 

L'égalité  précédente  nous  enseigne  donc  que,  pour  qu^une  quasi-onde^  du 
premier  ordre  en  //,  t',  (v,  p,  II,  puisse  être  du  premier  ordre  en  T,  il  faut 

que  -  soit  fini,  ou  que  son  épaisseur  soit  du  même  ordre  de  grandeur  que  le 

coefficient  de  conductibilité  ;  si,  au  contraire,  son  épaisseur  e  est  très  petite 
par  rapport  au  coefficient  de  conductibilité,  la  quasi-onde  est  d^ ordre  supé- 
rieur au  premier  par  rapport  à  T. 
Dans  ce  dernier  cas,  on  a 

(23)  (r— O. 

Dans  le  premier,  l'égalité  (21)  peut  s'écrire 

r^  étant  une  quantité  finie. 

Les  égalités  (10),  (i3),  (i5),  (17),  (24)  ne  dilTrrent  que  par  des  termes  de 
l'ordre  de  e  des  équations  qui  nous  ont  permis  de  traiter  la  propagation  des  ondes 
proprement  dites  dans  les  fluides  parfaits  (liecherches,  'à'^  Partie,  Chap.  IV). 
Nous  parvenons  donc  sans  peine  aux  résultats  suivants  : 

Au  sein  d\in  fluide  parfait  très  peu  conducteur,  on  peut  observer  : 
I®  Des  quasi-ondes  sensiblement  transversales.  Elles  ne  se  propagent  pas, 
en  sorte  que  Con  a  sensiblement 

3fL  —  a  w  —  {3  i'  —  y  (rm  o. 

2°  Des  quasi-ondes  sensiblement  longitudinales.  Celles-ci  sont  de  deux 
sortes  : 

A.  Les  unes  ont  une  épaisseur  très  petite  par  rapport  au  coefficient  de 
conductibilité  du  fluide;  leur  vitesse  de  propagation  est  donnée  sensiblement 
par  la  formule  de  Newton 

(;)!:,_  a,,  _;3r -711-)'=  7~^^" 

\d\\)^ 

B.  Les  autres  ont  une  épaisseur  du  même  ordre  de  grandeur  que  le  coeffi- 
cient de  conductibilité  du  fluide;  leur  vitesse  de  propagation  est  sensible- 
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ment  donnée  par  la  formule  de  Laplace 

(  ^  —  a  M  — -  3  r  —  y  (ï')«  izz    .    ,   . 

^  ^  '     ^         /  ap\     c 

[dnjj 

Les  ondes  proprement  dites,  dont  l^épaisseur  est  rigoureusement  nulle, 
doivent  être  regardées  comme  la  forme  limite  des  premières  ondes. 

Nous  voyons  maintenanl  que  les  observations  Taltes  sur  la  propagation  du  son 
dans  l'air  el  les  autres  gaz  concordent  avec  les  résultats  de  la  théorie,  pourvu  que 
Ton  admette  la  proposition  suivante  : 

En  aucun  cas  on  n^obsers^e,  au  sein  de  l^air  ou  d^un  gaz  peu  conducteur, 
ni  la  propagation  d^une  onde  proprement  dite,  ni  la  propagation  d*une 
quasi-onde  dont  l^ épaisseur  soit  très  petite  par  rapport  au  coefficient  de  con^ 
ductibilité. 


§  3.   —  Des  quasi-ondes  au  seiw   dks  fluides  visqueux. 

II  reste  à  rechercher  les  raisons  que  l'on  peut  avoir  d'admettre  l'exactitude 
d'une  telle  proposition.  Ces  raisons  vont  être  tirées  de  la  remarque  suivante  :  Ni 
Vair,  ni  les  autres  gaz  ne  sont  des  fluides  parfaits;  leurs  coefficients  de  vis- 
cosité ne  sont  pas  rigoureusement  nuls;  ils  sont  seulement  très  petits. 

Or,  ce  que  nous  savons  déjà  (Recherches,  II®  Partie,  Chap.  III)  nous  enseigne 
qu^aucune  onde  proprement  dite  ne  peut  se  propager  dans  un  fluide  vis- 
queux, quelque  petits  que  soient  les  coefficients  de  viscosité. 

Mais  il  y  a  plus.  Nous  allons  voir  que  l'exislence  de  la  viscosité,  si  faible  soit- 
elle,  impose  une  limite  inférieure  à  l'épaisseur  d'une  quasi-onde  capable  de  se 
propager. 

Considérons  une  quasi-onde  S|  S^  du  premier  ordre  par  rapport  à  //,  (^,  w,  p,  II. 
Par  cet  énoncé,  nous  excluons  les  quasi-ondes  qui  seraient  du  premier  ordre  par 
rapport  à  certains  de  ces  éléments  et  du  second  ordre  par  rapport  à  d'autres; 
comme  les  ondes  proprement  dites  jouissant  de  telles  propriétés,  de  semblables 
quasi-ondes  sont  possibles,  mais  elles  ne  se  propagent  pas. 

Au  sein  de  la  quasi-onde  8182,  découpons  le  volume  M«N|N2M2  représenté 
parla  figure  3.  Donnons  un  déplacement  virtuel  à  la  masse  fluide  que  renferme 
ce  volume.  Nous  supposerons  que  lorsqu'on  traverse  ce  volume  suivant  une  nor- 
male /W|  /Wa  à  la  surface  S|,  les  composantes  Sx,  oy,  85  varient  de  telle  sorte  que 

leurs  dérivées  partielles  -^ — >  •  •  •>  soient  du  même  ordre  de  grandeur  que  Sx,  . . .; 
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dès  lors,  du  poinl  nii  au  point  ///j,  ox  subit  une  variation  {ox^ —  SjTi)  qui  est  du 
même  ordre  de  grandeur  que  e  Zx. 

Pour  ce  déplacement  virtuel,  nous  pourrons  écrire 

(25)  d^e-hcit^j-hcKE^-^-Sj^-^   r[Pa:5.r4-Pydy4-PcÔ5]=:o. 

Dans  celle  égaillé, 

d^e  représente  le  travail  virtuel  des  forces  extérieures  appliquées  aux  divers  élé- 
ments de  masse  du  fluide  déplacé, 
dt^j  le  travail  des  forces  d'inertie  appliquées  aux  mêmes  éléments, 
d^y  le  travail  des  actions  de  viscosité  appliquées  aux  mêmes  éléments, 
^  le  potentiel  interne  de  la  masse  fluide, 
S  la  surface  qui  la  limite, 

enfin  P^r,  P^,  P^  ont  les  valeurs  suivantes  [^  Récite  relies  sur  C  Hydrodynamique  ^ 
P*  Partie,  égalités  (77)] 

P^  =1(11  -h  Vj.)  C0S(/^/,  X)  -h  7«C0S (/</,/)  4-  TjrCOS(/J/,  5), 

(26)  j  Pv=  T2C0s(/i|,  j;)-h  (Il -^Vy)cos(/^|,  j')  4-  T;cCOs(/^|,  5), 

[    p.  =  TyC0S(/4|,  x)  4-  Tj;COS(///,  7)4-  (iï4-V-)C0S(/l/,  5). 

rfCr^,  dîlj^  Ox  J  sont  visiblement  des  quantités  infiniment  petites  du  même  ordie 
de  grandeur  que  e  ox. 

Il  est  facile  de  voir  qu'il  en  est  de  même  de  cfô,..  Cette  quantité,  en  effet,  a 
pour  valeur  [/ieclierches,  i^^  Partie,  égalité  (46)] 

/ôoz       ddx\  fdox       doyW    , 

tandis  que   v^,   Vy,   v-,  'Zjct    t^,    t^    sont   donnés    par   les   égalilés   [Heclierches, 
P'-  Partie,  égalilés  (5i)] 


(2:) 


^      du       d\'        âw 
âx       ày       ôz 


Les  quantités  v/,  t/  sont  visiblement  finies;  rfC^  est  donc  une  quantité  infini- 
ment petite  de  l'ordre  de  e  oj:,  même  si  les  coefficients  de  viscosité  X,  ul  ne  sont 
pas  très  petils. 
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La  surface  S  se  décompose  en  trois  parties  que  nous  avons  désignées  par  o", 

S|,  So.  Il  est  clair  que,  dans  l'égalité  (aS),  la  partie  de  l'intégrale    /    qui  se  rap- 

porte  à  ja  surface  o"  est  infiniment  petite  de  Tordre  de  e  Sjt. 

Si  donc  nous  désignons  par  K  une  quantité  du  même  ordre  de  grandeur  que 
les  déplacements  virtuels  8x,  8y,  82,  l'égalité  (aS)  pourra  s'écrire 

(28)  r[Px(m,)3^,-l-P^(mt)â/,4-P,(m,)d3,]r/2, 

Considérons  la  somme  • 

On  peut  l'écrire 

(•29)  [PA^t)-^^Am,)]èx,cil,-^-PArfh)[àx,dl,-dœ,dl,]. 

La  quantité  P;r('W2)  est  finie;  la  différence  (8^:2  ^^2 —  ox^  dli)  est  dé  Tordre 
de  grandeur  de  eZx^  rfS,  ;  il  en  est  donc  de  même  du  second  terme  de  l'expres- 
sion (29). 

Considérons  le  premier  terme.      ^ 

En  mi, 

cos(/i/,  x)  =  a,         cos(/i/,  )')  —  J3,         cos(/2/,  z)  =  y, 

En  //lo, 

cos(/i/,  j:)  —  —  a„         cos(/i/,  r)  11::  — |3„         co<(///,  3)=  — y,. 

Nous  pourrons  donc  écrire  en  vertu  des  égalités  (26), 

PorC^W,)  H-  P^rC'Wi)  =  (n,  —  n,H-  V;^,  —  V^j)a  -h  (t-,  —  T-,)P  "+-  (t^,  —  Ty,)y 

—  (n,-f-v^,)(aî— a)--7s,(|3,— (3)  — Tjr,(yî  — y). 

Les  quantités  (112 —  n,  ),  (a2— -  a),  (^2 —  P)?  (ya  —  y)  étant  des  quantités  très 
petites  de  l'ordre  de  s,  nous  pourrons  réduire  P-r(wt)  H-  Px('Wi)  à 

(Vxi  — Va:j)a-4-(T-i  — T=,)(3  4-(Ty,— Ty,)y. 

augmenté  d'une  quantité  très  petite  de  l'ordre  de  e. 

Par  ces  raisonnements  et  par  des  raisonnements  analogues,  on.  voit  que  Téga- 
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lité  (28)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

-^  [(7sj  —  T-i  )a  -^  (Vri—  v^i);3  -t-  (Ta:,--Txi)yl  3^1 

H-  [(^r«  —  Tvi  )a  H-  (Tr»  — T^i)?  4-  (v.j  —  v-i  )y]  Sz^  \  cili=Le, 

L  étant  une  quantité  du  même  ordre  de  grandeur  que  ùx^  ùy^  ùz. 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  ùXt,  Sy^,  o^i,  on  doit  avoir,  en 
tout  point  de  la  surface  S|, 

(vorî—  V;^,)a  4-  (t.,  —Te,  )(3  4-  (t;^j  —  T;>t)y  1=  G  e, 
(3o)  (  (tz,  —  T-,  )aH-(vy,  — v^i)(3h-(tj,  — T,i)yi=G'e, 

(Tyî—  T^,)a  4-  (Tarî  —  T,i )(3  -+-  (v.,  —  v„  )y  =  G'e, 

G,  G',  G"  étant  trois  quantités  finies. 

Selon  la  première  égalité  (27),  nous  pouvons  écrire 


v^,-v,,  =  ->(p„T,)(0)î-2pL(p„TJ^^y 


-  {?,[X(p„  T,)  -  X(p„  T.)]  -  2 (^^y  [|x(p„  T,)  -  iJ.{p„  T,)]. 

Lors  même  que  les  coefficients  de  viscosité  X,  [jl  ne  seraient  pas  très  petits,  les 
différences 

Mpu  T,)-  ).(p„  T,),    lJ•{p^.  T,)-^(p„  T,) 

sont  des  quantités  très  petites  de  Tordre  de  e;  il  en  est  donc  de  même  des  deux 
derniers  termes  de  l'égalité  précédente. 

Par  ce  raisonnement  et  par  des  raisonnements  analogues,  nous  pourrons,  au 
lieu  des  égalités  (3o),  écrire  les  égalités 

l\dxj^       \àyj,       \()zj,\         "^KàxJ^) 

"■'  *  -[(i)>(=):]^-[(©>(^):]'=-' 


"k,  [JL  étant  mis  respectivement  pour  X(pi,  ï«),  [Jt(p«,  T|)  et  H,  H',  H"  étant  trois 
quantités  finies» 
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Moyennant  les  égalités  (4)  et  (4  bis),  ces  égalités  (3i)  deviennent 

(32)  1  (X-+-/x)(at)-+-;3t:>-f-y^);3-+-/xV>  =A'£, 

hy  h\  h'  étant  trois  quantités  finies. 

Si  nous  multiplions  respectivement  ces  égalités  par  a,  ^,  y  et  si  nous  les  ajou- 
tons membre  à  membre,  nous  trouvons  l'égalité 

(X  H- 2fx)(a O  H- pt;)  H- y\K))  =  («A  4- (3/i'-h  yA'')6 
qui  permet  de  leur  donner  la  forme  suivante  : 

(33)  U=[A'-(«/eH.p/.'4-yA')P^]i, 


«)=  [A'-(«A  +  (3A'+y/,')yj^^]  i 


Pour  que  la  quasi-onde  considérée  soit  réellement  du  premier  ordre  en  w,  v,  çv, 
il  faut  que  t),  \'^,  ^  soient  des  quantités  finies,  et  non  pas  des  quantités  très 

petites;  il  ne  faut  donc  pas  que  -  soit  une  quantité  très  petite.  Nous  pouvons, 

dès  lors,  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Un  fluide  dont  le  coefficient  de  viscosité  [x  n* est  pas  très  petit  ne  permet  la 
propagation  d^ aucune  quasi-onde  très  mince. 

Un  fluide  dont  le  coefficient  de  viscosité  [x  est  très  petit  ne  permet  la  pro^ 
pagation  d'une  quasi-onde  que  si  V épaisseur  e  de  cette  quasi-onde  est  au 
moins  de  V ordre  de  [x;  si  l'épaisseur  e  de  la  quasi-onde  était  très  petite  par 
rapport  à  (jl,  cette  quasi-onde  ne  pourrait  se  propager. 

Cette  proposition  nous  donne  déjà  la  raison  de  celle  qui  a  été  admise  à  la  fin 
du  paragraphe  précédent. 

Mais  une  question  se  pose  maintenant  :  L'existence  d'une  faible  viscosité  ne 
modifie-t-elle  pas  d'une  manière  notable  les  lois  de  la  propagation  d'une  quasi- 
onde  établie  au  §  1?  C'est  cette  question  que  nous  allons  examiner. 

Les  termes  de  viscosité  n'intervenant  ni  dans  l'équation  de  continuité,  ni  dans 
l'équation  de  compressibilité,  rien  n'est  changé  à  l'établissement  des  équa- 
tions (lo)  et  (17);  il  nous  faut  au  contraire  reprendre  les  raisonnements  qui  ont 
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donné  les  équations  (i3),  (21),  (^3)  et  (24). 

En  tout  point  du  milieu,  nous  devons  écrire  les  égalités 

dU         -,         /àti  du  du  du 

dx       •  '\ôt  à.r  ôy  dz 

I     dœ  dx       \df       ôx)  ôy      \dz        dx )  dz\dp 
Y'dx  dx'^\dy'^  dx)  dy  '^\dz  '^  dx)'d^\dl '~''' 


d^u 
Au  sein  de  la  quasi-onde,  les  dérivées  du   second  ordre  -r—^j    •••   sont  très 

grandes,  comme  -;  il  en  est  d(»nc  de  même,  en  général,  de  -r— >  -5~>  -r^>  A//.  Nous 

c  uJC     OY     u  Z 

supposerons  que  a  soit  une  quantité  très  petite  de  Tordre  de  e,  sans  quoi,  nous 

l'avons  vu,  aucune  quasi-onde  ne  pourrait  se  propager;  dès  lors,  aux  premiers 

membres  des  équations  (34),  tous  les  termes  sont  assurément  finis,  sauf  peut-être 

les  termes 

.dO       .d9       .de 

/  -T —  »        A  -r—  >        A  -r-  • 

dx         dy         dz 

Les  équations  (34)  ne  peuvent  avoir  lieu  que  si  ces  termes  sont  aussi  finis. 

Supposons  d'abord  X  fini;  il  faudra  que  -r-^  ^j  -y^  soient,  dans  toute  l'étendue 

de  la  quasi-onde,  non  pas  des  quantités  très  grandes  de  l'ordre  de->  mais  sim- 

plemeot  des  quantités  finies.  Dès  lors,  0(/7?2) — ^(^^'f),  ^u  lieu  d'être  une  quan- 
tité finie,  sera  une  quantité  très  petite  de  Tordre  de  e. 
Mais  les  égalités  (4)  et  (4  bis)  donnent 

Ô(«»,)-«J(m,)  =  (^)|  +  (^)'-+-(^)'  =  («W  +  |3V>  +  yi}J>)  +  («4-6'+c')e. 

On  voit  donc  que  si  X  est  fini,  (at)-|-  P^-f-y^)  devra  être  une  quantité  très 
petite  de  l'ordre  de  e;  toute  quasi-onde  sera  sensiblement  transversale.  Laissons 
de  côté  cette  onde  transversale,  dont  l'existence  était  prévue  et  dont  la  vitesse 
de  propagation  est  nulle. 

Nous  ne  pourrons  observer  une  quasi-onde  autre  que  celle-là,  à  moins  que  X 
ne  soit  une  quantité  très  petite  du  même  ordre  que  e,  et  partant  que  [x. 
■  Tous  les  termes  qui  figurent  aux  premiers  membres  des  égalités  (34)  seront 
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maînlenanl  des  termes  finis.  Nous  pourrons  donc  écrire  ces  équations  au  point  m^) 
puis  au  point  m,,  et  retrancher  membre  à  membre  les  équations  correspondantes; 
mais,  auparavant,  nous  devrons  prendre  une  précaution  qui,  jusqu'ici,  était 
inutile. 

Les  dérivées  partielles  telles  que  -r-j>  •  •  •  sont,  à  l'intérieur  de  la  quasi-onde, 
très  grandes  de  l'ordre  -;  en  dehors  de  la  quasi-onde,  elles  redeviennent  finies. 

On  aura  soin  de  tracer  les  surfaces  S|,  S^  dans  les  parties  de  l'espace  où  ces 
dérivées  du  second  ordre  ont  des  valeurs  finies. 

Moyennant  cette  précaution,  l'opération  indiquée  redonnera  les  équations  (i  i) 
et(i3). 

Venons  maintenant  à  l'équation  (20)  et  au  raisonnement  qui  l'a  fournie. 

Il  devra  élre  modifié  ainsi  qu'il  suit  : 

On  a  [Recherches,  !•*•  Partie,  égalité  (90)] 

^WOœ)       \ôfj       \àzj-      \âz       âyj 

l'intégrale  s'étendant  au  volume  MiNiNaM^. 

Si  l'on  observe  que  ce  volume  est  de  l'ordre  de  e  et  que  rfQ  doil,  selon  r«'"ga- 

lité  (19),  être  de  l'ordre  ^'f^dtj  on  voit  que  la  quantité  sous  le  signe    /   doil  cire 

de  l'ordre  de  y.  Si  l'on  observe,  d'ailleurs,  que  X  et  a  sont  des  quantités  du  même 
ordre  de  grandeur  que  e,  on  voit  que  l'on  peut  écrire 

Écrivons  celle  égaillé  pour  le  poinl  mi,  puis  pour  le  poinl  //ij,  el  relranchons 
membre  à  membre  les  résullats  obtenus;  nous  retrouvons  l'égalité 

,    ,        T  <>'?  r/<>T\'      (d'ïy     (&ï\-      /</r\>  I 
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Quant  à  Tégalilé  (î^a),  elle   devra  être  complétée   en  ajoutant  au  premier 
membre  [Jiecherches,  \^  Partie,  égalité  (94)]  'es  termes 

Eydx'^  âf'^  âz) 

2ix[/âuy    /âvy    /âi^y    (àv     d^y    (dw     duy    /du     dvyi 

Ces  termes,  qui  ont  en  facteur  X  ou  jjl,  sont  de  Tordre  de  e;  il  ne  modifient  donc 
rien  aux  conclusions  tirées  de  l'égalité  (22). 

En  résumé,  dans  un  milieu  très  peu  visqueux,  une  quasi-onde  dont  V épais- 
seur e  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  coefficients  de  viscosité  X  et  p., 
se  propage  sensiblement  suivant  les  mêmes  lois  qu^en  un  fluide  parfait. 


CONCLUSION  DE  LA  TROISIÈME  PARTIE. 

Nous  vo}^ons,  par  ce  qui  précède,  que  dans  Tair  ou  dans  tout  autre  gaz  très 
peu  conducteur  et  très  peu  visqueux,  on  n'a  jamais  observé  la  propagation  d'une 
onde  proprement  dite;  ce  qui  semble  une  onde  à  l'expérimentateur  apparaît  au 
mathématicien  comme  une  quasi-onde. 

L'élude  de  la  propagation  du  son  avait  si  bien  familiarisé  les  physiciens  avec  la 
notion  d'onde  et  de  vitesse  de  propagation  d'une  onde,  que  ce  mode  de  propa- 
gation semblait  à  beaucoup  d'entre  eux  le  seul  possible  ;  ils  répugnaient  à  admettre 
que  certaines  propriétés,  telle  la  température  au  sein  d'une  niasse  conductrice, 
pussent  dépendre  exclusivement  de  fonctions  analytiques  de  x,  y^  z^  /,  en  sorte 
qu'il  n'y  eût,  dans  l'acte  de  leur  propagation,  ni  onde,  ni  vitesse.  Il  est  piquant 
de  constater  que  ce  mode  de  propagation  est  précisément  celui  qui  convient  au 
mouvement  sonore  dans  l'air  et  que,  même  dans  ce  cas,  l'existence  d'ondes, 
l'existence  d'une  vitesse  de  propagation  sont  seulement  des  apparences  et  des 
approximations. 
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QUATRIÈME   PARTIE. 

J)ES  CONDITIONS  AUX  LIMITES. 


CHAPITRE  I. 

SUR  LE  FROTTEMENT. 


§    1.    Du    FROTTEMENT    EN    GÉNÉRAL. 

Le  principe  de  d'AIembert  a  longtemps  été  regardé  comme  fournissani  les 
équations  les  plus  générales  du  mouvement  d'un  système;  puis  il  a  été  nécessaire 
de  généraliser  ces  équations  en  y  introduisant  les  actions  de  viscosité;  cette  intro- 
duction nous  a  conduits  aux  équations  générales  de  THydrodynamique,  étudiées 
en  la  première  Partie  de  ces  Recherches  (*). 

Cette  généralisation  ne  suffit  pas  à  mettre  en  équations  tous  les  problèmes 
mécaniques;  pour  traiter  plusieurs  d'entre  eux  il  est  nécessaire  d'introduire  dans 
les  formules  de  la  Dynamique  de  nouveaux  termes,  les  termes  de  frottement; 
c'est  cette  introduction,  dont  nous  avons,  en  un  autre  endroit  (^),  approfondi  les 
principes,  qu'il  nous  faut  étudier  à  nouveau  afin  de  préciser  certains  points 
demeurés  obscurs  ou  incomplets. 

Considérons  un  système  dénué  de  frottement,  mais  qui  peut  être  aflecté  de 
viscosité;  supposons  que  la  déformation  virtuelle  la  plus  générale  de  ce  système 
soit  définie  par  des  variations  normales.  Les  équations  du  mouvement  de  ce 
système  s'obtiendront  en  écrivant  que  l'on  a,  en  toute  modification  virtuelle, 

(l)  dt^e—  ^T^  H-  <iGy-+-  C^5v=  O. 

Dans  cette  égalité,  ^^^  est  le  travail  virtuel  des  actions  extérieures;  d^j  est  le 


(*)  Recherches  sur  l* Hydrodynamique,  F*  Partie  :  Sur  les  Principes  fondamentaux 
de  l'Hydrodynamique  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  a*  série,  t.  III, 
1901,  p.  3i5). 

(*)  Théorie  thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et  des  faux  équilibres 
chimiques  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux^ 
5*  série,  t.  II,  1896). 

Fac,  de  T.,  a*  S.,  V.  4 
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Iravail  virtuel  des  forces  d'ioerlie;  cl^^,  est  le  travail  virtuel  des  actions  de  visco- 
sité; enfin  Zj§  esi  la  variation  subie  parle  potentiel  interne  dans  une  modification 
virtuelle  qui  diflfère  en  un  seul  point  de  la  modification  considérée  :  elle  laisse 
invariable  ta  température  en  chacun  des  éléments  matériels  du  système. 

C'est  cette  égalité  fondamentale  (i)  que  nous  allons  modifier  par  rintroduction 
d'un  nouveau  terme  en  son  premier  membre;  nous  la  remplacerons  par  Tégalité 

(2)  d(^c  —  Ojrf  H-  d(^j  -h  dirv-\-  dl^f—  o, 

où  d^f  sera  le  travail  virtuel  du  frottement;  à  l'égard  de  ce  Iravail,  tious  allons 
formuler  une  suite  d'hjpotlièses. 

Nous  admettrons  tout  d'abord  que  toute  modification  virtuelle  du  système  peut 
être  représentée  au  moyen  d'un  système  particulier  de  variations  normales  que 
nous  nommerons  les  variations  privilégiées;  celles-ci,  d'ailleurs,  se  partageront 
en  deux  groupes  :  le  premier  groupe  sera  formé  par  les  variations  à  frottement 
8a,  86,  . . .,  8/;  le  second  groupe  sera  formé  par  les  variations  sans  frottement 

0/72,   .  . . ,  0/2. 


,  .  . . , 


La  modification  réelle  éprouvée  par  le  système  dans  le  temps  dt  sera  repré- 
sentée par  les  variations  privilégiées 

da=:n'  dty       àb  =1  b'  dt,        ...,        Mzzzl'dt^        dm  z=i  m'dt,        ...,        Sn=i  n'di, 

a\  b\      ..,   /',  m\   ...,  n'  seront  les  vitesses  privilégiées  qui  correspondent 
respectivement  aux  variations  privilégiées  oa,  ob,  .  . . ,  0/,  0/7?,   .  • . ,  on. 

Gela  posé,  le  travail  virtuel  des  actions  de  frottement  sera  supposé  de  la  forme 

suivante  : 

a'  b'  l' 

(3)  ^Cn/=ga  j^  oa  -h  go  jjp-^  06  4- ...  H-  ^/ J7T  ^^• 

Les  quantités  ga-i  gbi  •  •  •>  gi  dépendent  : 

1°  De  l'état  du  système  à  l'instant  considéré,  y  compris  la  température  en 
chaque  point; 

2°  Des  vitesses  privilégiées,  parmi  lesquelles  ne  se  trouve  pas  la  vitesse  de 
variation  de  la  température  en  chaque  point; 

3"  Des  actions  extérieures  qui  sollicitent  le  système  à  l'instant  considéré. 

Lorsque  les  vitesses  privilégiées  a\  t',  . . . ,  /',  m'y  .  . .,  n'  tendent  vers  o,  les 
quantités  ga,  gbt  >  •  "i  gi  ^^  tendent  pas  vers  o,  mais  vers  des  limites  finies  y^? 
Y*»  . .  .,  Y/ qui  dépendent  de  l'état  du  système  à  l'instant  considéré,  y  compris  la 
distribution  des  températures  sur  le  système,  et  des  actions  extérieures  qui  solli- 
citent ce  système. 

Enfin  les  quantités  gai  gb)  •  •  •  >  gi  sont  essentiellement  négatives  : 

(4)  ga<0,  gh<Oy  ...,  ^/<o. 
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Soient  P/y  des  quantités  qui  dépendent  de  Télat  du  système  à  Tinstant  f,  mais 
point  de  la  distribution  des  températures  sur  ce  système.  Supposons  que  le  déter- 
minant 

*  mm       •  •  •       '^  mn 


•  •        •  •  •  • 


P  P 

*^  nm        •  •  •       *  nn 

soit  diflTérent  de  o.  Les  équations 

i^ni  zzz  P;„,„6m'  -+-...-+-  P,M«o/*', 


on  :=  P„,„  ô/«'-h . . .  4-  V„n  on' 


définissent   les  quantités   oin\    ...,    on'    fondions    linéaires   et  homogènes   de 
om,  • .  . ,  on,  11  est  clair  que 


^„/ 


5a,     ô^,     ...,     «5/,     ô//ï',     .    .,     ô/i 

forment  un  nouveau  système  de  variations  privilégiées,  où  ort,  ot,  . . .,  6/ conti- 
nuent à  être  les  variations  à  frottement  et  où  oni  ,  ...,  on'  représentent  les  nou- 
velles variations  sans  frottement.  Celles-ci  sont  donc  susceptibles  de  changements 
dont  les  variations  à  frottement  ne  sont  pas,  en  général,  susceptibles. 

Parmi  les  variations  privilégiées  qui  définissent  la  modification  virtuelle  la  plus 
générale  d'un  système,  il  en  existe  toujours  au  moins  6  qui  sont  des  variations 
sans  frottement;  on  peut  toujours  choisir  les  variations  sans  frottement  de  telle 
sorte  que  ces  six  variations-là  définissent  le  déplacement  d'ensemble  le  plus 
général  du  système  dans  l'espace.  Un  simple  déplacement  d'ensemble  du  système 
dans  Tespnce  n'entraîne  donc  aucun  travail  des  actions  de  frottement. 

Les  six  variations  dont  nous  venons  de  parler  peuvent  n'être  pas  les  seules 
variations  sans  frottement.  11  peut  arriver  que  la  vitesse  ni'  qui  correspond  à  une 
certaine  variation  privilégiée  om  soit  identiquement  nulle  par  définition;  dans  ce 
cas  la  variation  om  sera  sûrement  une  variation  sans  frottement. 

Donnons-en  un  exemple  : 

Un  point  matériel  M  se  meut  sur  une  surface  P  que  l'on  suppose  immobile.  A. 
l'instant  /,  ce  point  est  animé  d'une  cel*taine  vitesse  s'  suivant  une  certaine  direc- 
tion tangente  à  la  surface  P.  Le  déplacement  virtuel  le  plus  général  du  point  M, 
qui  doit  demeurer  sur  la  surface  P,  se  compose  d'un  déplacement  os  dans  la 
direction  de  la  vitesse  s'  et  d'un  autre  déplacement  5m  normal  au  précédent  et 
tangent  à  la  surface  P.  Nous  admettrons  que  ce  sont  là  les  variations  privilégiées 
du  système.  Or,  en  la  modification  réelle  que  le  système  éprouve  pendant  le 

temps  dt^  on  a 

oS^=:s'(/t^        d/n  =  o. 
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La  varîalion  privilégiée  ont  correspond,  par  définilion,  à  une  vitesse  m' identique- 
ment nulle;  dès  lors,  ce  doit  être  une  variation  sans  frottement;  le  travail  virtuel 
de  frottement  se  réduit  à 

s' 

(5)  ^(^^  — ^^_^(Î5. 


Le  froltement  équivaut,  dans  ce  cas,  à  une  force  appliquée  au  point  M,  qui  aurait 
pour  valeur  absolue  — ffs  et  qui  serait  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  du 
point  M.  C'est  ce  qu'on  admet  dans  les  ïrailés  élérïtentaires  de  Mécanique. 

Il  faut  bien  observer,  dans  l'application  de  ce  postulat  important,  que  si  la 
vitesse  /n'  qui  correspond  à  la  variation  privilégiée  ont  est  nulle  par  définition,  il 
n*en  doit  pas  être  de  même  de  la  variation  virtuelle  Sm;  si,  par  suite  des  liaisons 
imposées  au  système,  on  avait  non  seulement  /;i'=o,  mais  encore  om  =  o,  le 
postulat  précédent  deviendrait  un  simple  truisme,  car,  grâce  à  l'égalité  8/w  =  o, 
l'expression  de  diBf  ne  renfermerait  sûrement  aucun  terme  en  o/w. 

Bien  des  questions  pourraient  être  développées  à  partir  des  principes  que  nous 
venons  de  poser;  nous  renverrons  à  l'exposé  que  nous  en  avons  donné  ail- 
leurs (');  nous  nous  contenterons  d'étudier  ici  ce  qui  arrive  lorsqu'on  associe  plu- 
sieurs systèmes  primitivement  indépendants. 

Nous  considérerons  d'abord  un  système  formé  de  plusieurs  parties  indépen- 
dantes et,  pour  simplifier  les  notations  sans  inconvénient  réel  au  point  de  vue  de 
la  généralité,  nous  supposerons  qu'il  n'existe  que  deux  telles  parties,  les  parties  1 
et  2. 

Nous  supposerons  que,  pour  définir  la  modification  virtuelle  la  plus  générale 
de  la  partie  1,  il  faille  joindre,  aux  variations  que  subit  la  température  des  diverses 
portions  du  corps  1,  les  variations  normales  privilégiées 

oaïf     obif     •••)     o/j,     onii^     •••»     ^'^19 

les  unes  affectées  de  frottement,  les  autres  dénuées  de  frottement.  Pour  la  partie  2, 
nous  adopterons  les  notations  analogues 

oaj,     ô6j,      ••.,     o/j,     0^2,     ...,     o/ij. 

Le  potentiel  interne  de  la  partie  1  sera  représenté  par  rfi,  le  potentiel  interne 
de  la  partie  2  par  S^  et  le  potentiel  interne  du  système  que  forment  ces  deux 
parties  par 

(6)  ^:^J,-+-J,H-EW. 


(»)  Théorie  thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et  des  faux  équilibres 
chimiques  {.Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  Physiques  et  Naturelles  de  Bordeaux, 
5*  série,  t.  JJ,  189G). 
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Nous  écrirons 

—  Ôt#i  =      At  dat  4-  B,  ôai  4- . . .  H-  Lj  ô/j  4-  M,   5m,  4- ...  4-  N,   5/i|, 

—  ^T^j  =      Aj  ia,4-B,  iaj4-. .  .4- L,  i/,4-M,  ôm,4-...4-N,  i/i„ 

—  E  ÔV  =      <A.'i  ôa»  4-  iH>',  Ô6,  4- . .  .  4-  -C;  i/i  4-  0K.\  i/w ^  4- . . .  4-  0^;  ô/i, 

.1.',  ôflî  4-  ^H)',  5/>,  4- .  .  .  4-  <li  ô/i  4-  on.',  5m,  4- ...  4-  ^i  i/ij. 


Les  quantités  ol.',,  \\\>\,  ...,  ^'j,  ;)lt',,  ...,  .)î»',  sont  les  actions  du  corps  2  sur  le 
corps  1  ;  les  quantités  X'.j,,  iJb^,  . . .,  ^.^^  ^^21  •  •  ••  ^'2  ^^^^  '^^  actions  du  corps  1 
sur  le  corps  2. 

Le  travail  des  actions  extérieures  appliquées  au  corps  1  peut^  eu  une  modifica- 
tion virtuelle  quelconque,  s'écrire 

d(Bei  =  ( X,  4-  ^l,;  )  ôa,  4- . . .  4-  (41i  -H  <^',  )  5/1 4- .  . .  4-  (  ^,  4-  3î;»'i  )  ô/ij, 

<^ii  *••)  -Cn  •'  M  ^f  étant  les  actions  extérieures,  non  émanées  du  corps  2,  qui 
s'exercent  sur  le  corps  1. 

De  même,  le  travail  virtuel  des  actions  extérieures  appliquées  au  corps  2  peut 


s'écrire 


d^,i  —  (.Xt-h.\\)àai-h..  .4-  (■C,4-  C  ;)  5/,4-. .  .4-  («)î;»,4-  .>^',)  3^„ 

X2,  ...,  41;2,  .. .,  0X^2  étant  les  actions  extérieures,  non  émanées  du  corps  1,  qui 
s'exercent  sur  le  corps  2. 

Enfin  désignons,  pour  le  corps  1,  les  travaux  virtuels  d'inertie,  de  viscosité  et 
de  frottement  par 

c^Cyi  =  Jrti  oflr,  4- ...  4- J/i  5/1  4- J/«i  5m,  4- ...  4- J,ii  0/4,, 
^^^«'i^/ai^ûr,  4-. .  .4-//i5/i4-/,«i5m,  4-. .  .4-/w,5/i,, 

^^/i  =  ^ai  T^q-^^t  ^-  ^ài  jy-r  5^,  4- ...  4-  gn  j^  5/, . 


Dans  la  dernière  égalité,  chacune  des  quantités  g  dépend  de  l'état  du  système  1, 
des  vitesses  a\y  b\,  . . .,  /', ,  m',,  . . .,  /i',,  enfin  de 

(.l,,4-X',  ),      ...,      (Ci"+-Ci)>      •••>     (^|4-^',  ). 

Pour  la  partie  2,  adoptons  des  notations  analogues. 


3o  V.    Dl  liKM. 

A  la  partie  1,  appliquons  ridcnlilé  (2).  Nous  aurons 


^t|  -h  nt'i  •+-  A,  -+-  Jai  4-  /„  H-  i'al  y^Tf  "  O, 


(^)  y   411-4- 4:;+.Li  4- J/,  -+-//,  -+-^/i   -yy-j-   =0 

orii  4-  i)li;  4-  M,  -h  J,,.,  4-  /„n  =  o, 


f 


\  X,  -H  .)i;,;  4-N,-^j^,  -i-y^j  =0. 


Si,  à  la  partie  2,  nous  appliquons  de  même  Fidentilé  (2),  nous  obtiendrons  des 
égalités  analogues  aux  précédentes,  qu'il  est  inutile  d^écrire  et  que  nous  nous 
contenterons  de  désigner  par  (7  bis). 

Multiplions  respectivement  les  égalités  (7)  par  o^i,  ...,  o/{,  om^,  ...,  8/1 1,  les 
égalités  (^  bis)  par  oa^,  .. .,  0/2,  0171.2,  • . .,  0/12  et  ajoutons  membre  à  membre  les 
résultats  obtenus;  si  nous  désignons  par  d(^t.,  dGjj  dG^  le  travail  virtuel  des  actions 
extérieures,  des  forçai  d'inertie  et  des  actions  de  viscosité  pour  le  sjrstème  1-2 
tout  entier,  nous  trouverons  sans  peine  Tégalité 

(8)  o  =  d(Ec'-  ij^h  -h  J,  -+-  EU^)  -r  d^j-^d(^^ 

+  gai  t-)t  ^«i  -^-  •  •  •  h-  À'/i  Tih  ^'«  "^  ^''*»  T;^  oa, 4- . . .  4-  é'/j  77?-;-  o/,. 

r'i  I  I  *i  I  l"î  I  I  '«  I 

Si  l'on  tient  compte  de  régalité(6),  cette  égalité  a,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
la  forme  de  Inégalité  (2).  On  voit  que,  dans  un  système  formé  de  plusieurs  parties 
indépendantes  1,2,   ...,  les  variations  privilégiées  ù  frottement  comprennent  : 

i^  Les  variations  privilégiées  à  frottement  qui  définiraient  les  modifications  vir- 
tuelles de  la  partie  1,  considérée  comme  un  syslèuie  isole; 

2^  Les  variations  privilégiées  à  frottement  qui  définiraient  les  modifications 
virtuelles  de  la  partie  2,  considérée  comme  un  système  indépendant,  etc. 

La  quantité  ga\  dépend  de  Tétat  du  système  !,  des  vitesses  a\j  . . .,  /ij ,  enfin 

des  actions  (-lf4-<^^),  ...,  (C<-+~-C.'i)>  •••)  (^î»i  + -^b', );  mais  les  actions 
t^ ,  •  • . ,  ^'1 ,  • .  • ,  ^',  dépendent  de  Télat  du  système  formé  par  les  parties  1  et  â  ; 
on  peut  donc  dire  que  la  quantité  ga\^  dépend  de  Tétat  de  tout  le  système  formé 
par  les  parties  indépendantes  !  et  2,  des  vitesses  rt', ,  ..  .,  fi\,  enfin  des  aclioi>s 
extérieures  <vC,,  .• .,  %', .  Les  quantités  ^^,,  . . .,  gi^^  ga2,  . .  •,  gf-j  prélent  à  des 
considérations  analogues  ([ui  s'accordent  pleinement  avec  ce  qui  a  été  dit  a  propos 
de  l'égalité  (2). 

Considérons  maintenant  une  suite  continue  de  systèmes,  formés  de  deux  parties 
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indépendantes  1  et  %  et  supposons  que  cette  suite  ait  pour  limite  un  système  où 
les  parties  1  et  2  présentent  un  ou  plusieurs  contacts  correspondant  à  une  liaison 
bilatérale  exprimée  par  des  égalités  de  la  forme 

Pa  1  ^«1  -^-  • .  •  -H  K ,  â/i,  -h  P;,  ôa,  H- . . .  H-  P;,,  diii  =  o, 


Ces  égalités  s'obtiennent  en  exprimant  que  les  parties  1  et  2,  qui  sont  en  contact 
avant  le  déplacement  virtuel  8a{,  • . . ,  o/îf,  Sa^,  • .  • ,  Bn^,  sont  encore  en  contact 
après;  pour  les  former,  il  suffit  donc  de  connaître  la  figure  et  la  position  des 
parties  1  et  2  avant  ce  déplacement' virtuel  et  le  changement  que  cette  modification 
virtuelle  apporte  à  cette  figure  et  à  cette  position.  Dès  lors,  si  certaines  variations, 
dites  variations  sans  inertie,  définissent  des  modifications  virtuelles  où  chacune 
des  parties  du  système  change  de  propriétés,  mais  sans  changer  de  figure  ni 
d*état,  ces  variations  ne  figurent  pas  dans  les  conditions  (g)  et  une  modification 
où  ces  variations  difl'èrent  seules  de  o  n'altère  pas  la  valeur  des  quantités  P,  P'. 

Les  variations  Sai,  .  . .,  û/?i,  2^2,  .  . .,  0/22  étant  supposées  normales,  la  figure 
et  la  position  des  diverses  parties  du  système  ne  varient  pas  lorsque  les  tempéra- 
tures varient  seules.  Dès  lors,  les  considérations  précédentes  montrent  que  les 
températures  des  diverses  parties  du  système  ne  peuvent  influer  sur  les  valeurs 
des  coefficients  P,  P'. 

Nous  supposerons  que  lorsque  le  système  formé  de  deux  parties  indépendantes 
tend  vers  cette  forme  limite,  les  diverses  grandeurs  que  nous  avons  eu  à  considérer 
dans  Tétude  de  ce  système  tendent  vers  des  limites  bien  déterminées. 

Nous  admettrons  alors  qu'une  égalité  analogue  à  l'égalité  (2)  est  vérifiée» 
non  pas  en  toute  modification  virtuelle  du  système  1-2,  mais  en  toute  modi- 
fication virtuelle  qui  vérifie  les  conditions  de  liaison  (9). 

Dans  cette  équation  dont  nous  admettons  l'existence,  les  termes  d^^^  0|.^,  d^i 
sont  simplement  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les  termes  analogues  relatifs 
au  système  formé  de  deux  parties  indépendantes;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  termes  d^^  et  d^f,  » 

Le  terme  dXh^,  sera  la  somme  de  trois  autres  : 

1°  La  limite  dlr>v\  du  travail  virtuel  des  actions  de  viscosité  relatives  à  la 
partie  1', 

2*^  La  limite  ^G»,}  du  travail  virtuel  des  actions  de  viscosité  relatives  à  la 
partie  2  ; 

3"  Un  terme  d^^^  travail  virtuel  de  la  viscosité  au  contact  des  parties  i  et  2. 
Les  suppositions  à  faire  au  sujet  de  ce  terme  vont  arrêter  un  instant  notre  attention. 
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Au  mo}^en  des  variations  normales  oai,  . . .,  o/i|,  oa2,  •  •  ^i  0/?2y  on  peut  former 
des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  dont  les  coefficients  dépendent  de  l'état 
du  sj^stème  1-2,  mais  point  de  la  distribution  des  températures  sur  ce  système  ;  on 
peut  évidemment  choisir  ces  combinaisons  of,  . .  . ,  3^,  oA,  . . . ,  oA'  de  telle  sorte 
qu'elles  soient  déterminées  lorsque  Ton  connaît  le  déplacement  virtuel  relatif  des 
parties  1  et  2  au  voisinage  de  leurs  points  de  contact  et  réciproquement;  en 
outre,  de  telle  sorte  que,  dans  le  cas  où  le  déplacement  relatif  en  question  s'an- 
nule, on  ait 

df  =  Of         . . . ,         5^'  zi:  o,         dh=zOf         . . . ,         dk-=o. 

Dès  lors,  il  est  clair  que  les  conditions  de  liaisons  (g)  peuvent  toujours  se 
mettre  sous  la  forme 

(  P/df  -^'"-h  Pffdg-hpfyih'^...-i-pkik  =  o, 
(ïo)  }  p^if  ^,_^  p'^ig^  p'^^ 5/e  H- . . . 4- p'^, $k  =  o. 


Les  quantités  />,  p\  ...  dépendent  de  Tétat  des  corps  1  et  2  au  voisinage  de  leurs 
contacts,  mais  point  de  leur  température. 

Pour  repasser  de  la  forme  (lo)  des  équations  de  liaison  à  la  forme  (9),  il  suffit 
de  remplacer  S/,  .•.,  og,  oA,  ...,  ok  par  leurs  expressions  en  fonctions  de 
8ai,  ...,  S/i{,  8a2,  ...,  o/i2-  On  voit  alors  que  les  quantités  P,  P',  . . .  sont  des 
fonctions  linéaires  et  homogènes  des  quantités  p,  p',  .. .,  les  coefficients  dépen- 
dant de  l'état  des  deux  corps  en  contact,  mais  point  de  la  distribution  des  tempé- 
ratures. 

Dans  le  temps  dt,  les  parties  des  corps  1  et  2  qui  avoisinent  les  contacts 
éprouvent  un  déplacement  relatif  réel  dans  lequel 

hf=fdt,         ...,         àgz=ig'dt,         dh=zh'dt,         ...,         àk  =  k'dt. 

f'i  •  •  •?  5^)  ^'>  •  •  >  ^'  sont  les  vitesses  relalù'es  au  voisinage  du  contact. 
Si  ces  vitesses  sont  constamment  nulles 

(11)  /'=o,         ...,         g'—o,        /i'=o,         ...,         A'=:o, 

la  liaison  considérée  est  une  soudure. 

Ces  préliminaires  posés,  nous  admettrons  querfC?»^  est  de  la  forme  suivante  : 

( I  j)  1-/^:^,=  Ffdf  H- ...  4-  h\dg  -h  F, M  -h ...  4-  Fkok. 

« 

Les  quantités  F  dépendent  de  Tétat  des  parties  1  et  2  au  voisinage  des  contacts, 
j  compris  la  température  de  ces  parties;  elles  dépendent  en  outre  des  vitesses 
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relatives/',   . . .,  ^',  /i',  »  . .,  A"';  elles  s^annulent  lorsque  toules  ces  vitesses  sont 
nulles,  en  sorte  que  les  égalités  (i  i)  entraînent  les  égalités 

(i3)  F/r=o,         F^=:o,         FaiziO,  ...,         Fx  =  o. 

Lorsque  la  liaison  établie  entre  deux  corps  est  une  soudure,  les  actions  de 
viscosité  au  contact  de  ces  deux  corps  sont  identiquement  nulles.  C'est  une 
proposition  que  nous  avons  énoncée  et  dont  nous  avons  fait  usage  en  la  pre- 
mière Partie  de  ces  Recherches. 

Enfîn,  lorsque  les  égalités  (i  i)  ne  sont  pas  simultanément  vérifiées,  on  a 

(i4)  F//'H-...  +  F^^'-f-FAA'-H...H-F;tA-'<o. 

Aux  propositions  précédentes  on  peut  en  adjoindre  d'autres  si  l'on  admet  Thy- 
pothèse  de  lord  Rajleigh  aux  termes  de  laquelle  il  existe,  pour  tout  système 
indépendant,  une  fonction  dissipative. 

Le  corps  1,  en  effet,  tant  qu'il  demeure  indépendant,  doit,  selon  cette  hypo- 
thèse, admettre  une  fonction  dissipative;  les  actions  de  viscosité  qui  figurent 
dans  rfC,.|  doivent  donc  dériver  d'une  telle  fonction.  Il  doit  en  être  de  même  des 
actions  qui  figurent  dans  dQ»^^,  Dès  lors,  pour  que  le  système  tout  entier  dérive 
d'une  fonction  dissipative,  il  faut  et  il  suffit  que  les  actions  de  viscosité  qui 
figurent  dans  dG^  dérivent  d'une  fonction  dissipative  qui  sera  forcément  une 
forme  quadratique  en  f  ^  •  •  •  ?  5^>  ^'i  •  •  •  i  ^'• 

Supposons  qu'à  l'une  des  variations  virtuelles  J/",  . . .,  8^,  o/i,  . . .,  oA",  soit  la 
variation  SA*,  corresponde  une  vitesse  k  identiquement  nulle;  la  fonction  dissipa- 
tive dont  nous  venons  de  parler  ne  r renfermera  pas  de  terme  en  A"',  en  sorte 
que  Fa  sera  égal  à  o  et  que  d"^^  ne  renfermera  pas  de  terme  en  oAr. 

Occupons-nous  maintenant  du  terme  d^f. 

Ce  terme,  lui  aussi,  est  la  somme  de  trois  autres  : 

I®  Du  terme 

ft  L' 

(i5)  rfÇç,:,rrj«,— l-ôa,  +  ,..-4-0V,77r7-5/i. 

"il  I  *i 


Les  termes  ^a<,  . .  .,  (jVi  dépendent  de  l'état  de  tout  le  système  formé  par  les 
parties  1  et  2,  y  compris  la  distribution  des  températures  sur  ce  système;  des 
actions  extérieures  appliquées  à  ce  système;  enfin  des  vitesses  des  diverses  parties 
de  ce  système. 

Le  terme  C^a\  n'est  pas  la  limite  vers  laquelle  tend  le  terme  ga\  lorsque  les 
deux  parties  1  e/  2  viennent  au  contact.  Nous  verrons  tout  à  l'heure  quelle 
relation  existe  entre  les  quantités  ga%  et  Qa\' 

Fac,  de  T,,  a*  S.,  V.  5 


r.    DUHEM. 


.^%^  (  ^  «;Llkui> 


%  ■ 


tfai  <  O,  ...»  Ç/l  <  O, 


1>H  cu:uic 


«f 


^'k;i 


^^  L>u  u* aie  t/Ç^4»^  travail  virtuel  du  frottement  au  contact  des  corps  1  e/  2.  Ce 
iv<iUv*  VA  vHiv  ctuilié  Je  près. 

tSiiuti  Iv*  Jivcr!»es  manières  de  déterminer  les  variations  virtuelles  8/,  . . .,  o^, 
^H    .  .  * .  <ÎA%  uou*  supposerons  qu'il  en  existe  au  moins  une  telle  que  l'on  puisse 

vwav 

Iv  UMXi^il  virtuel  dth^  ne  renfermant  aucun  terme  en  8A,  .  .  . ,  oAr;  il  se  peut,  du 
VV^^Ot  uu*il  u'oxiîilc  aucune  variation  telle  que  SA,  .  . . ,  oA". 

Si  Tuuo  dt^î*  quantités  8/,  .  .  .,  8^,  8A,  .  . .,  8A"  correspond  à  une  valeur  nulle 
\\^  oollo  doj4  (juantîtés  /',..,  ^,  A',  .  .  . ,  /r'  qui  lui  correspond,  le  facteur  G 
\HU'ro*poiMlttnt  ont  supposé  égal  à  o;  la  variation  correspondante  est  une  des 
v^vi^lioii»*  8/i,  .  .  . ,  SA.  Dans  l'étude  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une 
»iufw^'<s  noiiî*  avons  déjà  trouvé  une  occasion  d'appliquer  cette  remarque. 

Si  TuiH^  ^l*'**  quantités  8/ est  nulle /?ar  liaison,  elle  cesse  évidemment  de  figurer 
duMM  roxproHîiion  de  d^^^  ce  qui  revient  au  même  que  si  l'on  supposait  G/=  o; 
ni  lu  liuiiiiMi  éltthlie  par  les  égalités  (lo)  ou  les  égalités  (i  i),  qui  leur  sont  équiva- 

Uuilo»,  t^«t  it^ll«  qu^* 

</C^L  oiil  idonli<|uement  nul;  le  résultat  est  alors  le  même  que  si  l'on  supposait 
^,H)  G/=o,         ...,         Çig—o, 

\,{\%  (luuntitéa  G  qui  ne  sont  pas  nulles  sont  négatives  : 
/m|)  G/<<^>         •••»        G^<o. 

l.OM  (|uunlités  G  dépendent  de  Télat  du  système,  des  actions  extérieures  qui  le 
«tillioiltmt,  des  vitesses  de  ses  diverses  parties. 

Oh  voit  qu'en  somme,  pour  passer  de  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  du  frotte- 
mt)ul  on  général  à  ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  du  frottement  au  contact 
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de  deux  corps  qui  présentent  une  liaison  bilatérale,  il  suffit  de  formuler  une 
seule  hypothèse  qui  est  la  suivante  : 

Les  variations  privilégiées  à  frottement  du  système  formé  par  les  corps 
i  et  ^  se  composent  : 

i^  Des  variations  privilégiées  à  frottement  oa^y  ...,  8/,  de  la  partie  1 
considérée  comme  un  système  indépendant; 

2°  Des  variations  privilégiées  à  frottement  oaj,  ...,  dl2  de  la  partie  2 
considérée  comme  un  système  indépendant; 

3®  De  certaines  variations  8/,  .  . . ,  og,  gui  sont  déterminées  lorsqu^on 
connaît  le  déplacement  virtuel  relatif  des  parties  voisines  du  ou  des  points 
de  contact,  et  gui  s'annulent  avec  ce  déplacement. 

Poussant  plus  loin,  nous  allons  introduire  deux  autres  hypothèses,  auxquelles 
vont  nous  conduire  les  considérations  suivantes  : 

Nous  admettons,  avons-nous  dit,  qu'une  égalité  analogue  à  l'égalité  (2)  doit 
être  vérifiée.  D'après  ce  qui  vient  d'être  exposé,  cette  égalité  s'écrira 

(  20  )  d^e  —  ^T''^  H-  d^n  -h  d&ii  H-  d^t^i  -H  e/S^j  -+-  rfGç,  h-  <i5ç, 

-h  Ffèf-h  ...-+-  Ff,Sg  -f-  F„dh  -h. .  .-h  Fa^^ 


xr' 


Cette  égalité  (20)  doit  avoir  lieu,  non  pas  identiquement,  mais  pour  toutes  les 
modifications  virtuelles  qui  vérifient  les  égalités  (9)  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  égalités  (10). 

Or  les  quantités  S/",  .  .  . ,  8^,  8/1,  .  .  . ,  8^  étant  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  8ai,  .  .  . ,  8/i|,  8^2?  •  •  •  >  8/12,  le  premier  membre  de  l'égalité  (20)  est,  en 
définitive,  une  forme  linéaire  et  homogène  des  variations 

0^1,      •••9     o/i|,     0^2»     •••«     ^n^, 

forme  que  nous  désignerons  par 

A {Sui,  ...»  àn^j  àa^,  •  •  •  >  d/ij). 

Les  coefficients  de  celte  forme  dépendent  de  l'état  du  système  formé  par  les 
parties  1  et  2,  des  actions  extérieures  exercées  sur  ce  système  et  des  vitesses 

/  /  r  I 

I  y    •    .    •  j    »  '  1  ,     ^  o>     •    •    •?    »••>• 
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L'égalité  (20)  ou 

(21)  A(3flr,,  . . .,  driij  dof,  . . .,  ô/i,)  =  0 

doit  être  vérifiée  toutes  les  fois  que  oai,  .  .  .,  S/ti,   0^2,  .  .  .,  S/ia  vérifient  les 

égalités  (9).  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  des  quantités  II,  II',    •  •  ., 

fonctions  des  coefficients  de  la  forme  A  et  des  quantités  P,  P',  .  .  .  qui  figurent 
dans  les  égalités  (9),  telles  que  l'on  ait  identiquement 

(22)  A((îa|,  . . .,  d/it,  ât7,,  . . .,  d/i,) 

Il  (Pa,  Oa, -h.  .  .4-  Prtt  0''|-*-  Pat^«j-i--  •  --i-  P/u^/'ï) 

n'(p;,dV,-h...-+-p;,a/i,4-p;,dflr,-h...-+-p;,â/i,) 
-h =0. 

11  résulte  de  ce  qui  va  être  supposé  que  des  équations  permettent  de  déter- 
miner les  quantités  II,  FI',  .  .  .  lorsqu'on  connaît  l'état  du  système  1-2,  les  actions 
extérieures  qui  le  sollicitent,  enfin  les  vitesses  a\,  .  .  .,  n\^  a'^,  .  .  .,  n!^,  11  est 
nécessaire  de  faire  cette  remarque  avant  d'énoncer  les  deux  hypothèses  que 
voici  : 

I.  Si  la  partie  1  formait  un  système  indépendant,  le  travail  virtuel  du  frotte- 
ment relatif  à  ce  système  serait  de  la  forme 

Sa\  TTh  *«i  -+-•••  ■+-  gi\  TFT  *^'»- 

l«tl  ImI 

Les  fonctions  gaij  •  •  •  ?  gn  dépendraient,  d'une  manière  bien  déterminée  : 
1°  De  Télat  du  système,  y  compris  la  température  en  ses  divers  points  ; 
2®  Des  vitesses  a^,  .  . . ,  /i^,  ag,  . . . ,  /i^; 

3°  Des  actions  extérieures  cl)|,  . . . ,  ^lu  ^ï^d  •  •  •  j  ^^i-  Nous  mettrons  ces  der- 
nières vsiriables  en  évidence  en  écrivant 


g/l  —  g/i  (fA>i,  .  .  . ,  ^i  ). 


Or,  nous  supposerons  que  les  fonctions  Ç^i,  ...,  Ç/i  se  tirent  simplement 
des  fonctions  ffai^  •  •  •?  gh  ^^  y  remplaçant  respectivement  f.l.|,  . . .,  X|  par 

M  -+-  .1.;  -+-  nP«i  -H  H' P'«  1  -h . . . , 


X, 4-  71,; H-nP;.i -+- n'p;,,  -^  . . . , 
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de  telle  sorte  que  Von  ait 

(23)      , 

On  peut  énoncer  cette  hypothèse  sous  la  forme  que  voici  : 

Le  travail  virtuel  dXhfs  se  calcule  exactement  comme  se  calculerait  le 
travail  virtuel  du  frottement  au  sein  d'un  système  indépendant  qui  serait 
identique  au  corps  1,  mais  qui  serait  soumis  aux  actions  extérieures 


«%,4-^;-+-np„,-+-nT;i 


Naturellement,   cette  hypothèse    s'étend,   mutatis  mu  tandis,   au  travail  vir- 
tuel d^f2* 

II.  Nous  supposerons  que  les  Jonctions  G/,   . . .,  Gg  s'obtiennent  en  rem- 
plaçant  II,  II',  ...  par  leurs  valeurs  dans  certaines  fonctions 

6^(n,n', ...),      .,   6^(n,n', ...) 

qui,  outre  H,  II',  . .  . ,  dépendent  exclusivement  de  Vétat  des  corps  i  et  'i  au 
voisinage  immédiat  des  parties  que  la  liaison  (9)  met  en  contact  et  des 
vitesses  f\  . .  . ,  ^,  h\  . . .,  k'  : 

(24)  

(  G^=6^(n,n', ...). 

D'après  ce  qui  a  été  dit  sur  le  passage  des  égalités  (9)  aux  égalités  (10),  on  a 
identiquement 

Pal  ^«1  H- . . .  H- P/n  ^'îi  =/?/^/-H . . . -h/>/id/f, 

P'^i da, H-. .  .H- P^i 3/ii=/?>3/-+- . . . -+-/?';i3/i, 


Dès  lors,  en  vertu  des  égalités  (12),  (i5),  (i5  6«),  (17),  (22),  (23)  et  (24),  on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

En  nombre  égal  aux  équations  de  liaisons  (9),  il  existe  des  quantités 
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n,  n',  . . .,  telles  que  Von  ait  identiquement 
(25)     dfoe—  dj^-h  d(^n  -h  ûfS/, -h  e/Sp,  -h  dG^i 


4-  ^,,  (  Ao,  +  .^.;  +  n  p,,  4-  HT,,  -^ )  ^ 


0/, 


a: 


i«ïi 


4-^„(x,4-x;4-np„,4-n'p;,4-...,  ...)-i4r3/, 


-f- 6/(n,  n', ...)  1^(5/4-. . .4-6^(0, n',  .,,)^èg 


n  (Pal  âfli  H-  .  .  .  -h  P„i  3/1,  -h  Pa,  da,-h  .  .  .  -h  Pn,  3/1,) 

n'(P:,,3a,4-...4-p;,3/i.-hP;,(5«,^...  +  p;,3/i,) 


=  0. 


Si,  dans  cette  égalité,  nous  remplaçons  les  quantités  8/,  .  .  . ,  8^,  8/i,  .  . . ,  SA:  par 
leurs  expressions  linéaires  et  homogènes  en  8^f,  .  .  .,  8/i|,  8aa,  ....  8/I2,  nous 
trouvons  une  égalité  dont  le  premier  membre  est  une  forme  linéaire  et  homogène 
par  rapport  aux  Vi  quantités  8<2|,  . . . ,  on^  et  aux  v^  quantités  0^2,  . . . ,  8/I2.  Celte 
égalité  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  ces  (vi  -f-  Vj)  variations,  nous  trouvons 
(vi  +  72)  égalités  indépendantes  de  ces  variations. 

Parmi  ces  variations,  il  peut  se  faire  qu'il  en  existe  un  certain  nombre  p  qui 
soient  5a/i5  inertie,  c'est-à-dire  telles  que  les  quantités  J  correspondantes  soient 
identiquement  nulles  ;  les  <j  =  V|  -h  Vj  —  p  autres  sont  affectées  d'inertie. 

Les  p  premières  sont  telles  que  les  modifications  virtuelles  qu'elles  représentent 
n'entraînent,  pour  les  diverses  masses  qui  composent  les  parties  1  et  2,  aucun 
déplacement  dans  l'espace.  Dès  lors,  comme  nous  l'avons  vu,  il  est  certain  qu'elles 
ne  figurent  pas  dans  les  conditions  (9)  et,  de  plus,  que  les  coefficients  P  ne  varie- 
raient pas  dans  une  modification  virtuelle  où  ces  seules  variations  seraient  diffé- 
rentes de  o.  Ce  que  nous  venons  de  dire  de  ces  p  variations  peut  se  répéter  de  la 
température  T. 

Les  conditions  (9),  dont  nous  désignerons  le  nombre  par  cj,  appliquées  à  la 
modification  réelle  que  le  système  subit  dans  le  temps  dt,  donnent  les  relations 

Prti^'i  -4-.  .  .4-  P;,i  n\  -+-Paï«',  -h.  .  .4-  P,4s/?'3  =  0, 

p;,a;  4-.  ..4-  p^j/^;  4- p;,j  «;-+-..  .4-p;,5w'2=o, 
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En  différentiant  ces  relations  par  rapport  à  t^  nous  obtiendrons  xs  nouvelles 
relations  où  figureront  celles  des  accélérations  à\,  . . . ,  /i" ,  a^,  . . . ,  n\  qui  corres- 
pondent à  des  variations  à  inertie;  o*  en  sera  le  nombre;  ni  les  températures,  ni 
leurs  dérivées  par  rapport  à  t  n'y  figureront. 

Nous  obtenons  ainsi  (o*  -^rs)  relations  linéaires  par  rapport  aux  o*  accélérations 
qui  correspondent  aux  variations  à  inertie.  Ces  relations  dépendent,  en  outre, 
des  xs  facteurs  II,  II',  . . . ,  de  l'état  du  système,  y  compris  la  température  de  ses 
diverses  parties,  des  actions  extérieures  et  des  vitesses  a',,  . .  .,  n\^  alj,  . . .,  n[^\ 
les  vitesses  de  variation  de  la  température  des  diverses  parties  n'y  figurent  pas. 
Ces  (<j-f-Tïj)  relations  sont  ce  que  nous  nommerons  les  relations  du  premier 
groupe. 

Nous  avons,  en  outre,  fournies  par  les  variations  sans  inertie,  p  relations  du 
second  groupe,  où  figurent  les  xs  facteurs  II,  II',  ...  et  qui  dépendent  de  l'état  du 
système  à  l'instant  ^,  y  compris  sa  température  aux  divers  points,  des  actions 
extérieures  et  des  vitesses,  sauf  de  la  vitesse  de  variation  de  la  température. 

Entre  les  (d-f-cj)  relations  du  premier  groupe,  éliminons  les  o*  accélérations 
qui  y  figurent  et  qui  se  rapportent  toutes  aux  variations  à  inertie.  11  nous  restera 
xs  équations  permettant  de  déterminer  les  xs  facteurs  II,  II',  ...  en  fonctions  de 
l'état  du  système,  y  compris  la  température  aux  divers  points,  des  actions  exté- 
rieures et  des  vitesses  a\^  .  . . ,  n\^  a^,  . . . ,  n[j,.  Ce  premier  résultat  rend  légitime 
les  hypothèses  formulées  tout  à  l'heure. 

Dans  les  (p  +  0")  relations  qui  fournit  l'identité  (25),  remplaçons  II,  D',  ... 
par  les  valeurs  ainsi  déterminées.  Il  nous  restera  (p  +  o")  équations  dépendant  de 
l'état  du  système,  y  compris  la  température  T  en  ses  diverses  parties,  des  actions 
extérieures  et  des  vitesses  a\,  .  .  . ,  n\^  a.^,  .  .  .,  n[j,\  en  outre,  cr  de  ces  équations, 
celles  qui  proviennent  des  c7  variations  à  inertie,  contiendront  les  a  accélérations 
correspondantes. 

Si  l'on  connaissait  la  loi  de  variation  des  actions  extérieures  et  de  la  tempéra- 
ture T  en  fonction  de  t,  ces  équations  détermineraient  les  lois  du  mouvement  du 
système,  pourvu  que  l'on  connût  son  état  initial  et  les  vitesses  initiales  qui  cor- 
respondent aux  variations  à  inertie.  Mais,  comme  la  variation  des  températures  T 
en  fonction  de  t  n'est  pas,  en  général,  connue,  il  faudra,  aux  équations  précé- 
dentes, joindre  autant  de  relations  supplémentaires  qu'il  y  a,  dans  le  système, 
de  températures  indépendantes. 

Pour  terminer  ces  considérations  générales  sur  le  frottement,  il  nous  reste  à 
faire  la  remarque  suivante  : 

La  méthode  qui  nous  a  servi  à  passer  d'un  système  formé  de  parties  indépen- 
dantes à  un  système  où  ces  parties  présentent  une  liaison,  permet  également  de 
passer  d'un  système  où  figure  une  liaison  à  un  système  où  figurent  deux  liaisons, 
et  ainsi  de  suite. 
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A  chaque  liaison  correspondra  un  système  de  variations  à  frottement  telles 
que  S/,  . . .,  0^;  des  facteurs  analogues  à  11,  II',  ...  ;  un  travail  virtuel  de  frottement 
analogue  à  rfC^.  Le  travail  virtuel  des  actions  de  frottement  qui  s' exercent 
aux  dii'ers  contacts  est  la  somme  de  ces  quantités  analogues  à  rfC^. 


§  2.  —  Frottement  au  coktact  de  deux  corps  solides. 

Avant  d'étendre  ces  considérations  aux  systèmes  composés  d'un  solide  indéfor- 
mable et  d'un  fluide,  ou  bien  aux  systèmes  composés  de  deux  fluides,  nous  allons 
les  appliquer  au  cas  bien  connu  de  deux  solides  indéformables  qui  se  touchent  en 
un  point. 

Pour  un  solide  indépendant,  le  potentiel  interne  dépend  exclusivement  de  la 
température.  On  a  donc 

et,  partant, 

Le  mouvement  virtuel  le  plus  général  d'un  solide  invariable  n'entraîne  aucun 
travail  de  viscosité  ni  de  frottement;  on  a  donc 

dl^tn  =:  o,         d^t^i  =  G, 

rf^çj  zzz  o,  rfÇçj  "^^  o. 

Le  corps  1  et  le  corps  2  se  touchent  en  un  point  O.  Le  déplacement  relatif  vir- 
tuel le  plus  général  du  corps  2  par  rapport  au  corps  1  peut  toujours  se  ramener 
à  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  O  et  à  une  translation.  Il  en 
est  de  même  du  déplacement  relatif  réel  du  corps  2  par  rapport  au  corps  1  pen- 
dant le  temps  dt*  Mais  ici,  comme  on  doit  supposer  les  deux  corps  1  et  2  en  con- 
tact aussi  bien  à  l'instant  (^  +  dt)  qu'à  l'instant  /,  la  translation  devra  être  paral- 
lèle au  plan  tangent  commun  aux  deux  corps  1  et  2. 

Le  déplacement  relatif  réel  du  corps  2  par  rapport  au  corps  1,  dans  le  temps  dty 
peut  donc  se  décomposer  en  trois  : 

1**  Une  rotation /?'rf/  autour  de  la  normale  commune  ON  aux  deux  corps; 
celte  rotation  constitue  le  pii^otement  pendant  le  temps  dt; 

2"  Une  rotation  r-' dt  autour  d'une  droite  OR  menée  dans  le  plan  tangent  com- 
mun; celte  rotation  constitue  le  roulement  pendant  le  temps  dt  et  OR  est  Vcuce 
de  roulement, 

3®  Une  translation  g' dt  suivant  une  droite  OG  située  dans  le  plan  tangent 
commun;  cette  translation  constitue  le  glissement  pendant  le  temps  dt  et  OG 
est  la  direction  du  glissement. 

Un  déplacement  relatif  virtuel  du  corps  2  par  rapport  au  corps  1  peut  toujours 
se  décomposer  en  six  autres  : 
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i"  Une  rotation  Zp  autour  de  la  normale  commune  ON; 

2°  Une  rotation  8/*  autour  de  Taxe  de  roulement  OR; 

S'*  Une  rotation  8p  autour  d'une  droite  0<^,  située  dans  le  plan  tangent  com- 
mun et  perpendiculaire  à  OR; 

4°  Une  translation  S/i  parallèle  à  la  normale  commune  ON; 

5"*  Une  translation  3^  parallèle  à  la  direction  de  glissement  OG; 

6**  Une  translation  Sy  parallèle  à  une  direction  OÇ  située  dans  le  plan  tangent 
commun  et  perpendiculaire  à  OG. 

Nous  admettrons  que  les  six  variations 

dp,     èr,     (5p,     dn,     (5.^,     dy 

jouent  ici  le  rôle  qui  est  attribué,  dans  la  théorie  générale,  aux  quantités 

6ff     •  •  •  »     ^^»     o^>     •  •  •  »     ^^  • 

En  la  modification  réelle  qui  se  produit  pendant  le  temps  dtj  on  a 

dp=:p'dt,         irz=ir'dty         dp=:o, 
an  =3  0,  àg  =  g'  dty         ày  =:  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  les  variations  virtuelles  8p,  Sy,  un  ne  figureront 
pas  dans  le  travail  virtuel  de  la  viscosité  de  contact  qui  aura  pour  expression 

(26)  d^^  =  F^(5a>  -h  ¥ràr-\-Y,,àg, 

les  fonctions  F^,  F^,  F^  dépendant  de  la  nature  et  de  l'état  des  corps  en  contact 
et,  en  outre,  des  vitesses/?',  r',  ^. 

Les  vitesses  p'  et  y'  étant  nulles  par  définition  et  un  étant  nul  par  liaison,  rfC^ 
ne  renferme  aucun  terme  en  8p,  8^,  8/i  : 

(27)  d^  =  G,-^^àp-^Gr-^àr-^G^-^àg. 

Pour  définir  le  déplacement  virtuel  le  plus  général  du  système,  il  suffit  d'ad- 
joindre aux  six  variations 

ip,     àr,     dp,     dn,     dg,     dy 

six  autres  variations  définissant  un  mouvement  d'ensemble  du  système,  d'ailleurs 
identique  au  déplacement  d'ensemble  le  plus  général  du  corps  1.  Ces  six  varia- 
tions peuvent  toujours  se  ramener  au\  trois  composantes  8)v,  8|jl,  8v  d'une  rotation 
et  aux  trois  composantes  8^,  Sr^,  82^  d'une  translation. 

Fac.  de  T.,  a-  S.,  V.  6 
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On  pourra  toujours  écrire 

(a8)  rf(r^-.Eo^'=      X  ÔJ -H  Y  or)  4- ZÔÇ 

L  oX  4-  M  ofjL  4-  N  dv 
^l.  dp  -+■  iti»  or  -h  S  ôp  -H  (D  d/î  -4-  C  i^  4-  ef  3y. 


Le  travail  des  forces  d'inertie  dîôj  sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  des 
douKC  mêmes  variations  indépendantes. 

Enfin  la  liaison  qui  existe  entre  les  deux  corps  s'exprimera  par  l'égalité 

(29)  dn  =  o. 

Dès  lors,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  il  existera  une  grandeur  U  dépendant 
de  l'état  des  deux  corps  1  et  2,  de  leurs  vitesses  et  des  actions  qui  s^exercent  sur 
eux,  telle  qu'on  ait  l'égalité 

(30)  d(5e  —  E  ÔV  4-  ^C/  4-  c/G,^  -hd^-hndn  =  o, 
quelles  que  soient  les  variations 

dzf     Sn,    ôÇ,     ôX,     dfx,     dv, 
dp,     èr,     ôp,     ô/j,     dg,     6y. 

D'ailleurs  les  coefficients  G^,  Gr,  G^  peuvent  être  ramenés  à  ne  dépendre  que 
de  l'état  des  corps  1  et  2,  des  vitesses  /?',  r',  ^  et  de  II  : 

i  G,  =  ép(n,p',r',g'), 
(3i)  r.,  =  6,(n,/^',  r',^'), 

(  (\^  =  é^{n,p',r\g'). 

Dès  lors,  Tégalité  (3o),  jointe  aux  égalités  (26),  (27),   (28)  et  (3i),   nous 
fournit  les  douze  relations  suivantes  : 


(32) 


X  4-  Jç  =:  o,  Y  4-  Jti  =  O,  Z  4-  Jç  =  O, 

L  4-  Jx  =^  o,        M  4-  J,x  =  o,        N  4-  Jv  =  o, 

(33)  (O4-  J;,4-n=rO, 

m)  S4-Jp  =  0,  J4-Jy=:0, 


(35) 


X-4- Jp4-  F^4-6p 

i--^- 

1»l>  4"  Jr  4-  Fr  4-  6;. 

r' 
■  r'  1        "• 

i:-^.i^4-F^4-6^ 

fr' 
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auxquelles  il  faut  joindre  la  Ireizième  équation 
(36)  n'z=io, 

qui  résulte  de  la  liaison  (29),  pour  obtenir  les  treize  équations  du  mouvement  du 
système. 

Les  trois  équations  (35)  n'ont  de  sens  que  si  les  trois  quantités  p\  r',  g'  sont 
différentes  de  o.  Si  Tune  d'elles,  p'  par  exemple,  devenait  égale  à  o,  la  première 
n'aurait  plus  de  sens. 

Mais,  d'autre  part,  l'hypothèse  selon  laquelle  p'  est  différent  de  o  peut  fort 
bien,  elle  aussi,  conduire  à  des  résultats  inacceptables. 

En  effet,  la  première  équation  (35)  équivaut,  en  réalité,  à  deux  équations  dis- 
tinctes, savoir  :  L'équation 

(35  bis)  .to  -h  j^  4-  F;,  -h  é,,  =  o, 

que  l'on  ne  doit  employer  que  si  />'  est  positif,  et  Téquatiod 

{Z^  ter)  «il. -t- J^ -f- F^  —  ép  =  o, 

que  l'on  ne  doit  point  employer  à  moins  que/>'  ne  soit  négatif. 

Or,  on  peut  fort  bien  se  trouver  dans  les  conjonctures  suivantes  :  Si  l'on  rem- 
place la  première  équation  (35)  par  l'équation  {Z^bis)y  les  équations  du  mou- 
vement du  système  donnent  pour  jo' une  valeur  négative;  si,  au  contraire,  on 
remplace  la  première  équation  (35)  par  Téquation  (35  ler)^  les  équations  du  mou- 
vement du  système  fournissent  pour/?'  une  valeur  positive. 

Dans  ce  cas,  J'bypothèse  qu'il  existe  une  vitesse  de  pivotement  différente  de  o 
conduit,  on  le  voit,  à  une  contradiction;  on  est  contraint  de  supposer  que  le 
corps  S  ne  pivote  pas  sur  le  corps  1,  de  poser  constamment 

(36)  p'=zo. 

Mais  alors,  la  mise  en  équation  du  problème  doit  être  modifiée. 
Doit-on  considérer  l'hypothèse  (36)  de  la  manière  suivante  : 

La  vitesse  p^  est  nulle  identiquement,  mais  la  variation  virtuelle  Zp  n'est 
pas  nécessairement  nulle? 

Dans  ce  cas,  d'après  le  postulat  que  nous  avons  formulé,  il  suffira  d'égaler 
P;,,  G^  et,  partant,  ^p  à  zéro* 

Dès  lors,  la  première  équation  (35)  deviendra 

(35iv)  X -h  J^  =  Oé 
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Mais  alors,  à  la  seule  premi(>re  équation  (35),  nous  nous  trouvons  avoir  sub- 
stitué les  deux  équations  (35,^)  et  (36);  comme  le  nombre  des  inconnues  n'a  pas 
change,  il  est  à  prévoir  que  le  nombre  des  équations  sera  devenu  surabondant  et 
que  le  nouveau  problème  conduira  encore  à  des  impossibilités. 

Par  conséquent,  on  doit  regarder  l'égalité  (36)  comme  résultant  de  Thypothèse 
suivante  : 

Au  problème  primitif  y  reconnu  impossible,  nous  substituons  un  nouveau 
problème  qui  diffère  du  précédent   par   /'introduction   de  l'équatiom    de 

LIAISON 

(36  bis)  dp  =:o. 

Dans  ce  cas,  on  doit  bien  encore  égalera  o  les  coefficients  F^,  G^',  ^p'j  mais 
l'égalité  (3o)  ne  doit  plus  avoir  lieu  identiquement,  elle  doit  avoir  lieu  seulement 
en  vertu  de  la  condition  (36  bis);  il  doit  donc  exister  une  grandeur  P  dépendant 
de  l'état  des  deux  corps  1  et  2,  de  leurs  vitesses  et  des  actions  qui  s'exercent  sur 
eux,  telle  que  l'on  ait  identiquement 

(3o  bis)  d(^,  —  EW-h  d(E,  -h  d&,^  -hd^  —  U  dn  —  Pop  —  o. 

Alors  les  coefficients  Gr,  G^  peuvent  être  ramenés  à  ne  dépendre  que  de  l'état 
des  corps  1  et  2,  des  valeurs  r'  et  g'  et  des  grandeurs  U  et  P  ; 

(Si  bis) 

i  ii^=.é'^(U,P,r\g'). 

La  première  égalité  (35)  est  remplacée  non  par  l'égalité  (35,^),  mais  par 
l'égalité 

(35v)  X  4- J/, -h  P  ~o. 

La  première  égalité  (35)  est  donc  remplacée  parles  équations  (35^)  et  (36),  ce 
qui  augmente  encore  d'une  unité  le  nombre  des  équations  du  problème;  mais 
l'introduction  de  la  nouvelle  action  de  liaison  P  augmente  aussi  d'une  unité  Je 
nombre  des  inconnues.  Cette  manière  nouvelle  d'envisager  l'introduction  de  la 
relation  (36)  ne  conduit  donc  plus  à  une  impossibilité,  comme  la  précédente  mé- 
thode. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  du  pivotement  peut  se  répéter  au  sujet  du 
roulement  et  du  glissement. 

Habituellement,  on  fait,  au  sujet  du  frottement  entre  solides,  des  hypothèses 
plus   restreintes   que  celles  dont  nous  avons  donné  l'exposé;   on  suppose  que 
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Ton  a 

j   F;,  =  o,  F,.  =0,  F^  =:  o, 

^^^^  !  6,,  =  H^n,      é,  =  H,n,      «^  =  H^n, 

les  quantités  H^,,  H^,  H^  dépendant  exclusivement  de  l'état  des  corps  1  et  2,  mais 
point  des  vitesses  p\  r',  ^  de  pivotement,  de  roulement  et  de  glissement,  ni  de 
pression  IT. 


CHAPITRE  IL 

ÉTABLISSEMENT  DES  CONDITIONS  AUX  LIMITES. 


§  1.   —  Viscosité  et  frottement  a  la  surface  de  contact  de  deux  corps. 


DONT    l'un    au    moins    EST    FLUIDE. 


Au  Chapitre  précédent,  nous  avons  supposé  qu'il  existait  entre  les  corps  1  et  2 
un  nombre  limité  de  liaisons  dont  chacune  correspondait  à  un  nombre  également 
fini  de  conditions;  nous  avons  été  amenés  alors  à  regarder  les  quantités  d^y^^  dXi^ 
comme  la  somme  d'autant  de  termes  distincts  qu'il  y  avait  de  liaisons  indépen- 
dantes et  nous  avons  étudié  en  détail  la  forme  d'un  de  ces  termes. 

Nous  allons  aborder  maintenant  un  cas  un  peu  plus  compliqué. 

Supposons  que  deux  corps  i  et  2,  dont  l'un  au  moins  est  fluide,  soient  assujettis 
à  demeurer  en  contact  tout  le  long  d'une  certaine  surface  S.  Si  ojCi,  Sy^,  8zi  sont 
les  composantes  du  déplacement  virtuel  d'un  point  du  corps  1,  tandis  que  tx^^ 
8^2)  ^^2  sont  les  composantes  du  déplacement  virtuel  d'un  point  du  corps  2,  nous 
devrons  avoir,  à  tout  instant  et  en  tout  point  de  la  surface  S, 

(38)     (do?,  —  <ÎJ7,)  cos(N,  x)  -h  (ây,  —  d/,)  cos(N,  y)  4-  (3:;,  —  ô-c,)  cos(N,  z)  =  o, 

N  étant  la  normale  à  la  surface  S  dirigée,  par  exemple,  vers  l'intérieur  du 
corps  2. 

La  liaison  imposée  ici  s'exprime  non  par  un  nombre  limité  de  conditions,  mais 
par  une  condition  vérifiée  en  tous  les  points  de  la  surface  S,  c'est-à-dire  par  une 
infinité  d'équations;  ou  mieux,  on  peut  dire  que  nous  imposons  aux  corps  1  et  2 
une  infinité  de  liaisons  bilatérales  dont  chacune  se  rapporte  à  un  point  de  la  sur- 
face S  et  s'exprime  par  la  condition  (38)  qui  se  rapporte  à  ce  point. 

Nous  sommes  amenés  ainsi  à  penser  que  le  travail  de  viscosité  et  le  travail  dç 
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frottement  au  contact  des  corps  1  et  2  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
(89)  rf6u»=  1  ciT^dS,         d^^=:  I  dr^d^f 

d^^j  dx^  vérifiant  des  hypothèses  analogues  à  celles  que  nous  avons  énoncées,  au 
Chapitre  précédent,  pour  rfS^,,  dlr^. 

Soient  Ui,  (^1,  (V|  les  composantes  de  la  vitesse  en  un  point  du  corps  1  et  2/29  ^ty 
W2  les  composantes  de  la  vitesse  en  ud  point  du  corps  S.  La  condition  (38)  exige 
que  Ton  ait,  à  tout  instant  et  en  tout  point  de  la  surface  S, 

(4o)     (wj—  w,)cos(N,a?)-t-(p,—  i',)cos(N,  7)-+-  (mp',  — iv,)cos(N,  5)  =  o. 

La  vitesse  relative  est  donc  tangente  à  la  surface  S  ;  en  chaque  point  M  de  la 
surface  S  et  à  chaque  instant,  nous  désignerons  par  M/*  la  tangente  à  la  surface  S 
qui  marque  la  direction  de  la  vitesse  relative,  dont  {u^  —  1/2),  {y^  — ç%j^  («>,  — «^2) 
sont  les  composantes,  et  par  r'  cette  vitesse  relative,  comptée  positivement  sui- 
vant M/\ 

Soit  M5  une  ligne  tangente  en  M  à  la  surface  S  et  perpendiculaire  à  Mr;  par 
définition,  nous  aurons 

(40  ("t—  "f)  cos(5,  j;)-f-((;,  —  p,)cos(5,  y)  -h  (hp',— iV,)C0S(5,  5)=:0. 

Considérons,  pour  les  corps  1  et  2,  un  déplacement  virtuel  quelconque,  soumis 
on  non  à  la  condition  (38);  dans  cette  modification,  le  déplacement  relatif  des 
corps  1  et  S,  au  voisinage  du  point  M,  est  déterminé  si  Ton  connaît  les  trois  quan- 
tités 

i  5N  =  (3x,—  dx,)  cos(N,  X)  4-  (oy,  —  0/,)  cos(N,7)  -+-  (is,  —  iz^) cos(N,  5), 
(42)     '  àr  =(3j:',  —  ôx,)cos(r,  x)-4-(dyi— ôy,)cos(r,7)H-(i;î,  — d^,)cos(r,  5), 

(    as    =(âj7,— da?,)C0S(5,    ^)-+-(37,— dy,)C0S(5,  y)4-(i5|--d5,)C0S(5,    z). 

Si  les  corps  i  et  'i  sont  isotropes^  nous  admettrons  que  ces  quantités  SN,  Sr 
os  sont  les  variations  normales  privilégiées  dont  dépendent  d'z^  et  d'z^. 
Dans  le  temps  dt  se  produit  une  modification  réelle  pour  laquelle  on  a 

iN  =  N'  dt,        ir  =  r'  dt,        ds  =  s' dt. 
Mais  les  égalités  (^o),  (4^),  (40  donnent  sans  peine 

N'=:0,  S'=Z0. 

Les  quantités  d'z^,  d'z^  ne  doivent  donc  renfermer  ni  terme  en  SN,  ni  terme  en  S^ 
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en  sorte  que  Ton  aura 

(43)  d^^=:  fFàrdS, 

(44)  d^=jGj^drdS. 

Ces  égalités  vont  se  mettre  sous  une  forme  un  peu  différente. 

F  dépend  de  Tétat  des  corps  1  et  S  au  voisinage  du  point  M  et  de  la  vitesse  r'; 
nulle  avec  r\  cette  quantité  est  toujours  de  signe  contraire  à  r';  on  peut  donc 
écrire 

(45)  F  =  /r', 

/  étant  une  fonction  de  r^  et  de  l'état  des  corps  1  et  â  au  voisinage  du  point  M  ; 
cette  quantité  est  toujours  négative  : 

(46)  f<o. 
D'autre  part,  la  seconde  égalité  (42)  donne 

(47)  r'dr=(£i,— £/,)(3xi— iar,)-+-(*'i— ^'f)(5yi— dyt)-+-(«'i— «'j)(i«i  — 35,). 

Les  égalités  (43),  (4^)  et  (47)  donnent 
(48)    6^SH.  =  y'/t(w,-w0(«^,-3^t)4-(^'i-^f)(3yi-i/f)4-(«',--iv,)(d5,-35,)]^S. 

Si  Ton  observe  que 

(49)  k'i=[(w«~",)'H-(^,-^.)'4-(«',~«',)«r, 

les  égalités  (44)  ^^  (47)  donnent 

(5o)     rf©  =    fa  ^^"'  ""  "«)(^^«"  ^'^«)  -»-  (<^i—  ^«)  (^/t—  3/i)  -^  (^'1  —  ^t)  (3^1  —  àz^)]  ^g^ 
J  [("I- '/.)'^- (^i-^î)' -H  (fv,~  «.,)']« 

L'équation  générale  du  mouvement  du  système  peut  désormais  s'écrire  sans  dif- 
ficulté. 

La  quantité  —  E  0^  est  la  somme  de  deux  termes  ;  l'un  est  le  travail  virtuel  des 
actions  que  le  corps  2  exerce  sur  le  corps  1,  l'autre  est  le  travail  virtuel  des 
actions  que  le  corps  1  exerce  sur  le  corps  2;  si  donc  on  désigne  par  rfG<.|  le  tra- 
vail virtuel  des  actions  que  le  corps  1  subit  de  la  part  des  corps  extérieurs, 
y  compris  le  corps  ^,  pare/G<.2  le  travail  virtuel  des  actions  que  le  corps  2  subit  de 
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la  part  des  corps  extérieurs,  y  compris  le  corps  1,  on  pourra  écrire 

et  l'égalité  (20)  pourra  s'écrire 

(5i)  d(^ex  —  E  ixrTi  -h  d(ôix  -H  ^G^i  -h  ^Gç, 

-h  d^c^  —  E  ôx.t,  -h  t/G„  -h  rfG^,  -h  rfSç, 

-h  d(Bw  -h  rfG^  =  o. 

Cette  égalité  ne  doit  pas  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  modifications  virtuelles 
imposées  aux  corps  1  et  2,  mais  seulement  pour  les  modifications  virtuelles  qui 
respectent  la  condition  de  liaison  (38).  Dès  lors,  les  principes  du  calcul  des  varia- 
tions nous  enseignent  qu'il  existe  une  quantité  r?,  variable  d'une  manière  continue 
le  long  de  la  surface  S,  telle  que  l'égalité 

(52  )  d^e\  —  E  ôj^i  4-  d(^a  -H  d^v\  +  d^^\ 

-H  d^e%  —  E  5r«^i  -H  dlôii  -f-  û^G»^  h-  t/Ç^, 

-f-  d^^  -h  d^^ 

—    l  Ts[(ix^  —  àx^)CO^(l^yX)  4-(dv,  —  Ôy,)COS(N,  7)-+-  ((ÎXÎi  — i-3,)  cos(N,  5)]rfS  =0 

ait  lieu  quelle  que  soit  la  modification  virtuelle  imposée  à  chacun  des  corps  1  et  â. 

En  outre,  la  quantité  G  pourra  s'exprimer  en  fonction  de  l'état  des  corps  1  et  â 
au  voisinage  du  point  M  auquel  elle  se  rapporte,  de  H  et  de  xs. 

Les  corps  i  et  2  étant  supposées  isotropes,  l'état  de  chacun  d'eux  en  un  point 
est  déterminé  lorsqu'on  connaît  sa  densité  et  sa  température  en  ce  point.  Soient 
Pi,  P2  les  densités  des  corps  1  et  2  au  voisinage  du  point  M  ;  soit  T  leur  commune 
température  au  voisinage  de  ce  point;  nous  pourrons  écrire 

(53)  G=6(p„p„T,/',Gj)<o. 

Nous  aurons  aussi 

(46^15)  /  =  /(p„p„T,/'')<o. 


§    2.    —    CONUITIOWS    VÉRIFIÉES    A    LA    SURFACE    DE    CONTACT    DE    DEUX   FLUIDES. 

Supposons  que  le  corps  1  soit  un  corps  fluide.  Nous  aurons  alors,  en  conservant 
les  hypothèses  faites  dans  la  première  Partie  de  ces  Recherches, 

d(f>(^l  zz:  o. 
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En  outre,  rfGt,<  sera  donné  par  ce  que  nous  avons  dit,  en  celle  première  Partie, 
sur  la  viscosilé  au  sein  des  fluides. 

Donnons  d'abord  au  fluide  1  une  modification  virtuelle  telle  que  oxt,  8/|,  8zi 
s'annulent  tout  le  long  de  la  surface  S  ;  laissons  le  corps  2  invariable.  L'égalité  (62) 
deviendra 

C'est  Téqualion  (2)  de  la  première  Partie  de  ces  Recherches,  Elle  entraîne  comme 
conséquence  Texislence,  au  sein  du  fluide  1,  des  équations  de  THydrodyna- 
mique. 

Celles-ci  admises,  on  peut  obtenir,  par  un  calcul  que  nous  avons  déjà  fait  (*), 
le  résultat  suivant  : 

Dans  une  modification  virtuelle  absolument  quelconque  du  fluide  1,  on  a 

(  54  )  d(^e\  —  E  ^T  .f  1  -h  di^n  +  d^^,x 


=/|[n 


,  C0S(N,  X)  -+-/?a:l]  <5^l  "H  [^X  C0S(N,  /)  "H/^yi]  «î/i 

[H,  cos(N,  5)  4-  A>st  ]  ^^1  i  ^S, 


[Il  étant  la  pression  à  fintéricur  du  fluide  1  ^ipx\i Px^^ P*\  étant,  pour  ce  fluide, 
les  composantes  de  la  pression  de  viscosilé,  telles  que  les  déterminent  les  éga- 
lités (48)  et  (5i),  en  la  première  Partie  de  ces  Recherches. 

Supposons  maintenant  que  le  corps  2  soit,  lui  aussi,  un  fluide;  en  raisonnant 
comme  nous  venons  de  le  faire,  nous  prouverons,  en  premier  lieu,  que  les  équa- 
tions de  l'Hydrodj'namique  doivent  être  vérifiées  en  tous  les  points  de  ce  fluide; 
en  second  lieu,  que  l'on  a,  en  toute  modification  virtuelle  du  fluide  2, 

( 54  bis)     dlDgf  —  Ed-r^f-j-  d(Bit  •+■  ^^vt 

=  —  j\  [H,  cos(N,  a?)  — /?«]  *^î-+-  [n,  cos(N,  y)  —  Pyt]  d/t 

4- [H,  cos(N,  5)  — />„]  d^,  { <iS. 

Dès  lors,  en  vertu  des  égalités  (48),  (5o),  (53),  (54)  et  (54  6/5),  Tégalilé  (5a) 


(*)  Recherches  sur  l'Hydrodynamique,  II*  Partie,  Chapitre  I,  §  2. 
Fac,  de  T.,  2»  S.,  V. 
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devient 


(55)    f\ 


(n,  — bt) cos(N,  x) -4- p„ 


(H,  —  tj)  cos(N,  y)  -I-  pyi  +  /(«',  —  r,  )  +  6 
(H,  — 6t)cos(N,  s  )-+-/>;,  +/{»;—  «',)  +  • 
(H,— ro)cos(N,  a:) -+-/>,!  +  /(«,— H,) +  é 

(II,— ot)cos(N,^) +/>,,  +  /(«•! -«',)  +  « 


^*]  ^-' 


(H,  —  js)  cos( N,  s  )  -h  Pzt  -+-  /( «»'i-  «ï't)  4-  6  "'  ./^^M  d:5,    rfS  =  o. 

Les  six  quantités  ox^^  o^,,  o^i,  oxa,  0^2,  8^2  ^ont  entièrement  arbitraires;  donc, 

en  chaque  point  de  la  surface  S,  lescoefficicnls  qui,  sous  le  signe  /  ,aflectent  ces 

six  quantités,  doivent  être  égaux  à  o.  On  obtient  ainsi  six  équations  qui  doivent 
êlre  vérifiées  en  tout  point  de  la  surface  S.  Au  Heu  de  transcrire  simplement  ces 
six  équations,  nous  allons  leur  donner  une  forme  sj^métriquc. 

Dans  ce  but,  nous  désignerons  par  //<  la  normale  dirigée  vers  Tintérieur  du 
fluide  1  et  par  /I2  la  normale  dirigée  vers  l'intérieur  du  fluide  2;  /I2  coïncidera 
avec  N  et  /i|  sera  opposé  à  N;  en  outre,  nous  aurons  [1*^*^  Partie,  égalités  (48)] 


(56) 


Pxl  =  —  [Vxl  C09(«„  a:)  -+-  Tj,  COS(«„  y)  -H  T^i  C08(/l„  5)], 


Pxt=—  V^xt  cos(/i„  x)  ■+-  r-t  cos(/j„  ^)  4-ryi  cos(/j„  z)]. 


(57) 


Dès  lors,  nos  six  équations  pourront  s'écrire 


(11,-+- Vjp,  —  cy)C0S(/l,,^)  -hZzi  COS («,,/)  -f-Tyi  cos(/îi,  5) 


=(^ 


• 


Tji  cos{n,,x)  -+-  (n,  -H  V,.,  — ct)cos(/i,,  y)  +  -xi  cos{n„z)  =  (/  + 


=  {^ 


|rT)<«' 
^)(c'. 


"1), 


-^th 


Tyi  COS(/l„  œ)  -h  Tari  COS(w„  j)  -f-  (II,  -+-  V-,  —  m)  C0S(/J„  z)  —  (/~h  JJJT)  (*»'i—  w,). 


(H,  -f-  Vxj  —  CT)  C0S(/2j,  ^)  -h  T-,  COS(  /l„  /)  4-  Tj2  C0S(«2,  5  ) 


=(/ 


T-,  C08(/î„  j:-)  ■+-  (n,-4-  Vj.,-.  W)  C08(  Wj,  y)  -+-  Tor,  C0S(  W„  5)  =  (/-f- 


=(/ 


r' 


—  «i). 


--«'.), 


Ty,cos(rt„a:)  +  rx,cos(n„7)  +- (11.+ v^,— cj)cos(«i,3)  =  f/-+-  j-j-j-j(tv,_  ,p,). 
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A  ces  égalités  il  faut  joindre  la  condition  (4o)  qui  peut  s'écrire  indifféremment 
sous  Tune  des  deux  formes 

(L^o  bis) 

(  (w,—  W|)cos(/i„a?)  -+-  (r, —  <^)cos(/ii,  y)  -t- (i»^,— iï^i)  cos(/i„^)  =  o. 

De  ces  égalités  tirons  quelques  conséquences. 
Si  nous  remarquons  que 

C0S(/*i,  a:)  -+-  cos(/i2,  x)  =  0, 
cos(/ii,  y)  -h  cos(/i„  y)  =  o, 

C0S(/l|,    5)  H-  C0S(/2j,  5)  =0 

et  si  nous  tenons  compte  des  égalités  (56),  nous  voyons  que  les  égalités  (67) 
donnent 

[   /'ar|-H/>xi=(n,  — II,)C0S(/ii,  x), 

(58)  J  />ri-i-/>yj  =  (IIj  — II,)cos(/i„y), 

'  />zi-*-/>5î  =  (ni  — n,)cos(/i,,  5). 

Le  vecteur pi^  dont  les  composantes  sont  px^ 9  Py\y  Pzh-i  et  le  vecteur  p^^  dont 
les  composantes  sont  /?x2j  Pyit  Pzn^  ont  une  résultante  dirigée  suivant  la  nor- 
male /i|  et  ayant  pour  grandeur  (III  —  Ils)  ;  le  plan  de  ces  deux  vecteurs  est 
donc  normal  à  la  surface  S. 

Ce  plan  est  facile  à  déterminer. 

Multiplions  respectivement  les  trois  premières  égalités  (5^)  par  cos(5,  x)^ 
cos(5,  j^),  cos(5,  -5);  ajoutons  membre  à  membre  les  résultats  obtenus;  observons 
que  Ton  a 

cos(/i|,^)cos(5,  ^)  H-  cos(/ii,  /)  cos(5,  v)  -hcos(/i,,5)cos(5,  ;;)  =  0 
et 

(W|—  M,)C0S(5,  d?)  -f-  (i'i  — t',)  C0S(5,  7)  4-  (»»'i—  "',)  C0S(5,  5)  =  0. 

Nous  trouvons  la  première  égalité 

(   /»*lC0S(5,a:)-h/^j„C0S(5,  j)-f-/?.,  COS(5,5)=iO, 
(  Pxl  C0S(5,  o:)  4-/?y5  C0S(5,  y)  -h/?-j  C0S(5,  «)  =  o. 

La  seconde  se  démontre  d'une  manière  analogue. 

Le  plan  des  deux  vecteurs  /?i,  />2  est  le  plan  normal  à  la  surface  S,  mené 
par  la  vitesse  relative  /'  dont  (wi  *—  u^),  {v\  —  i'a),  (i^i  —  «'a)  sont  les  compo- 
santes. 


f.rc>n'"rr>  égalités  (5;)  par  cos(r,  x), 
„„►.•■  h  wtMiibre  en  observant  que 

.  .,>    .^i'^4-cos(/4,,  ^)cos(/*,  ;;)  =  o, 
Mi^  7,.v)H-(w',—  ir,)cos(r,  ;;)  =  /■'. 


:»! 


,J 


..  :.,,ros(r,;;)=— 6(/-',CT)-p-j-  —//•', 


/»•,  C0S(/',5)  = 


..' 


«('•'.'')-pi- +/'•'. 


...  ...,.  s"  pnMiîicr  lieu,  que  tes  vecteurs  p^^  p^  ont,  sur 

i.v    ^^tli's  et  (/('rcctrmrftt  opposées, 

^    .-.itj'lo  *los  iné^alilés  (/\iV)  cl  (53),  ou  voit  que  la  pro- 

X  ./.  KW'U'ur  p^  est  dirigée  comme  la  vitesse  relative  r^ , 

,    ,€  t\'ctt'ur  /f'2  ('"ii  dirigée  en  sens  contraire, 

X,  .:c  vïj">  l\'X|)rossiou  de  ©,  est  (acile  à  déterminer.  Mul- 

u    ,vx  .\;alilé>  ^T);)  par  cos(/4,,  .r),  la  seconde  par  cos(/i,,  j'), 

^  X    f     v\  »'*  HJi)iilt)ns  nicuibre  à  membre  les  résultats  obtenus 

il    :.4  pivniiérc  condilion  (.{<>  bis)\  nous  trouvons  la  première 

^x  U.  ;'»:0OS^/*„.'-)  — /V4<^^S(/i„    V)  _y>.,cOS(//j,  z). 

,,    K  »v^'»l»v  do  même. 

....    •»  S    -Us-nt  en  reiratichant  de  la  pression  II,  la  projection  du 
..    i  -'wm/i'  "!•'  ^'''  ^^'^-^  <-"  retranchant  de  la  pression   Il.j  la 
,    ,;,     XX..:»'  /•;  w//'  t(t  normale  n-^. 


\,      /V,^rosi/*M.r)-+-/Vi^<^sU'i.J')-^y>ciCos(//i,  z) 
Ux  xoolour />,  sur  la  normale  /i,  cl 

.»  »n  Aw  \oclo.n'/*a  î*"*'  '^  normale  n^.  Les  égalités  (6i)  deviendront 


^       «v^ 


llï—  C3— /^« 


l> 


II 


^--Pm 
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Cl  les  égaillés  (37)  pourronl  s'écrire  : 


(57  bis) 


/^;,,COS(/Ji,   z)—/):,i=(f-r-  -_)(i|.,_iï.,), 


^,I8C0S(/^J,  X)— />j:, 


/>,ilCOS(/i„y)  — />yj 


6 


6 


("î— "1), 


(<'2  —   «'1)» 


;    />«îCOS(/iî,    -)— /^sï^(/H-  -T-p-rj(«',  — t^,). 


Les  auxiliaires  III,  IT^,  m  sonl  éliminées  des  condilions  aux  limiles  mises  sous 
celle  forme. 

Tous  ces  lliéorènies  n'onl  de  sens  qu'au lanl  que  la  vilesse  relative  z*'  est  diffé- 
rente de  0.  Or  il  peut  arriver  que  celte  supposition  implique  contradiction;  nous 
allons  en  donner  un  exemple. 

J>a  fonction  ©(pi,  025  T, /•',  m),  qui  csl  toujours  négative,  selon  l'inégalité  (53), 
peut  dépendre  de  /*';  supposons,  ce  qui  paraît  conformé  à  tous  les  enseignements 
de  l'expérience,  qu'elle  soit  indépendante  de  /■',  ou  bien  que  sa  valeur  absolue 
croisse  en  même  temps  que  la  valeur  absolue  de  /•';  si  nous  posons 


6(0,,  Pi,  T,  o,  xs)  =  r(p',  P2,  T,  GJ), 


nous  aurons 


(62) 


^(pi,  ps,  T,  /•',  CT)  i  r(p,,  Pj,  t,  xs). 


En  vertu  des  inégalités  (4(i  Ois)  et  (5.]),  le  second  membre  de  chacune  des  éga- 
lités (60)  a  une  valeur  absolue  qui  ne  peut  élre  inférieure  à  — l^(pij  o-i/l?  ^)- 
Dès  lors,  les  égalités  (60)  nous  donnent  la  proposition  suivante  : 

67  la  valeur  absolue  commune  des  projections  des  deux  vecteurs  yy<,  /?2  sur 
la  sur/ace  S  est  inférieure  à  —  r(pi,  pai  1  >  ^))  '«  vitesse  relative  /^  des  deux 
fluides  le  long  de  la  surface  S  ne  peut  difl'érer  de  o;  'les  deux  fluides  sont 
alors  soudés  le  long  de  cette  surface. 

On  est  assuré,  en  particulier,  que  les  deux  fluides  demeurent  sans  cesse 
soudés  l'un  à  l'autre  le  long  de  leur  surface  de  contact  lorsqu'on  suppose  nulle 
la  viscosité  intrinsèque  de  chacun  d'eux  sans  supposer  nul  le  frottement  au 
contact. 
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Dans  ce  cas,  en  eiïiet,  les  deux  vecleurs/7|,  pi  sont  identiquemenl  nuls;  leurs 
projections  sur  la  surface  S  sont  donc  inférieures  à  —  r(|0|,  02,  T,  ro). 

//  en  est  encore  de  même  si  Von  suppose  nul  le  frottement,  mais  non  la 
viscosité,  au  contact  des  deux  fluides  sans  viscosité  intrinsèque  : 

^  =  0,        /<o. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  si  les  deux  fluides  u^étaienlpas  soudés  Tun  à  l'autre,  on 
pourrait  écrire  les  égalités  (67)  réduites  à 

/  (ni  —  fij)cos(/i„a:)=:/(w,-.|/,),         (n,--î;y)cos(/i„a:);=r/(w,  — 1/1), 

(63)  I  (II,  — fij)cos(/ii,7)=/(r,  —  r,),        (Hi— w)  cos(/i„  7)  =/(r,  —  *>,), 
'  (IIi  — By)cos(/i,,  5)=r/(ii/,  — iv,),         (n,— bt)cos(/i„  5)  =/(«',— irj). 

Multiplions  respectivement  les  trois  premières  égalités  (67)  par  C08(r,  jc), 
cos(r,  j^),  cos(/',  3),  et  ajoutons-les  membre  a  membre;  nous  trouvons 

//•'iizo         ou         r':=zo, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énonce. 

Donc,  deux  fluides  sans  viscosité  intrinsèque  sont  forcément  soudés  Van 
à  Vautre  le  long  de  la  surface  de  contact,  à  moins  que  la  viscosité  de  contact 
et  le  frottement  de  contact  ne  soient  nuls  tous  deux. 

Supposons  maintenant  que  Tun  des  deux  fluides,  le  fluide  1,  soit  dénué  de 
viscosité  intérieure,  tandis  que  le  fluide  2  est  visqueux.  Le  vecteur />|  sera  encore 
nul,  tandis  que  le  vecteur/?,  sera,  en  général,  diflerent  de  o. 

En  répétant  les  raisonnements  précédents,  nous  démontrerons  encore  les  pro- 
positions suivantes  : 

Si  deux  fluides,  dont  Vun  na  aucune  viscosité  intérieure^  sont  en  contact , 
ils  sont  soudés  le  long  de  la  surface  de  contact,  à  moins  que  la  viscosité  de 
contact  et  le  frottement  de  contact  ne  soient  nuls  tous  deux. 

Comment  faut-il  modifier  les  conditions  aux  limites  dans  le  cas  où  le  glisse- 
ment des  deux  fluides  Tun  sur  Tautre  est  une  impossibilité? 

En  tout  point  de  la  surface  d'adhérence  des  deux  fluides,  nous  devons  écrire 
r'sz  o,  ce  qui,  joint  aux  égalités  (4o  bis),  équivaut  ù 

(64)  f/j— w,  — o,         i',— <♦,  — o,         irj|— -ir,  =  Oé 

Si  nous  ne  regardions  pas  l'adhérence  des  deux  fluides  comme  constituant  une 
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nouvelle  liaison  qui  entraîne,  en  même  temps  que  les  égalités  (64);  les  conditions 

(65)  dx^ — 5j"i=:o,         ày^ — ôjjzro,         àSf — Ô5,r=o, 
nous  devrions  faire  simplement 

(66)  /=o,       e  =  o, 

sans  apporter  dans  nos  équations  aucune  autre  modification. 

Suivons  les  conséquences  de  celte  manière  de  voir. 

Si  on  Tadopte,  on  doit  encore  écrire  les  équations  (5^),  mais  à  la  condition  de 
remplacer  par  o  tous  les  seconds  membres,  ce  qui  donnera 

1    (II,  — ct)C0S(/1,,J:-)=z/>^„  (n,-~BT)C0S(/l„a:)=/?ari, 

(67)  j  (lï,— Bj)cos(/i„y)— /?vi,        (II,— Bj)cos(n„  r)  =  /?^.„ 

(    (II,  — Bj)COS(/li,  5)=/?-,,  (II,— CJ)C08(/1„   5)=/?,,. 

Soit  d  une  direction  quelconque  tangente  à  la  surface  S;  multiplions  respec- 
tivement les  trois  premières  équations  (67)  par  cos(rf,  a:),  cos(rf,j/'),  cos(e/,  5)> 
et  ajoutons-les  membre  à  membre  en  observant  que 

cos(/?,,^),cos(e/,  J?)  -h  cos(/i,,j)cos(f/,/)  ■+-  C0S(/l,,  Jt)C0S(c/|5)  r=o; 

nous  trouvons  la  première  des  égalités 

(  PxiCOs{d,a:)'{'PyiCOS{d,y)-hp,iCOs{d,z)z=o, 

(68)  j 

(  Pxi^os(d,x)  -^Pyt  cos{d,y)  -i-  />siC0s(c/,  5)  =  0. 

La  seconde  se  démontre  d'une  manière  analogue. 

Ces  deux  égalités  entraînent  la  conséquence  suivante  : 

Lorsque  deux  /laides  sont  soudés  Vun  à  Vautre  le  long  de  la  surface  S, 
les  deux  vecteurs  px^  p^  sont  normaux  en  chaque  point  à  la  surface  S. 

Soit/>i  la  valeur  du  premier  vecteur,  comptée  positivement  suivant  la  nor- 
male /i,  ;  soit /7a  la  valeur  du  second  vecteur,  comptée  positivement  selon  la  nor- 
male /I2;  nous  aurons 

Pxi  cos(/i„  x)  4-/?y,  cos(/i„7)  -h/?8,  cos(/i„  5)  =pu 

/>arî  C0S(/l„  a:)  4- />y,  C0S(/?„7) -h/?„  C0S(/4„  5)  = /»,. 

Ces  égalités,  jointes  aux  égalités  (61),  nous  montrent  que  lorsque  les  deux 
fluides  sont  soudés  Vun  à  t autre  le  long  de  la  surface  S,  on  a  les  deux  éga- 
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lilés 

(69)  ïl|    -m      /^         ITj— n;T-^/>j, 

cl^où  ron  tire  la  troisième  égalité 

(70)  n,  —  n, =/?,  —  />,. 

Supposons  maintenant,  à  l'imitation  de  ce  (|ui  a  été  dit  au  Chapitre  I,  §  2,  qu^au 
lieu  d'admettre,  tout  le  long  de  la  surface  d'adhérence,  les  égalités  (fi4)  sans  ad- 
mettre les  conditions  (05),  nous  regardions  celte  adhérence  comme  constituant  une 
nouvelle  liaison  qui  impose  aux  modiflcalions  virtuelles,  en  tout  point  de  la  surface 
d'adhérence,  les  conditions  (r)5).  Nous  devrons  encore  j)oser,  dans  nos  Torninles, 

(66)  /  =  o,        6  =  0. 

Dès  lors,  l'égalité  (5i)  devra  avoir  lieu,  non  plus  pour  toutes  les  modifications 
virtuelles  qui  respectent  la  condition  (38),  mais  seulement  pour  toutes  les  modi- 
flcations  virtuelles  qui  resj)eclent  les  trois  conditions  (65).  Il  devra  exister  trois 
fonctions  rn^,  ro^,  nr^,  variahles  d'une  manière  continue  le  long  de  la  surface  de 
contact,  telles  que  Tégalité 

(  52  bis)  d^ex  —  E  dx^i  -h  ^/^i  i  -+-  (f(r^,^  -\-  fi(E^i 

-h  ciGei  —  E  ôféf  2  H-  e/G/j  -h  (l(^^i  •+-  da^i 

—  I  [gtx(Ô'"i—  o.r-i)  -i-  TfJyiôy^  —  o)',  )  -i-GT;(6w,  —  o^j)lr/S  =  o 

ait  lieu  quelle  que  soit  la  modification  virtuelle  imposée  aux  corps  1  el  2. 

Nous  n'avons  pas  fait  figurer  dans  celte  égalité  les  quantités  rfÇ»^  et  t/Çj^,  qui 
sont  nulles  en  vertu  des  égalités  (6(3). 

La  substitution  de  l'égalité  (5';i  bis)  à  l'égalité  (5-*)  transforme  l'égalité  (55)  en 

(55W.)     /l      [n.cos(N,.).-r,,+  ;,,.]ô.,  +  [Il.co.(N.v)-.,4-/,,.]ôv. 

-h[lIlCOS(N,   -)  — CJ5  4-/^*1  ]Ô-5, 

—  [n,  cos(N,  a.)  —  TSjc^Pxi]  àxi—  [II,  cos(N,  /)  —  isy^pyt]  ô^, 

—  [n, cos(N,  ^)  —  cj. 4- pzt ]àz^\dS=o. 

Cette  égalité  entraîne,  en  tout  point  de  la  surface  d'adhérence,  les  égalités 

/  n,  cos(/2|,  .r) -hTn^  =  /^xM         lliCos{ni,,r)  —  JS3jc=Pxty 

(71)  \      n,COS(//,,y)    -i-CTj.=  /^yl,  lïiCOS(n^,    j)    "    U5y~Pyt, 

n,  C0S(/2|,   z)  -i-TMJz=^Pzli  njC0S(/J2,    Z)  —ÎSz  =  Pzf 
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Ces  égalités  (71)  ontencore  pour  conséquence  les  relations  (58)  et  le  théorème 
qui  les  traduit. 

On  voit  en  outre  que  si  l'on  désigne  par  /  une  direction  qnelcon(|ue  tangente 
à  la  surface  d'adhérence,  on  lire  des  égalités  (71)  les  égalités 

(72)  PxiGOS{t,a:)-hpyiCOs(t,y)  -+-/>=,  C0S(^,  z) 

—  — /?*îCos(/,  x)  ~PytCos{l,y)  —pzt  cos(/,  z) 

=        XSfx  COS(^,  X)  -^TSy  COS(^,  j)  -4-  BJ-  C0S(^,  z). 

Le  vecteur  (pxtj  /^ytj  fzt)  ^t  le  vecteur  (pxai  Px^t  Pzi)  ont  encore,  sur  la 
surface  de  contact  des  deux  fluides,  des  projections  égales  et  directement 
opposées. 


§3.   —  Conditions  vérifiéks  a  la  surface  de  contact  d'un  solide 


ET  d'un  fluide. 


Nous  imaginerons  maintenant  que  le  corps  1  continue  à  être  un  fluide,  miiis 
que  le  corps  2  soit  un  solide  invariable  et  isotrope. 

Le  déplacement  virtuel  le  plus  général  de  ce  solide  consistera  en  trois  rota- 
tions 8X,  8[JL,  8v  autour  des  axes  Ox^  Oy^  O5,  et  en  trois  translations  8Ç,  8ri,  3Ç 
suivant  ces  trois  axes.  Les  composantes  ùX2^  8^2?  ^^2  du  déplacement  virtuel  le 
plus  général  d'un  point  ^27^2?  ^a  de  ce  solide  seront 

(78)  I  d/,  =:  (îrî  —  jf, ôv  -h5,dX, 

[  3s j  ==  5Ç  —  J'î  ôX  -4-  J7,5fx. 

Les  composantes  de  la  vitesse  du  même  point  seront 

(74)  l^t  i=Yî'  — ^;,v'h-5,X', 

Par  des  calculs  connus,  on  mettra  dtôei  et  é/G/a  sous  les  formes 

(75)  ^S„  =  X  d| -h  Y  a-o  4- Z  ÔC  -h  L  iX -f-  M  i/xH- N  iv, 

(76)  rfc,-, = Jr  ô|  -h  jj.  itî  -4-  Jz  3ç  -h  J/  ôx  -h  j;„a/x  4-  j^  av, 

tandis  que,  le  corps  considéré  étant  un  solide  invariable,  l'on  aura 

(  77  )  àj  J j  HZ  O,  d^vi  =  O,  ^Sçj  ^::  0. 

AV7C.  ^fe  7 .,  :>/  S..  V.  8 


>>  p.  nriiEM. 

l>s  \aleurs  ^70),  (7()),  (77)  devroiU  <îlre  reporlées  dans  l'égalité  (Sa). 

En  raisonnant  comme  nous  Tavons  fait  au  paragraphe  précédent  pour  obtenir 
localité  v^i\  nous  trouverons  i|ue  Ton  a«  en  une  modincation  quelconque  du 
âuide. 


7S^       «/^n—  EotJi  4-</c',, -4-r/(?,.|  =  —  /  ;      llI|COS(/l|,X)— /?xi]ix, 

-+-  [II,  cos(/i„7)  —Pyi]oyt 

H-  [  II,  COS (  /l „  5  )  —  /!„  ]  fc,  ;  €iS, 

s  riani  la  surface  de  contact  du  solide  et  du  lluide  et  /i,  étante  en  chaque  point 
de  cette  surface,  la  demi-normale  diri^ôe  vers  Tintérieur  du  fluide. 

En  vertu  des  égalités  ^73^,  (70),  (76),  (77),  {'^)^  (  i^),  ^^5o)  et  (53),  IVga- 
lit--     )i    pourra  s'écrire 


—  ]  Y  —  J,  —  I  l/^*'î  —  •1^  -^  ^  — — ^  — wcos^/ij,  v)    </S  '  dt; 


-Z-J 


IL— J     —  I      \f L*'î — **  :   J*'î —    *• —  »':     ^î]  —  w[_».CO>    ".•  -    —  r.O*>    »'.«'•         '^1 


«  \ 


«  \ 


<  -ollo  fjjalilé  doit  a\olr  lieu  quels  que  soi'-nl  o;.  ^r.  ZZ.  s/.,  ^-i.  ^*  cl,  -f-T^  c-i'ir-f, 
•ji.<.!>  que  soionU  an\  di\or>  poinls  de  !<«  ^  irTice  S.  ox,,  or,,  or,.  Oii  «  *it«K 


(8i) 
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I®  En  tout  point  de  la  surface  S,  les  trois  égalités 


(80) 


(ni-Cj)C0S(Al„7)-/>^l=:(/-hy-^j(ri  -v^). 


identiques  aux  trois  premières  égalités  (S^); 
2°  Les  six  égalités 

X4-  Jx  -^  r[/( ^^«-  "i)  -^     ^"|Vm  "' ^  —  ^cos(/i|,  ^)J  rfS  —  o, 
> 


qui  peuvent  encore  s'écrire,  en  vertu  des  égalités  (80), 


X  -h  Jor— y  [H,  C0S(/l„  X)  —  />^,]  ^S  = 

Y  -hJr— An,  cos(n„7)— />yi]e«  = 
Z  -h  J-  —  /[niCos(Ai„5)  — /?5,]^S  = 


o, 


o, 


(82) 


L  4- J/  -+- 


/in,[/ 


,cos(/i„  2)  —s,  cos{n^, y)]—  (ytPzi  —  z^Pyi)  \  dS=:o, 


M -h  !;,,+  /  jni[5,  COS(/l,,a:)  — ar,C0S(/l,,5)]  — (5,/>ari  — ^i/?,i)|  d&=0, 
N  H-  J„  -+-/   j  n,  [;r,C0S(/l„  /)  — /f  COS(ai„  x)]—  (  J7,/>j.,  —  J,/?xi)  }  e«  =  o. 


Ces  dernières  équations  feraient  connaître  le  mouvement  du  corps  solide  si 
Ton  connaissait  IIi ,  p^t ,  py.^ ,  p^i . 

Les  équations  (80)  peuvent  être  traitées  comme  les  trois  premières  équa- 
tions (67);  elles  nous  enseignent  que  Von  a,  en  tout  point  de  la  surface  S, 


(83) 


CJ  =  ni— /?,,  COS(/l|,ar)  — />^iC0S(/l,,7)  — />,tC0S(/l„5). 


Elles  nous  montrent,  en  outre,  que  la  projection  du  vecteur  p^  sur  la  sur- 
face S  coïncide  avec  la  direction  r  de  la  vitesse  relative  r'.  Cette  projection 


»x»  F.    DUHEM. 

V|^         ^„oos(r,  x)-h/?^,cos(/-,/)-+-/>.iCOs(r,  :;)=—  ^/-h  __jr'. 

toul  co  (|iio  nous  venons  Je  dire  suppose  que  le  solide  et  le  fluide  ne  sonl  pas 
•.oudo'*  U*  lonfi:  de  leur  su i race  de  conlacl. 

{^ijkws  le  ras  où  Ils  seraient  soudés  en  une  région  de  leur  surface  de  contact  et 
.'ù  iv/Ze*  soudure  ne  serait  pas  regardée  comme  une  liaison  nouvelle  (•),  on 
uuMiï,  en  loul  point  de  celle  région, 

;/,—  f/,r=:0,  Cj—  i-,r=ro,  lï',  —  i^, :=  O,  6  t=z  O,  /==  O. 

On  devrait  donc,  pour  tout  point  de  cette  région,  remplacer  par  o  le  second 
membre  des  égalités  (80)  et,  dans  les  égalités  (8i\  restreindre  les  intégrales  aux 
parties  de  la  surface  de  contact  qui  ne  sont  pas  des  soudures. 

Les  égalités  (82)  resteront  vraies,  même  si  le  solide  et  le  fluide  sont  soudés 
tout  le  long  de  la  surface  de  contact  ou  te  long  dUine  partie  de  cette  surface. 
Mais,  en  tout  point  de  la  surface  S  où  les  deux  corps  sont  soudés  Vun  à 
l'autre,  le  vecteur  px  est  normal  à  la  surface  S;  si  l'on  désigne  par  p^  sa 
i^aleur  comptée  positiv'cment  dans  le  sens  de  la  normale  n^^  on  a,  en  un  tel 
point, 

(85)  Hjz=IIi  — />,. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  cesse  d'être  exact  si  l'on  regarde  la  condition 
imposée  au  fluide  d'adhérer  au  solide  comme  constituant  une  nouvelle 
liaison  (=*).  Dans  ce  cas,  on  doit  avoir,  en  tout  point  de  la  surface  d'adhérence, 
non  seulement  les  égalités 

(64)  w,— £/,  =  0,         (',— r,r=o,         ir,— il-,  =0, 

mais  encore  les  conditions,  imposées  à  tout  déplacement  virtuel, 
(05)  oa,  —  f5xi=o,         d/j  —  dj, zn  o,         ô^,— dj|  =  o. 

Dès  lors,  il  ne  suffit  plus  de  poser,  dans  nos  équations, 

/=ro,         6  =  0. 


(»)  Sur  les  conditions  aux  limites  en  Ifydrodjnamitpte  (Comptes  rendus,  t.  CXXXIV, 
p.  1  jy;  viojaii>ier  kjo-^, ). 

(  2  )  Sur  r  extension  du  théorème  de  La  grange  aux  liquides  visqueux  (Comptes  rendus, 
t.  CWXIV,  |).  38o;  10  mars  ujoj). 
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Il  faiil  encore  remplacer  régalilé  (32)  par  régalité  (02  bis).  L'égalité  (79)  csl 
alors  remplacée  par  Tégalilé 

(86)        /    {  [BJ;e-+-II|C0S(/2,,  j:)— />xi]5xi4-[bJj.  — II|C0S(/l„/)4-/?y,]dyi 

H-[nï5  — n,  cos(/i,,  5)  H-  />-,]Ô5|  \d% 

-  fx  4-  JxH-  Ajx^sI  a?-  [y  -^  Jj.  -h  Çxsyd^\àn  —  Tz  4- J^-f-  fm.^dS  1  âç 

—  L  -h  J/  4-  i  {xjSyZ^—mzyt)d^    ôX  —    M  -4- J,„4-  /  (ct^o:,— Gyj,5,)t/S    ^fx 

—     N  H-  J«  4-  /  (^xj^i  -— Cïy^,)  c/S    ôv  ZIZ  o. 

Celle  égalité  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  S$,  St^,  3Ç,  oX,  8[jl,  ôv  el,  en  outre, 
quels  que  soient  Szi,  0^1,  8;;i  aux  divers  points  de  la  surface  S. 
On  a  donc  : 
1"  En  tout  point  de  la  surface  S,  les  trois  égalités 

(  n,  cos(/i„a?) -+-nïx  =  />xi, 

(87)  i     n,  C0S(/li,7)-hCJj.=/>yl, 

(  n,  cos(/ii,  z)  -+-  m-  =:/?-!, 

identiques  uux  premières  égalités  (71); 
2'^  Les  égalités 


I 


X  4-  Jar  4-   /  CJj;  6/S  :=  o,  Y -^  5y-\-  1  UJydS  =  O,  Z  4-  J5  4-  /  W^  ^S  =  O, 


L  4- J/  4-  /  (cT^^f  —  Gy-7,)rfS  =  o, 
(88)     <  ^ 


\ 


M4- J/,|4-  /  (cj^'^i  —  vSxZt)dS  —O, 
N  4-  J/,  4-  /  («Jx/î  —  WyO?,)  û^S  =  o. 


Cette  seconde  manière  de  voir  est  celle  que  les  considérations  développées  au 
Chapitre  I,  §  2,  nous  présentent  comme  vraisemblable.  Nous  verrons  qu'elle 
s'impose. 


LES  GROUPES   D'ORDRE   16/>, 

p  ÉTANT  UN  NOMBRE  PREMIER  IMPAIR, 
Pau  m.  R.  LE  VAVASSEUR, 

à  Toulouse. 


J'ai  divisé  la  discussion  en  trois  Parties.  Dans  la  première  Partie  (A),  je 
suppose  que  le  groupe  cherché  admet   un  sous-groupe  d'ordre  />,  conjugué  de 

lui-même;  I  étant  ce  sous-groupe,  G  le  groupe  cherché,  je  prends  pour  |^  succes- 
sivement les  i4  groupes  connus  d'ordre  i6  (n°*  2,  3,. . . ,  15).  J'ai  ainsi  25  groupes. 
Pour  savoir  s'ils  sont  distincts,  j'énumère  dans  chacun  d'eux  le  nombre  d'opé- 
rations d'ordre  donné  (n***  16,  17, . . . ,  40). 

Dans  la  deuxième  Partie  (B),  j'arrive  au  cas  où  il  n')'  a  pas  dans  le  groupe 
cherché  de  sous-groupe  d'ordre  p  conjugué  de  lui-même,  mais  où  il  y  a  un 
sous-groupe  d*ordre  i6,  conjugué  de  lui-même  (n"*  41,  42, . . . ,  56). 

Dans  la  troisième  Partie  (G),  j'envisage  le  cas  où  le  groupe  cherché  d'ordre 
i6  p  n'admet  ni  sous-groupe  d'ordre  p  conjugué  de  lui-même,  ni  sous-groupe 
d'ordre  i6  conjugué  de  lui-même  (n*^*  57,  58,. . . ,  67). 

A  la  fîn  est  un  Tableau  résumant  les  résultats  obtenus. 

1.  Le  groupe  cherché  a  au  moins  un  sous-groupe  d'ordre  />. 

L'égalité 

i6/>=/?m(i  -^hp)     (*) 
donne 

i6  :=!  m{/ip  -+- 1), 

Donc,  pour/>  >  7,  le  groupe  admet  un  sous-groupe  tl'ordrc/>  conjugué  de  lui- 
même. 

Pour  ^  =  7,  on  peut  supposer  h=  1 ,  m  =  2. 
Pour  p  =:z  0^  »  A  =  3,  m  =  I . 

I^our  />  =  3,  »  A  =  i ,  m  =  4  o"  A  =  5,  m  =  I . 

(')   Fot>  §  21,  p.   18  de   mon  Mémoire  sur  VÉ numération  des  groupes  d'opérations^ 
f'dilé  chez  Hermann,  8,  rue  de  la  Sorbonne,  ou  chez  Privât  (Toulouse). 
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i.    \:.  Nous  supposerons  d'abord  que  le  groupe  admet  ud  sous-groupe  d'ordre /> 
co-ijasué  de  lui-même. 

p 

I.  Ce  sous-groupe  T  étanl  d'ordre />,  ~  est  du  iype  Gia  (*).  On  a 

«^•=:^p— I,        ba^izab^        avec        «*•===!         (mod/>). 
Si  a  =  I ,  on  a 

Si  a  appartient  à  Texposanl  2,  Je  groupe  sera  désigné  par  G}^  , 

4,  »  Gî,^, 

''  8,  »  GJ,^, 


» 


>^>  >^  g;,.. 


3.  II.  Y  ^^^  ^"  OP^  G8G2  : 

On  a 

puis 

ca^^ac'^y         a'=i         (modp), 

r6  .—  bc^y        (3*  =  I         (  niod  /?  ). 

(1  ).  a=  p=  I  donne 

(isGsGp  =  <i8,,G,=  G,;,Gr. 

(2).   Soit  f5  =  I,  a  pz^  I. 

Si  a  appartient  à  l'exposant  2  (mod/>),  on  a  GJ   Gj  | 

»  4       »  »     G'^^Ga  I  (-). 

»  8        »  »      Gj[  Gj  I 

(3).   Soita  =  i,[îr=  —  i,onaG2^Gg. 
(4).   Soit  ji=  —  I,  ap::^  I . 

Si  a  =  —  I,  eu  =:^  ac~^  ^  cb  :=  ^c~',  cab  =  ac'^b  =  abc. 
On  peut  poser  ab  =^  «'. 
On  retrouvera  (ij    G|. 
Si  y.  appartient  à  l'exposant  4  (mod/>)  on  a  le  groupe  GJ,     : 

«•  =  6-  jz=  c''  =^  I ,         ab  Tzz  ba,         ca  =z  ac'^y         cb  =.  bc^ 
[x  apparlicMit  à  rexposanl  \  (mod/?)]. 
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Si  a  appartient  à  l'exposant  8  (mod/?),  a'  appartient  à  Texposant  2  (mod/?)  : 

ca^z=za^c~\         cb  ^=:  bc~\         ca^  b  :=a^bc. 
Posons  a*  6  =  6',  on  retrouve  G'   Go. 

C 
i.  III.  p  est  du  type  (G^)^  : 

{a''=b"*  =  ï,  a'b'^b'a'). 
On  a 

a*  =1  b^  z=L  cP  =1  \  ^         ab=z  ba,         ca  =  «c*,         r/y  t=:  6c?, 

avec 

a^=(3*~i         (mo(l/>). 

(  I  ).   a  =  [3  =  I  donne 

(2).   a  =  I,  jî  ^  I  donne 

(i!;,(n    et    G,%Gv    (M- 

(3).  a  =  -.,(3^i. 

Soit  ca  =  ac~* ,  c6  =  6c"  * ,  alors  cab  =•  abc. 

Posons  ab  =  //,  on  retrouve  G 'G». 

SI  {3  appartient  à  Texposant  4  (mod/?) 

ca^zac^,         cb^=zb*c-^; 
donc 

cab^^=z  ab^c. 

Posons  ab^=a'^  on  retrouve  Gj*   G4. 

(4).  a  et  ^  appartiennent  tous  deux  à  l'exposant  4  (n)od/>). 
Alors  a  et  p  sont  racines  de  la  congruence  ^^+1  ^  o  (mod/>). 
Si  l'on  suppose  a  =  p,  on  a 

ca}  =  a*  c*',         c6  =  bc^y         ca'  b=za^c'^'b=:  a^  bt\ 

Posons  a' 6  ==  6',  on  retrouve  G';;^G4. 
Si  a  est  différent  de  [i,  on  a 

a(3  =  i         (mod/?), 
ca  zz:  ac*,         c6  =  6cP,         ca6  =  ac*  6  =  abc'^P  m  a^c. 

On  retrouve  encore  G*f   G». 


(  '  )  Loc,  cit.,  Chap.  V. 

Fac.  de  T,,  a-  S.,  V.  C) 
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>;.  IV.  j^  =0,(02)-  : 

a''—:b*z=ic-=zdP—:i,         ab=^ba,         ac=:ca,         bc  =  cb^ 

da=znd^  avec  a*i-i  {modp), 
db^^bd^  avec  (3' -  i  (mod/>), 
dc=zcd^        avec         y'?^i         (mo(J/>). 

(  I  ).   a  =  [3  =  Y  =  I ,  oïl  a 

(a).    |3=rY=i,  a^i,ona 

(3).   a=^  =  i,Y  =  —  I  donne 

GÎ,,GiGs. 

(4).    ^  =  Y  =  — 'î  db  =  bd-*,  dc  =  cd-*]  donc 

dbc  =;  bcd. 

On  pourra  donc  toujours  supposer  p  =  i . 

(5).    jî  =  i,  Y  =  — I,  a^^i. 

Si  a  =  —  I ,  da^=  ad' *,  dc  =  cd~ ' ,  dac  =  acd. 

Posant  ac=^a\  on  retrouve  O^   OiO^. 

Si  a  appartient  à  l^exposant  4  (mod/?),  a^c  est  permutable  avec  d. 

On  pourra  prendre  a^c  =  c'  di  la  place  de  c  comme  opération  généra Irice. 

On  trouve  GJ^(G2)^. 

6.  V.  ^=(0,)*: 

a^=b^—c^z=d*—ef=i, 

ab  — -  ba,         ac  =r  ca,         aé/  m  da, 
bc  =r  c/^,         W  =  dbf         cd  =  de, 

ea  =  ae^,       eb  =  be?,       ec  =  ccY,        t'i/  =  de^%       a'  =:  {3'  ==  y'^  â'^  i      ( mod  p). 

En  transformant  e  par  toutes  les  opérations  du  groupe  d^ordre  i6,  on  trouve 
comme  exposants  de  l'opéra  lion  transformée  : 

a,     ;3,     y,     ô,     «3.     ay,     ao,     ^y,     (3ô,     yo,     j3y6,     yôx,     ôa^,     «Jây,      a|3yo. 
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Si  a=:fi  =  Y  =  S=i,  tous  ces  exposants  sont  égaux  à  i . 
Si  5  =  —  I ,  a  =  p  ==  Y  =  1 ,  on  trouve 

1 ,     1 ,     1 ,     —  I ,     I ,     I ,     —  I ,     I ,     —  I ,     -  -  I ,     —  I ,     —  I ,     —  I ,     I ,     —  I . 

Siv=S  =  —  I,  a  =  P  =  i,  on  trouve 

I,     I,     — I,     — I,      I,     — I,     — I,     — r,     —  I,     I,      I,      I,     — I,     — I,      I. 


Siar=i,  |3c=^v=:0:rr  — I,  on  trouve 


I,    —I,    —I,    —I,    —I,    —I,    —I,     I,     I,    I,    —I,     I,     I,     I,    — I 


Sia=p  =  Y  =  o  =  —  i,on  trouve 


I,     —I,     —I,     —I,     I,      I,     1,     1,      I,     I,     —I,     —I,     —I,     —I,      I 


On  n^obtient  donc  que  les  deux  groupes  suivants  : 


(G,)K;^^G,;,(G0'        et        GJ^(G,)'. 


7.  VI.  ^  =  GlGo(').  On  a 

da^=zad^        avec        ol^^==\         (mod/>), 
db  =  bci^        avec        (3'=i         (mod/>), 

dc^=icd^         avec         y'=i         (mod/?); 

mais 

dab  —  abd^^,         dba^  —  ba^d^'^. 

Donc,  puisque  ab  =  ba^,  on  a 

a*==i         {moCip). 

(1).   a=^  =  Y=i  donne  GJG2G;,=  GJGap  (*). 
(2).   a  =  — I,  p  =  y=i  donne  GÎ^G2(-). 
(3).   a  =  i,  p  =  —  i,Y=i  donne  GJ^Gj  C-^). 
(4).   a  =  P  =  I,  Y  =  —  '  donne  GJGJ^. 

(*)  Loc,  cit. y  Chap.  IV. 
(«)  Loc,  cit.,  Chap.  Vllf. 
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(  5  ).   a  :=ir  I ,  |3  1=  Y  =  —  I ,  dlfc  =  bcd.  Posons  bc  =^  b'  \  on  trouve 

a'*==  ^''=c*z=:  I,         ab'-ib'a}y         ac^=ca,         b'c:=cb\ 
da  =  ad,         db'—  b'd,         de  =  cdK 

On  relombc  sur  («IG'    . 

(6).   ^  =  1 ,  Y  =:  a  ==  —  I  ;  dac  =  acd.  Posons  ac  =  a';  il  vient 

n'^=i  b^z=zc^  =  d^^=zi,         a'b^=^ba^y         a' e  r=i  ea\         bc-=zcb^ 
da'=a'  d,        db  =  bd,         de  —  ed'K 

On  retrouve  G^G^,^,. 

(  ^).  Y  =  1 ,  2t  =  [3  =  —  1 ,  dab  =  abd.  Posons  ab  ^=^  b']  on  a 

a^—b'-—e^:=zd^=i,         ab'—b'a\         ae-ca,         b'c  =  cb\ 

da  =:  ad-^,         db'  z^  b'd,         de  z=  cd. 

On  retrouve  GJ^Gj  [voir  (2),  même  numéro]. 
(8).  a=  ^  =  Y=  —  I .  Posons  «6=  b'\  on  a 

a^—b'*'=c^  —  d^=:\,         ab'=zb'a\         ae  —  ea,         b'e  —  cb\ 
da  —  ad'\         db'zzzb'd,        de=:cd-\ 

On  retrouve  GJG*    [voir  (6)]. 


8.  VIL  ~n=GJG2  : 

a'*zzz  b^=  e^=-d''z=:i,         a'—-b^,         ab  ^=  ba*,         ac:rrea,         bc=ich^ 


mais 


f    I, 

a-—  />% 

ao      oa*, 

ac  —  ea. 

da  —  ad^ 

avec 

(X>-1\ 

(mod/;), 

db  -  bd? 

avec 

P^--' 

(mo(J/>), 

de  —  ed^ 

avec 

f      ^ 

(mod/?), 

dab  — 

abd*?, 

dba^  —  ba^ 

-  é/*'?. 

Comme  ab  =  6a',  on  a 

a*=i         (mody>), 

a^  est  permutable  avec  d,  donc  aussi  b^=^  a^]  et  par  suite  ou  a 

P'==i         (mod/>). 

On  peut  toujours  supposer  a  =  i,  car  si  Ton  a  a  =  —  i,  ^  =  i,  on  peut  per- 
muter a  et  6  (on  a  6a  =  ab^). 
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Si  a  =  —  1 ,  3  =:  —  I ,  dah  =  abt{\  on  peut  poser  ab  =  «',  car  a'  b  =  ba'^, 

(i).   a  =  ^  =  Y=i  donne  GJGaG^  =  G^ Cio;,. 

(2).  a  =  Y=  I,  ,3  =  --  I  donne  GJ^G^  (*). 

(3).  a  =  fi=i,Y  =  —  I  donne  GJG*,^. 

(4).   a=i,3  =  Y  =  —  I,  dbc  =  bcd. 

Posons  bc  =^  b']  on  a 

«*=^'*=:c«=t/''— I,         a'=b'^,         ab'  =  b'a\         ac-ica,         b' c  -  vb\ 

ad  z=z  da,         db'  =z  b' r/,         de  —  cd^K 

On  retrouve  GJG^^,. 

9.  VIII.  ^  =  G;,  : 

On  a 

a^:=z  b^=zcP=:if         ab^=iba^; 
puis 


Mais,  d'une  part 
d'autre  part 
d'où  Ton  déduit 


ca      ac^ 

avec        «•— 1 

(mod/?), 

cb       bc^ 

avec        P"— I 

cab  —  abc*^, 
cba^zizba^c^'^. 

{moûp). 

a*=i         (mod/>) 


(  I  ).   a=  ^  =  I  donne  G]eGp. 
(2).    3  =  I ,  a  ^  I ,  on  a 

a'  z=  /?*  rz  c''  =:  I ,         a^  =  ^a*,         ca  -=-.  «c*,         c^  =  bc. 
Si  a  appartient  à  l'exposant  2  (mod/?),  on  aura  le  groupe  G^^^. 

»  4  »  GJfl^. 

(3).  a  =  +  i,  p  =  — I. 

a'=  ^*=c''=:  I,        abzizba^y        ca:=.ac^        cb:=bc~^ 

définissent  GJ^.. 

(4).   P  =  -.,ap^.. 

(  »  )  Loc.  c*^.,  Chap.  VIII. 
(«)  Z.OC.  c^^.,  Chap.  VI, 
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Si  a  "=  —  I,  on  a 


ca  =:  ac~^f 


cb  —  bc~^         (Jonc         cab  ^z  abc. 


On  pourra  poser  ab^=a' \  alors,  comme  a6  =  6a',  a'^=  a®,  «'•=  r, 


a'b.-.ab^—ba^b,         a''— a' 


a'^^za^b        donc         a'b=zba'*. 


On  relrouve  GJ^^. 
Les  formules 


rt"  1=  6-—  C/^zi:  I 


a6  ^r.  ba^f         ca  — -  ac^, 


cb  =  bc'\ 


où  a  appartient  à  Texposanl  4  ('«od/p),  définissent  G'^^. 

Je  rappelle,  pour  la  clarté  de  ce  qui  précède,  le  Tableau  suivant  des  opérations 

deG;„('). 


8 

a 

aoL 

ab 
y} 

aboL 

1 

4 

a 

a» 

ba 

1 

Cf. 

2    1 

7} 

a» 

b 

a» 

a» 

a« 

10.  IX.  J  =  g;,: 


a-'-'b'^ 

—  c*- 

ï» 

ûr6       bac'^ 

ac      ca,         i 

'»  1 

a 

aoL 

bOL 

ab 

1 
2         a 

b 

a-- 

7} 

a« 

OL^ 

abcf. 

bc  m  cb. 


(c  =  a)      («) 


On  a  : 


a 


:=z  b*  :=  c^  ^=  dP z=:  i  j         ac  -"-  cflT,         //c  7-  cb,         ab  -^  bac-. 


Mail 


da       ad^ 

avec 

a'--i 

(mod/?) 

db  —  bd^ 

avec 

y-^-i 

(mod/>) 

de       cd^ 

avec 

/-I 

(mod/>) 

dabzi 

=  abd^?. 

dbac^-   i 

bac'd^^r 

donc 

•/^-II. 


(  I  ).    a  =  |3  =  y  =  I  donne  GJg  G;,. 


(  >  )  Aor.  rzV.,   Ghap.  Vf. 
(  - }  Loc.  cil,,  Ghap.  Vf. 
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(2).   a==^=i,Y=z  — I   donne  G;;;^: 

rt*=i  ^^  =  c*=  (i''=:  I,         acrr^ca^         bc::izcb,         ab^=zbac'^^ 

da  —  ad  y         db  m  bdj        de  r=  cd-^. 

(3).  a=i,  p  =  — i,Y  =  i  donne  G;^^: 

a^ -- b^i=  c^=  dP=îy         ac^=ca,         bc^icb,         ab=^bac^y 

da  =  ady         db  :=  bd^\        de  =:  c^. 

(4).  y.  =  —  I,  p=Y  =  i  redonne  G]p^.  Il  suffil,  pour  le  voir,  de  permuter 
a  et  bj  dans  les  équations  précédentes. 

(5).  a==i,  ^  =  Y=r— i;  da  =  ad,  db  =  bd^*,  dc^^cd"*^  dabc  =  abcd. 
Soit  abc  =  6';  on  a 

«' r=  6'*  =r  c^  =r  I ,         ac=:ca^         b'c^=eb\ 

ab'  ^=  a^  bc  :=  bca .  a  zz:  6ac .  a  =  a6c .  ac*  =  ^'  ac', 

^a  :=r  ady         db'  r .  ^'  f/,         de  =  cd-  * . 

On  retrouve  GJJ   . 

(6).   a=:=  —  I,  p  =  i,Y  =  —  I  redonne  G]J  . 

(^).   a=p=:  —  i,Y  =  i:  aôc  =  a'  est  d'ordre  2.  On  a 

rt'-iz:  6-=  c*=  I,         «'^  — :  abcb  =:  a^'c  =  bae^ bc  :=  babc^r=i  ba'e^^ 

a'ci=ea\         bc=^eb. 

D'ailleurs,  si  da  =  ad^^j  db  =  bd~\  dc=^cd^  on  en  conclut 

da'=a'd. 
On  retrouve  0\\p, 

(8).   a  =:  j3  =  V  =  —  I  ;  alors 

dabc  =zabcd~^. 

Le  groupe  GJ„^  a,  pour  équations  de  définition, 

a*=z  b^=c^=:  dP=:  ],         ac=:ca,         bc=zcb,         ab:=:bac^f 
da  =  ad~^y         db  =  bd-^y         de  1=  cd~^. 

W.  X.  ^  =  GÎ.     ('): 

a*rzz6*izii,       abzzzba^       ou  bien       a*=a,       6'=!^,       a'=P'=i,       ab=:baa, 
(^)  Loc.  cit.,  Chap.  VI. 


72 


R.    LK    VAVASSEUK. 


Uappeloiis  le  Tableau  des  opérations  de  Gf^  : 


4  1! 

•  1 

a 

■  1 
■1 

OL 

? 


ab 


«? 


On  î 


a 


a' 


b*  -—  6*'*  =ri ,         ab  .--  ba}^         ca  =:  ac*,         r^  =  6c?, 


avec 


Mais  ab  =  6«',  or 


Donc  on  a 


a^=j3^=i         (inod/?). 
cab  —  abc*?,         cba^  =z  bà^ c*''^  ; 


a-E=i 


(mod/>). 


(.).   a=r 


-  ^  r:^  I  donne  G^„  (i^ 


=  I ,  a  =  —  1  : 


a^  =:  //•  =r  c''  =  I ,  ^//  m  />«*, 


ca  =.  ac^ 


cbziz  bc 


définissent  le  groupe  G]j! ,. 
(3).   Soit  ori=  I,  [ï/^  I  : 

rt*  ■=:  b^  =:  C''  =:  I ,  nrA  nr  ba^^  cb  r;-  /yf?. 

Si  ^  =  —  I,  on  a  le  groupe  GJJ^. 

Si  P  appartient  à  Texposant  4  (mod/?),  on  a  le  groupe  G][|^,. 

(4).   Soit  enfin  a  =  — i,J5/^i. 

Si  j3  =  —  I,  ca  =  ac"*,  c6  =  Ac~',  donc 

Cflr/>  =  abc. 


Posons  ab  =  b\  d'où  b"^  =  ^^,  donc 


ca  =  ac~*. 


cb'~b'c 


\^ 


On  retrouve  Gj^.^. 

Si  ^  appartient  à  Tcxposant  \  (mod^),  on  a 


ca  T=  ac~' , 


cb^  =  //*  C"  * ,         d  o  u  c         r.Y/  />*  =  ab^  c. 


Posons  ab^  =  a\  a-  ■■=  a'-. 
Donc 

a''*=z  ^♦zzri  zn  cf*,        a'b  :=  ab^-  -  b^a^-z  b{ab^f--  ba'^y         ra  —  a'r,  ch  z=l  bc^. 


On  retrouve  GJ^*  . 
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12.  XI.  ^  =  GÎ„     (<): 

a*  :=  6' m  c*  =  I ,         ac-=.ca,         bc=^cb,         ab  =1  bac. 
Rappelons  le  Tableau  des  opérations  : 


Ordre  4 

a 

ab 

Ordre  2 

a 

b 

a? 

? 

On 


a^  :=z  b^  =z  c^  =:  dP  z=:  i ,         ac  =  ca,         bc:=cby         ab  ^=  bac, 


Mais,  tout  d^abord, 


da  —  ad^ 

avec 

a*=i 

(modp), 

db  =  bd? 

avec 

P'-i 

(mod/?), 

de  —  cd^ 

avec 

y«-i 

(mod/?). 

dab  — 

abd^?, 

dbac  = 

^ac€/«PY. 

Comme  a6  =  bac,  j'en  conclus 


y  =  i 


(moip), 


(  I  ).  a  =  ^  ==  I  donne  GJ^  G^,. 

(2).    p  =  I ,  a  ^  r .  On  a,  comme  équations  de  définition^ 

a^=:  b^z=  c*=:dP=zi,         ac^=ca,         bc=icb,         ab^=.baCy 
da  =  ad^j         db  =  bd,         de  =  cd. 

Si  a  =  —  I,  ces  équations  définissent  G]J  . 

Si  a  appartient  à  l'exposant  4  (mod/>),  ces  équations  définissent  GJ^   . 

(3).  Soit  p  =  —  i,  a  =  I,  on  a  le  groupe  GJJ-,  défini  par  les  équations 

rt*  zz:  ^*  z=  c*  =  ^'' =  r ,         ac^rzcaf         bc  =z  cb^         ab  =.  bac^ 
da  =  ad,        db  =  6rf~*,         crf  =  ûfc. 

(4).   Soita^ij^:^ — I. 


4).   Soita^i,p:^ — I. 

>i  a  =  —  I ,  rfa  =  «rf~* ,  db  =  6rf~* ,  donc 


cfaft  =  abd. 


(>)  />oc.  ciV.,  Ghap.  Vï. 
Fac.  de  T,,  i*  S.,  V. 
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Posons  ab  =  a',  on  a 


a'*=ft'=c'=i,         a'c:=:ca'. 


On  retrouve  G  ÎJ^. 

Si  a  appartient  à  l'exposant  4  • 


bc  =  c^,         a'  b=:  ab*  =  6acft  =  6a6c  =  ba^c. 


dà"  =  a«t/-',         db  =  M-»,         r/a*  6  =  «»  bd. 


Posant  d^b  =  6',  on  retrouve  GJJ  . 


G 


13.  XII.  ^  =  GÎ,     (0: 


^*=:a,  b^nzoL^         «*=!,         abz=iba^x. 


Tableau  des  opérations. 


8 

a 

a» 

4 

a« 

a»  a 

/> 

ab 

a«^» 

a»^ 

2 

a 

œ 

a 

a 

a 

X 

On  a 


a'=:  ^*  =  0^*1=1,         a^=zb'^,         ab=zba\ 


Mais 
Donc  on  a 

J'en  conclus 
donc 
donc 


ca  =  ac^        avec        «•==  i         (mod/?), 
cb  =  bc?       avec        {3*^i        (mod/>). 

ca6  =  a6c*^,         cba"^  =  ba'^c^'^. 
a*=i         (mod/>),         a=:dii. 

c/;*  =  b*  c, 

(3  =  ±:i. 


(  I  ).  Si  a  =  ,3  =  I ,  on  a  le  groupe  GJ^  G^,. 

(2).  Si  a=  I,  P  =  —  I,  on  trouve  G]J^,  dont  les  équations  de  définition    sont 

a^^  b*=:  cP=:iy         a^=:b*,         abz=iba'j        ac:=.ca,         cb^z  bc^^. 


(»)  Loc.  cit.,  Chap.  Vï. 
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(3).  Si  a  =  —  1 ,  ^  =  4-  I ,  on  trouve  GJ J^. 

a^  z=z  b'' :=  cP  =11  j         a^=zb^,         ab-^bà^^         ca=:ac-\         bc  =  cb, 

(4).  Si  a  =  p  =  —  I,  ca  =  ac~*,  cb  =  bc'^^,  donc 


ca6  =  abc. 


Posons  a6  =  6';  on  a 


a^=b'^=cP=zi,         a^z=b'^,        ab'=b'a\         cazziac^         b'c^cb' 
Donc  on  retrouve  GJJ  . 


14.  XIII.  p=Gîe     (0: 


Tableau  des  opérations. 


On  a 


Mais 
donc 


8 

a 

a» 

4 

a* 

a' a 

a6 

a^b 

2 

a 

a 

6 

OL 

a^b 

a 

a^  =  b*  :=zcP  =  ï,         ab=i  ba^, 


ca  =  ac^        avec 
cb  =  6cP        avec 


a*  =  1         (mod  p), 
(3*  =  i        (mod/>). 


cab^=  abc^?,        cba^  =  6a'c*'P; 


a»=  I 


(modp). 


(i).  a  =  p  =  I  donne  GJ^G;,. 

(2).  a  =  I ,  p  =  —  I .  Les  équations 

a*  =  6*  =:  c''  =  I ,         ab=-  ba*,        ac  =  ca,        cb  =  6c~* 

définissent  GJJ^. 

(3).  a  =  —  I  y  P  =  I .  Le  groupe  G",  est  défini  par  les  équations 


a*  =  6'  =  c''  =  I ,        a6  =  6a', 


ca  =  ac~*, 


c6  =  bc. 


(«)  Loc.  ctV.,  Chap.  VI. 
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(4).  a  r=  ,3  =  —  I ,  G"-  est  défini  par  les  équations 


a"  1=  ^'  ^n  cP  =:  I ,         abzzi  bà^j 


ca  =  ac--\ 


cbz=.  bc~^. 


Cm 


15.  XIV.  i;  =  g;„(0: 


a*  zz:  a,         ^'  =  a'^=ii,         ab=z  ba^a. 


Voici  le  Tableau  des  opérations 


On  a 


Mai: 


4 


2 


I!    « 

1 

«» 

1 

1 

a*  a 

1 
a^b  ; 

;  « 

X 

b 

ab 

a}b 

a*       b^       cl* 

I,         ab       ba?  y 

=  flrc*        avec 

a»  :_.  I         (mod/>), 

I  bc^        avec 

j3'  ^  -  I         (modyo). 

ca^      a^c^r*, 

c6a'  — ^a'c*^?. 

d'où,  puisque  ab  =  6a', 


a^  E=  i     (mod/?),         donc 


a=i  m  I 


(i).  a  =  [3  =  1  donne  GJ,,  G;,. 

(2).  a  =  I,  ^  =  —  I  donne  le  groupe  Gj^,*   ,  défini  par  les  équations 

a}  z=i  b^  z=i  cP  ^=^  \  y         abz=iba~^y         ca^=aCf         cb=:  bc~^, 
(3).  a=  —  I,  ji=  I  donne  le  groupe  Gf^»,  défini  par  les  équations 


a^  =.  b^  =z  cP  =:i,         ab  z=  ba~\ 


ca  =z  ac~\ 


cb  =  bc. 


(4) 

.  a— p 

— 

I, 

CCI 

Or 

posons 

ab  = 

b'. 

On 

a 

ac~^^  cb  =  bc*  j  cab  =  abc. 


a^  =z  b'^  zzz  i,         ab'  =^  b'a~. 


On  retrouve  Gf  J^. 


16.  Il  reste  mainlcnant  à  chercher  si  les  20  groupes  G^„^  trouvés  (A  =  i,  2,...^  ^5) 


(M  Loc.  cit.,  Chap.  VI. 
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sonl  bien  distincts.  Pour  cela,  énumérons  dans  chacun  d'eux  le  nombre  d'opéra- 
tions d'ordre  donné. 


Soit  d'abord  (3'  „  : 


^16  _-  l,p  =  t^         ab-^  =  ba. 


a^  est  une  opération  d'ordre  8,  conjuguée  d'elle-même  dans  le  groupe  total. 

On  a 

b-\^a  =  abV;         donc         (ab\^y  =  a\ 

pour  toute  valeur  de  jjl. 

^aX+i  ^ji^  quel  que  soit  [x,  est  d'ordre  16. 

On  a  donc  8^  opérations  d'ordre  16. 

a^b\^,  a^b^^  a'ofrl^,  a^^ b^  ([x  premier  avec/?)  sont  d'ordre  8/?. 

Cela  fait  4(/?  —  i)  opérations  d'ordre  8/>. 

a^b^^  a**6i*([x  premier  avec  p)  sont  d'ordre  4/^,  d'où  ^{p  —  i)  opérations 
d'ordre  ^p. 

a^6f*  ([jL  premier  avec/?)  est  d'ordre  2/?,  d'où  (/;  —  i)  opérations  d'ordre  2/?. 

6t*  ([X  premier  avec  /?)  est  d'ordre  /?,  d'où  (/?  —  i)  opérations  d'ordre  p. 

a^,  a*,  rt*®,  a'*  donnent  4  opérations  d'ordre  8. 

a*,  a' 2  donnent  2  opérations  d'ordre  4- 

a'  est  d'ordre  2. 

Ainsi,  GJpp  a  : 

%p         opérations  d'ordre       16, 
4(/?  — i)  »  8/>, 

2(/?  —  1)  »  4/?, 

/?  —  I  »  3/;, 

/>  —  I  »  /^, 

4  »  8, 

2  »  4, 

I  opération  d'ordre        2. 

17.  GJg    est  défîni  par  les  équations 

où  a  appartient  à  l'exposant  4  (mod/?); /?  —  i  doit  être  divisible  par  4;  exemples: 

On  a 

b^'a  =  ab        avec        3e'a  =  i     (mod/>). 
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7!  esl  différent  de  1 

(ab^y  =  b^'V-a^  bV-  =  a«  ^f*(  «  -«') , 
(  ab^y  =  a»  6l*(«-«')  a^  bV-(^'^')  =  aV 

Donc  ab\^  esl  d'ordre  16,  quel  que  soit  [a. 
De  même 

a^b^  est  d'ordre  8,  quel  que  soit  [x. 

Ainsi,  a^^"*"*  6t*,  quel  que  soit  [x,  est  d'ordre  16; 

^2(2X+o^|t^  quel  que  soit  |Ji,  est  d'ordre  8. 

^*(2X+i)^|i  (jjt  premier  avec  />)  est  d'ordre  4/>- 

^•6l*  ([X  premier  avec/>)  est  d'ordre  2/7. 

6f*  ((JL  premier  avec  p)  est  d'ordre />. 

q4(2X+i)  esl  d'ordre  4,  ût*  d'ordre  2. 


G^      a  • 


8/>        opérations  d'ordre       iG, 


4P 

ji> 

8, 

2(;>       I) 

» 

4/>, 

/>— 1 

» 

2/>, 

P       ' 

» 

A'» 

2 

» 

4, 

1 

opération  d'ordre 

2. 

18.  G^0^  est  défini  par  les  équations 

où  a  appartient  à  l'exposant  8(mod/>);  /^  —  i  est  divisible  par  8;  exemples 

p  =  17,  4»» 

Alors  on  a 

b'^'az^ab,        a'a  =  i     (mod/?),        /A^^a=Ifl^^        (a^/l*)«  =  6«'l^a«  6l*. 
Mais 

Donc 
Enfin 
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Donc,  a^^+*  bv-^  quel  que  soit  ix,  est  d'ordre  16; 

^2(2X+i)^|i^  quel  que  soit  jjl,  est  d'ordre  8  ; 

^*(2X+!)  j|i^  quel  que  soit  [x,  est  d'ordre  4« 

a*  61*  ([X  premier  avec  />)  est  d'ordre  ip, 

fct*  ([X  premier  avec/>)  est  d'ordre  />,  et  a*  d'ordre  2. 

G'       a  • 


%p 

opérations  d'ordre 

16, 

'aP 

» 

8, 

-ip 

» 

4, 

P     I  »  'Xpy 

P    —    I  »  P, 

I  opération  d'ordre       2. 

19.  Ci^e»,  «'®  =  bP  =  if  ba=  ab^j  ol  appartient  à  l'exposant  16  (mod/>),  ^  —  i 
sera  divisible  par  16;  exemples  :  />=  17,  97, 

(6^rtl*)«  =  ^>aîH- />>«*"—  a«f*6^  (a»^-Ha'»*)^ 

Si  a  appartient  à  l'exposant  i6(mod/>),  j^ourvu  que  tx  ne  soit  pas  égal  à  i(), 
olV-  —  1  sera  difTérent  de  zéro. 

Donc,  on  aura 

(b'^aV-y^^zi. 

Donc,  a^^^'  bv-^  quel  que  soit  [x,  est  d'ordre  16; 
^2(2X+i)^(i^  quel  que  soit  tx,  est  d'ordre  8; 
^i(2X+0f>(i^  quel  que  soit  |x,  est  d'ordre  4; 
a^b^f  quel  que  soit  (x,  est  d'ordre  2. 
bv-  (  [X  premier  avec  p)  est  d'ordre  p. 
G*      u  • 


8/> 

opérations  d'ordre 

16, 

4/» 

» 

8, 

2/> 

» 

4. 

/>  —  I  »  p. 


20.  Gf^^  est  défini  par  les  équations 

a^=:  b^z=cP=if         ab=:bay         ca=:ac*,         cb  =  bc^ 
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OÙ  a  apparlicnl  à  Texposanl  4  (mod p) 

V  ne  peut  prendre  que  deux  valeurs. 
1°  Soil  V  =:  o  : 


-S'A  , 


(c''rtrl*)P=«Pl^c 


ai^-i 


Si  [x  n'est  pas  multiple  de  4?  ^^ —  '  est  difTérent  de  zéro. 

Donc,  on  a 

(c'«^^)*=a*^        [i-7^<^       (mod  4). 

2"  Soil  V  =  I  : 

Soil  p  =  np'  : 

(c'at^6)»P'=ûr«P>c-       »-^«^, 

a  appartient  à  l'exposant  4  (mod/?).  Donc,  si  [x  est  im})air,  i -f- al*  est  différent 
de  zéro,  i  -h  a^f*  est  nul,  puisque  a-  =  —  i . 
Donc, 

«*  est  une  opération  conjuguée  d'elle-même. 
Revenons  à  la  formule 

(c>>a*l*^)P^a'^*P^?Pc->a'''+^«''~••-^(-»>^>•«'*'^ 


Soil  p  =r  2p'  : 


(c^a*t*^)«P'=rt*K-P'c->^f^->)''-<-»^'''-^-— f-')'**^'!. 


Si  jji  =  2  ui'  4-  I ,  l'exposant  de  c  sera 

—  À  ( —  I  —  1  —  ...  —  i)=H-2  Xp', 

donc 

et,  par  suite. 

Si  donc  )v  est  premier  avec  /?,  c^a^^^ix+t)^  ^^^  d'ordre  4/?- 
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Si  |JL  est  pair, 

c^ a""^' b  est  d'ordre  2. 
En  résumé  : 


fi=:2fX' 


{&  a'^V-' by9' —  i , 


c^  a^V'+^b    (X  premier  avec />)    est  d'ordre 


r.^*i*|-.-r.;  Q 

)) 

c^a^\'b 

)) 

c^a^\L+i 

)> 

ç).^2(î(AH.l) 

» 

c'>a* 

» 

c^ 

» 

a'*\^b',  |UL,  V  =  I,  2  (sauf  |JL=:  v  ^zz  2) 
DoncGfo»  contient 


» 

» 

)) 
» 
» 
» 
» 


8 

2 

8 


4 


2p 
P 

8 


4 


Cel 

a  donne 

4(y^-i) 

opérations 

2(/>  —  l) 

» 

2{p         I) 

» 

4(y>-i) 

» 

2(y>  — I) 

)) 

(/>-0 

» 

(A>-i) 

» 

8 

» 

4 

» 

3 

» 

2(/?  — 1) 

opéralic 

►ns  d'ordre 

4/?, 

P         ' 

» 

2/>, 

/J  —  I 

» 

y^ 

8/; 

» 

8, 

2/>-h  2 

» 

4. 

2/>  -f-  I 

» 

2. 

21.   GJ'gp  est  détinl  par  les  équations 

a^  ziz  b' :=z  cP  ^=11  y         ab  =1  ba% 

Rappelons  le  Tableau  des  opérations  de  G]„  : 


ca  :=  ac""*, 


cb  z=i  bc. 


8 


2 


a 

ax 

• 

ab 

aboL 

a 

a' 

a' 

^a 

a 

a' 

a' 

6 

a' 

a« 

a« 

Le  groupe  |«,  6}  contient  donc 


8    opérations  d'ordre    8, 


4 
3 


M 


4, 


2. 


fVic.  de  r.,  a*  S.,  V. 


I  1 
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Puisque  cb  =  6c,  bc^::=  à  b,  , 

/x'^   Çk   proiiiier  avec   p)    sera   d'ordre    ip\    cela  donne  {p  —  i)  opérations 
d*ordre  *\p. 

r^  (À  premier  avec  p)  sera  d'ordre/?;  d'où  p  —  i  opérations  d'ordre  p. 

caz=.ac-\         donc         c~^a:=.aCj         (flrc)'=rt'. 

Donc  a-'^'*"'cï*  (jjL  premier  avec  )d)  sera  d'ordre  8. 
(«ela  donne  ^{p  —  i)  opérations  d'ordre  8. 

cab  =  abf:-\         {cabY-rz  coi^c~^=:  ol*. 

Donc  a^^^^ bc^  (ix  premier  avec  p)  est  d'ordre  8;  d'où  .i(p —  i)  opérations 
d'ordre  8. 

X  est  une  opération  conjuguée  d'elle-même. 

Donc  a2^+«&l*c^  Çk  premier  avec  p)  est  d'ordre  ip;  de  là4(/'  —  «)  opérations 
d'ordre  4/>« 

x'bv-c*'    {X    premier  avec   p)    est    d'ordre    '^p;   de    là    2(p  —  i)    opérations 
d'ordre  a/?. 

Gfj^  a  donc  : 

•4(/>  — 0    opérations  d'ordre    4/^> 

/>  ~  I  »  />, 

8/^  »  8, 

4  »  1, 

3  w  2, 

ââ.  G{,    est  défini  par  les  équations 

a^=:  b'=:  CP:=  l,  ab  =:  fta*,  Ca  rnr  rïc',  t'6  =:  6c, 

où  X  appartient  ù  Toxposant  4  (mod  p). 
On  a  toujours,  pour  le  groupe  l^r,  />'», 

8    opérations  d'ordre    8, 

4  »  -If 


o  »  a. 


/>c'  \  A  premier  avec  />)  sera  d'ordre  •>/>,  d*où  />  —  i  opérations  d'ordre  a/?, 
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c)'  ()»  premier  avec  />)  sera  d'ordre/?,  d'oii/>  —  i  opérations  d'ordre  p. 

Si  a  est  incongru  à  zéro  (inod  4)»  «^ —  i  sera  différent  de  zéro. 
Donc 

^a[A+i  (A  Q^i  d'ordre  8;  d'où  ^{p  —  i)  opérations  d'ordre  8. 

^^•i(i|i+i)çX  Q^i  d'ordre  4;  d'où  2(p  —  i)  opérations  d'ordre  4- 
rt*c^  est  d'ordre  a/>;  d'où  (p  —  i)  opérations  d'ordre  2/>. 

c'^a^i^+i  f,  egt  donc  d'ordre  8,  ce  qui  donne  4(/>  —  0  opérations  d'ordi^  8, 
ç> ^2(21^+0^  est  donc  d'ordre  4»  ce  qui  donne  2(/>  —  i)  opérations  d'ordre  4» 
c^rt'i  est  donc  d'ordre  2/?,  ce  qui  donne/?  —  i  opérations  d'ordre  2/>. 
G]^p  a  donc  : 

^{p  —  0    opérations  d'ordre    2/?, 

8/?  »  8, 

4/>  »  4, 

3  »  2. 

23.   G^o^  a  pour  équations  de  définition 

a^=:  b^z=cP=:if        ab=zba^y        ca^izac^        cb  z=  bc~K 

On  a  toujours,  pour  le  groupe  ja,  &{, 

8    opérations  d'ordre    8, 

4  »  4, 

3  »  2. 

c"^6  =  6c^,  (6c^)'=:  I  ;  d'où  p  —  i  opérations  d'ordre  2. 
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r^  donne  (p  —  i)  opérations  d'ordre  p, 

n^bc^=  c-^aV-h,  {aV- bc*)- =  {aV- bf ,  quel  que  soit  ).. 

Donc 


a}V-^^  bc^ 

est  d'ordre 

8; 

rtî(îlA-fn^^.X 

» 

4; 

a^bc^ 

» 

a; 

a^V-^^c» 

» 

8/>; 

^l(îix+l)c>. 

» 

W>; 

a^c^ 

0 

2/>; 

d*oii        /|(/?  — i)  opérations  d*ordre  8, 

2(/?—  l)                        »  4, 

(y^  — i)                      »  2, 

!\{p  —  \)                   »  8/>, 

2(/?— i)                      .)  4y>, 

(/>  —  !)                     »  a//. 


» 


» 


)) 


» 


GJ„    possède  ; 


4(y^— 0    opérations  d'ordre    8/>, 
2(y?  — ()  »  4/;, 

2y^ 

/^> 

8, 

4, 

2. 


/' 

—  1 

/» 

—  I 

4/' 

-+-4 

9.p 

+  2 

3/> 

4-  I 

» 


24.  G^*^    est  défini  par  les  écpiations 

rt*  =  ^- m  c'' =  I ,         ab^=iba'^,         ca^i^ac'^j         cb  ^:^  bc'\ 

7.  appartient  à  l'exposant  i  (  niod  p). 
On  a  toujours,  pour  le  groupe  [«,  6j, 

8     opérations  d'ordre     8, 

4  -  4, 

3  »  2. 

c~'  6  =  6c^,  (bc^'y=  I  ;  d'où  y?  —  i  opérations  d'ordre  2. 
r^'  donne  p  —  i  opérallons  d'ordre  p, 

^î|n-iç),  est  d'ordre  8  {voir  n*'  22),        d'où        4{p  —  1)  opérations  d'ordre     8» 

^ï(î|X-Kl)çA  »  /J  „  2{p-'l)  »  4^ 

rt^C^-  1»  2y>,  »  (/;  —  l)  »  2^,^ 


(l 
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{aV-bc^y^a^K 


(a'-^i^'*'*  6c^)*  =  a*;  c'est  une  opération  d'ordre   8;  d'où  4(/>  —  0   opérations 
d'ordre  8. 

^^2(2|i+i)^^.xy  =  i;  d'où  2(/>  —  i)  opérations  d'ordre  4- 
r/*  ùc^  est  d'ordre  2;  d'où  p  —  i  opérations  d'ordre  2. 


(i®      a  • 


yo  —  I     opérations  d'ordre    2  p. 


p    > 

» 

/>. 

8y, 

)) 

8, 

4/» 

» 

4. 

2/0-M 

» 

2. 

25.  GJ"    est  défini  par  les  équations 


a*=  ^*=zc*=rf''  =  i,         ac  =  ca,         bc^zcb,         abz=:bac^, 
da  =  ady         db  =  bd,        de  =z  cd~^ . 

Le  groupe  des  opérations  j  a,  6,  c  }  a  pour  Tableau  : 


2 


c 

ac 

ab 

a 

b 

c* 

c^ 

c^ 

abc 

}  a,  6,  c  j  donne  donc 


8 

opérations  d'ordre 

4, 

7 

» 

2, 

d-^ 

donne 

(/>-!) 

» 

/>. 

ad^ 

donne 

(/^-l) 

0 

2/». 

bd^ 

donne 

(/^-O 

» 

2/'- 

rfc)2=  c2,  rfc  est  d'ordre  4« 


c^  d^,     cd^ 

donnent 

2(/?  — I) 

opérations  d'ordre     4, 

c^d^ 

donne 

(/'-O 

»                              2/>, 

bcd\     bc^d^ 

donnent 

2(/>— l) 

4, 

acd^,     ac^d^ 

donnent 

2(/>  — l) 

»                  4, 

bc^d^,     ac^d^ 

donnent 

2(/?  — I) 

»                 2/?, 

abd^ 

donne 

/>-I 

»                4/>. 

«6 
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abc({}=:.  d"^  abc^  donc  {abccC*")'-  =z  \ . 

abcd^f    abc*d^     donnent    2(/?  — i)    opérations  d'ordre    a, 
abc^d^    donne  (/>  —  0  »  2/>, 

(ijj^  admet  : 


•i(/?-'  I) 

opérations  d'ordre 

4/?, 

5  (/>-!) 

» 

2/^» 

/>- 1 

» 

/>» 

6/0 -f-  2 

» 

4, 

a/>-f-  5 

» 

2. 

â6.  G|^^  a  pour  équations  de  déHnition 

rt' irz  6- =  c*  =  rf'' =  I ,         ac  ^=zca,        bc  =cbf  ab^=zbac^y 

da  rr  o^,         db  =r  M"*,         c/c  =  cd. 


)  fijbjC  ^  donne 

8 

opér 

ations  d'ordre 

4, 

7 

» 

2, 

d» 

donne 

(/>-!) 

» 

p^ 

ad^ 

donne 

ip-l) 

» 

2p, 

bd^ 

donne 

ip-l) 

n 

2, 

cd\ 

c^d^ 

donnent 

2(p         I) 

» 

4/>. 

c^d^ 

donne 

(/>-!) 

» 

î»/>» 

bcd\ 

bc^d^ 

donnent 

2(/>         I) 

» 

4, 

acd^y 

ac*d^ 

donnent 

2(/>—  l) 

» 

4/>, 

bc^d^ 

donne 

P         » 

K 

2, 

ac^d^ 

donne 

p-I 

» 

2/^, 

abd^      ad~^b 

-d-'^ab. 

(« 

ibd^y  = 

:c». 

ttbc^d*  donne 

4(/t?  —  i)    opérations  d'ordre    4. 

Bref  G :;^  a 

4(/>— 0    opérations  d'ordre    4/^» 

3(^—1)                              »                              2^, 

/>       I                      »                     />, 

6/? -h  2                        »                        4, 

2/>  4-  ù 


» 


2. 
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27.   GJg    a  pour  équations  de  définition 


J  a^  h, c  \  donne 


ac  =.  ca, 
da  =  ad'^ 


bc  =:  cb^ 
db  =  bd'\ 


ab  =  bac^y 
de  =1  cd~K 


8 

7 


opérations  d*ordre 


nffi^,     bd^,    cd^y 


(fi-      donne  p  —  i 

c^d^  donnent  ^(p—i) 

c^cfi-      donne  />—  i 

bcd^,     bc^cû"  donnent  '^{p  — 

accP\    ac^d^  donnent  i{p  — 

bc^d^y    ac^cP'  donnent  2(//  — 

abd^f     abc'd^  donnent  2(p  — 

abcd^y     abc^cfi-  donnent  2(/>  — 


GJç    possède  : 


6(/?~i) 

p  —  i 

p-i 

8 

Sp  -I 


opérations  d'ordre 


» 


» 


M 


)> 


Pf 
4, 
2. 


» 

» 
» 
» 

» 


4. 

2, 

/'» 
2, 

2/>, 

4/^, 

4/^> 
2, 

4/^ 
2. 


28.   GJJ    est  défini  par  les  équations 

rt^Tz:  ^^=  c''=i:  I,         ab=:ba^f        cazizac 

Le  Tableau  des  opérations  de  }  «,  6  j  est 


cb  n:  bc. 


a 

b 

ab 

1 

(X 

P 

P 

«(3 

j  «,  &  }  contient 


abc^y 


12    opérations  d'ordre 


a'c^ 


3 
p-i 

2(/>  — l) 


donne 
donnent 
6'c^  donnent  i(p  —  \) 
b^c^    donnent  2(/>  — 1) 
ab^c^.     a^bc^,   ) 

à^bc^y    a^b^c^    donnent  2(/?  — i) 
a}b^c^      donne    p  —  ^ 


» 
» 

» 

» 
» 


4, 
2, 

/^» 

4, 
4/>, 


4, 


4/>, 

2/>. 
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Mp  —  0    opérations  d'ordre    4/S 

p~\)  »  />, 

8/>  H-  4  »>  4, 

3  »>  2. 

Iteniarrjue  :  .\p  opcralions,  savoir  :  r/,  r/',  r//>-,  a'^b^^  ac*,  a^c*.,  ab^c*-^  n^  iy-c*- 
i»nt  pour  carro  a. 

4/>-i-4  opérations,  savoir  :  //,  ^',  <tb,  ab^,  a-b,  a^b^  a'-b^,  a^b^^  abc* y  a//^c'y 
a^  bc*\,  a^b^c*  ont  pour  carré  ^i. 

-•^-   ^^llp  ^^^  défini  par  les  équations 

a^  :=i  b^ :=z  c'' ^^  i ,         ab^ba^,         ca  =  ac,         cb-=^bc-^, 

\a^b\  contient 

12         opérations  d'ordre      4» 

3  »  55 , 

c'       (lonniî  (p  —  i)  »  />, 

ac* y    a^c*,    ab^dy    a^b^c*  donnent  4(/>— i)  »  ^p^ 

Itc? ^    b^c*^   a^'-bc^y    aV-b^c*  donnent  >^(p  —  i)  »  4    (carré  3^ 

a*c*,      b'^c^'y     à^b^c*  donnent  Z(p  —  \)  >»  a/>. 

On  remarc|uera  qu'il  v  a  8y>  opérations  d'ordre  4  avant  pour  carré  ^S  el  4  seule- 
ment ayant  pour  carré  a. 

Donc  G]  *  ,  dill'ère  de  G]'J  ,  bien  qu'ayant  le  même  nomurc  d'opéralions  d'ordre 
donné  que  ce  dernier  groupe,  savoir  : 

!\{p  —  \)     opérations  d'ordre     4/>» 
3(p— i)  »  ip, 

p  —  i  »  />r 

8y>4-4  »  1. 

3  »  A, 

30.   GJ„     est  défini  par  les  équations 

a^  zziz  b^  =z  cf  =:  i  y         abr=Lba^y         cazziaCy         rb=zbci^, 

où  13  appartient  à  l'exposant  4  (mod/?). 


LES    GROrPES    d'ordre    l6p,  p   ÉTANT    UN    NOMBRE    PREMIER    IMPAIR.  ^9 

j  r/,  b  \  contient 


^c's 


ia 

opéra 

tions  d'ordre 

4, 

3 

» 

2, 

c> 

donne 

/?-i 

» 

/>. 

rt'c^' 

donnent 

2(/i         1) 

» 

4/». 

(c/>)'=  f^'cP=  c»-H'=i  ^«crP-»         donc         (c6)*:-  i, 


hc^^     b^c^     donnent 

a^c^      donne 

b^c^^      donne 

à^b^c*-.     abc*  y      a}bc*'y  \   , 

, .,  .         ,.  .        , ,.  -^     donnent 
a^b^c*^     ab^c'y     arb^c*-  ] 

à^b^c^      donne 


2(/^  -—  0    opérations  d'ordre 
p  —  I  )) 

p-^i 


%(p 
P 


-0 


—  i 


}) 


» 


») 


4. 
ip, 

2, 


4. 


2. 


Donc  G] a*     a 


2  (/>  —  !) 

p-î 

p  —  \ 

lop  -H  2 

2/? -4-  I 


opérations  d'ordre    4/^, 


» 

n 
)} 


2/?, 


4, 


2. 


31.   Mlo„  a  pour  é(|ualions  de  déOn^ion 

a*  ^^  b^  =z  c^  ^:z  f/P  =z  i  ^         ac-=zcay         bc^=icbf  ab=bac, 

ci  a  =  ad~\         db  in  bdy         de  -=.  cd. 

Le  Tableau  des  opérations  de  Jr/,  6,  cj  est 


D'oii 


a 

ab 

a} —  7. 

b 

«c      «{3 

a^d^,     bd^,     cd^ 

ir-V'^^bd\     a^V'+^cd\     a-V-^^bcd 

(t-bd*^     a^cd*\,     a^bcd^f     bcd*' 
Fac.  de  7'.,  2"  S.,  V. 


8 


7 

» 

donne 

(yt>--i) 

» 

donnent 

i{p       I) 

» 

donnent 

3(/^-i) 

» 

donnent 

6(/>-i) 

»• 

donnent 

4(y^-i) 

»• 

c  —  ^ 


opérations  d'ordre     4* 


2, 


ip, 
4. 

2/>. 
13 
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^'!fl/>  possède 

7(/^  — 0     opérations  d'ordre    2/>, 

/>  —  I  »  p, 

%p  »  4, 

32.  GjJ    est  défini  par  les  équations 

rt*=r /^*— c'riT  f/A»:—  I,  rtC  =i  Crt,  cb  ^=  cb,  ab  =:  ûbc, 

da  HZ  ar/*,         r/^  z:z  ^rf,         é/c  -=.  cdy 

m 

OÙ  a  appartient  à  l'exposant  4  (mod/^). 

Le  groupe  [a,  />,  cj  donne 

8  opérations  d'ordre       4» 

7  »•  2, 

rf^-      donne         (/>  -  i)  »  />, 

fl<^'',     a^d*     donnent      'i[p  —  r)  »  4» 

a-d*       donne         (/>  — i)  »  a, 

/>(Y^,     rt/',     ^cvA     donnent      3(y'  — i)  »  a/>. 


3(/^  — 0     opérations  d'ordre     2/^, 

/?  —  I  »  y?, 

4/t?  -f-  3  »  u. 

»J3.   GjJ^  a  pour  équation  de  définition 

a^  =z  b^  z^  c^ —.  dP :=:  i ,         ac  =  caj         bc^::cb,         ab^^baCf 
dazizady         db  =1  bd-\         dc^^cdy 


\a^  b,  c[  donne 


1. 


abd\     a'bd',     abcd'  ) 

acd\     a^ccf,     «'W'i     ^°""''"'      ^(/'-'^ 

a^bd^y     a-cd\     a^- bcd*     donnent      3(/>  — 1)  »  *«, 


rS                      ()|)( 

'r.inons  ( 

u  orc 

Ire 

1» 

7 

M 

2, 

bd\ 

d 

n^dy     cd,     a-cd*' 
bcd,     a^bd,     a-bcd 

donne* 
donnent 
donnent 
donnent 

p-i 
•xip      1) 

3(/^-i) 

» 
N 

4/N 
•2. 

abd\ 

a^bd^,     abcd^,     a^bcd^ 

donnent 

1  (/>-•) 

» 

4, 

acd^,     a*  cd* 

donneni 

?.  {p       I  ) 

>» 

4/>. 
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GJJ    possède 


3(/>-i) 


opérations  d'ordre 


» 


» 


» 


» 


P^ 
4, 
2. 


m.   0]°    est  défini  par  les  équations 

rt"  :=  ^*  nr  c'' =  I ,         a^zz:^*,         ab  =:.  bà^ j         ca  =z  ac,         cb  =z  bc   *, 

|t/,  6j  a  pour  Tableau  d'opérations 


8 


4 


a 

a> 

«« 

a*  a 

^ 

a^ 

a^^ 

a^b 

a 

a 

a 

a 

a 

OL 

donc  [a,  6j  donne 


a}^  bc^ 


donne 
donne 
donne 
donne 
donne 


4 


10 
I 


opérations  d'ordre      8, 


» 


4(/>-i) 

2(/?-l) 
p-i 

Hp-y) 


opération  d'ordre 
opérations  d'ordre 


» 
» 


» 


4 


2, 
Py 

Sp, 

ipf 

2p, 
4. 


Donc  G}"    a 


4(/>-i) 

2(/?-l) 


opérations  d'ordre 


4 


8/, 


» 
» 

» 
» 


opération  d'ordre 


%p. 

Ap, 
2p, 

Pf 
8, 

4, 
2. 


îio.   G^J     est  défini  par  les  équations 


a^=b^z=cP:=zj,         a^=b^,        ab  :=  ba\         ca  =  ac-\        cb=ibc. 
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\  o^  b\  donne 


lO 


donne 
donne 


^î(îix4-i)çX^  a^ii[L^i)  l,c\    a^bc^    donnenl  o{p  —  i) 

a^c^y     bc^    donnent  i{p  —  i) 
a'^v-'^^bc^      donne    !\(p  —  \) 


Donc  G;,%  a 


opérations  d'ordre?       8, 


» 


opération  d'ordre 
opérations  d'ordre 


5(/?  — i)     opérations  d'ordre    4/>» 


i{p  —  \) 
/>  — I 

^P 
I 


» 


« 


» 


Pf 

8, 


4, 


opération  (i 'ordre       2. 


» 


2, 


8, 


36.  Le  groupe  G^J    est  déiini  par  les  équations 


flf*=  ^'=  0^*:=  I,         ab=.ba^. 


Le  Tableau  des  opérations  de  }«,  6j  est 


ac  =:  ca,         cb  j=  bc^^. 


8 

<7 

rt' 

1 

-1 

a'' 

rt'^a 

ab 

a^'b 

2 

a 

a 

b 

rt*^ 

a 

Par  suite,  ja,  b\  donne 


a^c' 


6cS 


a-y-^^bc^ 


donne 
donne 
donne 
donne 
donnent 
donne 


* 


P~ 

Mp- 
i(p- 

P  — 
\{P- 


I) 

0 

') 

I) 


opérations  d'ordre       8, 


» 


» 


» 


» 


4, 


4/>, 

a/». 


4 
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Bref  G?  A  „  a 


1 


4(/^  — 0    opérations  d'ordre    8/;, 
2(/>  —  i)  »  4/>, 


4 

4/^-4-2 

4/>  +  i 


» 


» 


» 


» 


» 


2/?, 

8, 

4, 

2. 


37.  Le  groupe  G",  a  pour  équations  de  définitions 


a' 


^*  =1  c''  =  I ,         a^  =:  6a',         ca  =  ac 


— 1 


c'6  r=  bc. 


a,  6  I  donne 


a^c^y 


bc\ 


4 

^ 

6 
5 

c^ 

donne 

/?  — I 

^ïii-n  ^x 

donne 

4(/>-i) 

^ÎCîpL+UçX 

donne 

2(/?         I) 

^t(|X+l)^çX^      rt^^C^ 

donnent 

0(/?         l) 

««!*+»  bc^ 

donne 

4(/^-0 

opérations  d'ordro      8, 


» 


» 


» 


» 


X) 


8, 

4/>, 


2/>, 


1. 


Bref,  on  a,  pour  le  groupe  GJjî  , 


2(/>  —  i)     opérations  d'ordre    4/>» 
5(/>  — i)  »  2/>, 


4/^ 

4/?  4-2 

5 


» 


» 


l> 


8, 

4, 

2. 


38.  Gfop  ^^^  défini  par  les  équations 


a'=:6*=:  c''=i,        ab  =  ba^y        ca=.ac-^y        cbz::bc^\ 
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}  t/,  />  j  donne 


^jpL-Hic> 


^it^L-*-l)c\      rt«|A-^-l  ^,c>' 


o*c'' 


(m:'\     fl«î»l*^»'^cr\     a^bc^ 


donne 
donne 

donnent 
donne 

donnent 


4 

0 

.) 
/>  —  I 

4(/>-0 
6(/>-i) 

p-i 


opérations  d'ordre       8, 


n 


M 


» 


» 


^9 


2, 

8, 

2. 


J)onc  GJ'    a 


/?  — I 
p-\ 

4/> 
6 

4y>-Hi 


opérations  d*ordre  4/>> 

»  2/>, 

.)  /?, 

»  8, 

>'  4, 


)) 


2. 


39.  tlJJ^  a  pour  équations  de  définition 

a^  =^b^z=  cP  =Li^         ab=:ba''j         ca^nac,         cb  zzl  bc~^ 

Le  Tableau  des  opérations  de  \ct^  b  i  est 


8 

a 

i 

a^ 

ab 

1 
î 

1 

1 

i 

7. 

'2 

i>  1 

a^b 

o^b 

J3onc  J  «,  6  j  donne 


4  opérations  d'ordre      8, 


9 

(i^ 

donne 

P  -I 

^«(x-Hl^X 

donne 

4(/>-i) 

^KJji-HDçX 

donne 

2(/>         1) 

a*c^ 

donne 

p-l 

al*6c^ 

donne 

S(p-J) 

» 


» 


)» 


» 


4, 

2, 

8/>, 

2/>, 

2. 


LES    GROUPES    d'oRDRE    iG/>,  p    ÉTANT    UN   NOMBRE    PREMIER    IMPAIR.  95 


GJJ    possède 


4(/>  — 0    opérations  d'ordre    %p. 


2(a>  — 0 

p-l 
p-l 


4 


8/>4-l 


» 


» 


» 


» 


2/;, 

/^ 

8, 


4, 


2. 


40.  Enfin  G^^    est  défini  par  les  équations 


Le  groupe  1  «,  ^  1  donne 


(\:: 


lO/l 


donne 
donne 
donne 
donnent 
donne 


4 

2 

9 

(A>-i) 

4(/^~0 

2(/>-l) 

5(/>  — I) 


Ca  :n::  aC~*, 


bc  =  C^. 


opérations  d'ordre      8, 

» 


"^(P  —  0     opérations  d'ordre 

5{p-i) 


p-l 

4/> 

2 

4/^4-5 


» 


» 


)) 


» 


» 


» 
» 

» 
» 


2/>, 


/^ 


4/>, 

M. 

8, 

4, 

2. 


4, 


'^, 


8, 

2/>, 


•>►. 


41.  B.  J'arrive  au  cas  où  il  n'y  a  pas  dans  le  groupe  cherché  de  sous-groupe 
d'ordre  p  conjugué  de  lui-même;  alors  supposons  qu'il  y  ait  un  sous-groupe 
d'ordre  i6,  conjugué  de  lui-même. 

Supposons  que  le  sous-groupe  d'ordre  iG  conjugué  de  lui-même  est  (im. 

Soit  a  une  opération  d'ordre  i6.  Elle  engendre  G|o. 

l^our  engendrer  Gic,  on  peut  remplacer  a  par 


11 


rl3 


M 


a,  ou  a*,     ou  a\  a',  a%  a",  a'*,  a»». 


Oti 


U.    LE    VAVASSECR. 


Le  groupe  des  isomorphismes  de  G|o  est  d'ordre  8. 

(^es  isomorphismes  sont,  Tisoniorpliisnie  idcnlique,  i,  puis 

s     —  {a,  a\  a\  «"  )  i,a\  a«)  {a\  a««)  («*,  a**,  a'\  a?)  {a'\  a»*), 

s^    z=z  (a,  a')  {a\  a^^)(a^,  a>»)  (a-,  a»^)^ 

.ç'    —  (a,  a",  a»,  rt»)  («S  a«)  (aS  «»')  (a»,  a\  rt",a»=)  (a»^  «»*), 

/     zn  (a,  a%  e7%  «»')(«%  a'»)  (a\  a",  a",  a")  (a%  a»*), 

.v/    =  (rt,  flr>*)  (a\  rt»*)  (a»,  rt»»)  (rtS  a^*)  («S  «»»)  (a»,  a»«)  (a",  a»), 

,v-/  =  (flr,  ûf>S  a\  a^)  (a\  a^'^)  (a»,  a%  a»>,  a»»)  (a*,  a»*), 

.v»^  z=  (flr,  rt')  (^%  «»*  J  (a%  a*)  (rtS  a»»)  (a%  a»«)  {a\  a")  (a«»,  a»»). 


Ou  a 


.v*=/^=i,         s^=t^, 


si  =r  /.v, 


De  là  résulte  que  sî  b  est  une  opération  d^ordre/?,  permutable  avec  le  groupe  Ciia, 
elle  l'si  nécessairemenl  permutable  avec  toutes  les  opérations  de  Gie. 
On  retombe  sur  le  i;roupc  GioGy,. 

t2.   Soit  (««(ia  le  sous-groupe  d'ordre  i6  conjugué  de  lui-même 

On  |)Ourra  reinpiarer  (pour  engendrer  le  sous-groupe) 

a         par        a,     a',     a',     a",     a^,     a^{3,     a*^,     a' 3» 
P        par        ;3,     a^;3. 

I^e  groupe  des  isomorphismes  de  (inGa  est  donc  d'ordre  i(). 
Il  n'y  a  donc  aucun  isomorplilsme  d\)rdre  impair. 

Donc,  si  une  opération  d'ordre  p  est  permutable  avec  GgGj,  elle  sera  permu- 
table avec  toutes  les  opérations  de  ce  groupe. 
On  retrouve  GbGoG;,. 


.43.   Soit  (G^)*  le  sous-groupe  d'ordre  iG  conjugué  de  lui-même. 
Soient  ^/*  =  ^*  =  I ,  ab=-ba. 
Voici  le  Tableau  des  opérations  : 


'À 


a 

a' 

b 

ab 

a^b 

a'^b 

ab^ 

a^b^ 

b^ 

ab'' 

a^b* 

a^b^ 

a^ 

a- 

b*- 

a^b'- 

b'- 

a^  //- 

a*' 

a» 

b^ 

a^/' 

b^ 

a^b^  1 
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Il  y  a  12  opéralioDS  d'ordre  4  ^ 

4    ont  pour  carré    a*. 


4 


» 


» 


On    pourra   prendre  pour  opération   génératrice  a'  l'une  des   12   opérations 

d'ordre  4»  puis  ensuite,  pour  6',  l'une  des  8  opérations  d'ordre  4  n'avant  pas 

même  carré  que  a'. 

En  tout,  cela  donne 

1 2 . 8  =:  96  isomorphes. 

Or, 

96  nz  3.32. 

Puisque  3'  est  la  plus  grande  puissance  de  3  qui  divise  96,  les  isomorphismes 
d'ordre  3  se  partagent  en  groupes  cycliques  d'ordre  3  formant  une  suite  complète 
de  sous-groupes  conjugués  dans  le  groupe  total  des  isomorphismes. 

Soient  c'=  1 . 

Posons 

ac  =  cby         bc  =:  ca^  b^  ; 

d'où 


On  devra  donc  avoir 

Donc 
d'où 


(3'-+-a  =  o,        a|3  =  i         (mod4). 

(3'  =  -i         (mod4), 

(3  =  3,         «  =  3. 


Le  groupe  GJJ  sera  défini  par  les  équations 

c=:(a,  bf  a* 6'). 


14.  Le  sous-groupe  d'ordre  16  conjugué  de  lui-même  est  Gt(G2)^.  On  a 


a^  :=  b*  z=i  c^  =:  t ,         ab  ^i^  buy         ac-=zca. 


bc  =:  cb. 


1 

a 

a» 

ab 

a^b 

ac 

à^c 

abc 

a^bc 

rt» 

«» 

b 

a} 

a^b 

à" 

c 

a} 

a^c 

a^ 

bc 

a' 

a^bc 

a^ 

Pour  avoir  le  groupe  des  isomorphismes,  on  peut  remplacer  a  par  l'une  des 
Fac.  de  T.,  r  S.,  V.  l3 
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S  oprrulions  d'ordre  .{,  soil  rt' ]  puis  h  par  rnnc  des  6  opérations  A,  a^b^  r,  a-c. 
Ar,  fi'^bc,  soil  b' \  ensuite  c  par  l'une  des  4  opérations  d'ordre  2  qui  restent  aprrs 
<|ue  l'on  a  exclu  //  el  a'^b' , 

Le  groupe  des  i.^omorpliismes  est  donc  d'ordre 

8.6.',  r      '6.CA  —  \i)0„ 

Les  isomorpliisnies  d'ordre  3  se  |)arlagent  en  groupes  d'ordre  3  formant  une 
suile  compirle  unicpie  de  sous-groupes  conjugués. 

Si  Ton  se  reporte  aux  considérations  faites  dans  un  Mémoire  antérieur  (  ' '),  on 
a  ici,  /;/j=  1,  ad z=:  da^  par  exemple  (en  supposant  rf-^  :=  1), 

dz=:  {a'^b,  a'^'Cy  a'^bc). 
On  trouve  ainsi  le  groupe  décomposahie  («J^Gi  (^). 

t»>.   Le  sous-groupe  d'ordre  i()  conjugué  de  lui-même  est  ((ia)*-    I-'ordre   du 
roupe  des  isomorpliismes  est 


(iG  _i)(if)--o.)(,G_  >i)(,G    -8)-i5.i',.i'.?.8  =  'î«.:J*.5.7zz:2o  160. 

On  a 

^5=1 5        (niod/>)     ('). 

Si/>=  7,  peut-on  avoir  m-2=  8? 

^oit 

a^=ib-  —  c''  —  d'  =  e'=i, 

//,  b,  c,  rf  étant  deux  à  deux  permulahles. 

Les  opérations  avec   lescpielles  ^  est  permutable  forment   un   groupe     car  si 

Ton  a 

ae  — -  ea^         be  =  eb^ 
on  aura 

fibr  :::z  aeb  --.  cab. 

Or  il  faudrait,  en  prenant  les  8  opérations  d'ordre  2  et  en  y  ajoutant  l^opcralion 

identique,  ce  qui  fait  g  opérations,  que  ces  9  opérations  constituent   un    ^ous- 

roupe  de  (Gj)*. 

Mais  i)  ne  divise  pas  2*.  Donc  c'est  impossible. 

On  peut  avoir  //?2=  i, 

ae  :=  va  ; 


(')  Loc.  cit.  au  commencement  du  Mliapitre  NUI. 

(*)  Lor.  cit.,  Cliap.  \ . 

P)  Loc.  cit.  au  commencement  du  Chapitre  VI II. 
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puis 

e  1=  (/>,  c,  dy  bCy  cd,  bcdy  bd)  {ab^  ac,  ad,  abc,  acd,  abcd,  abd). 

On  Irouve  ainsi  G?gG2  (*). 

D'ailleurs,  dans  le  groupe  des  isomorphismes  de  (G2)*,  il  y  a  une  suite  coni- 
|)lèle  uni(|ue  de  sous-groupes  conjugués  d'ordre  7. 

16.  Faisons/?  =5. 

On  peut  supposer  m2=  10,  ou  m2=  3,  ou  m.2=  o. 

Mais  les  opérations  de  (G2)*  permutables  avec  e  forment  un  groupe.  On  en 
déduit  qu'on  a  nécessairement  /;i2=o;  autrement  l'ordre  du  groupe  des  opéra- 
lions  de  (02)^  permutables  avec  e  serait  6,  ou  1 1,  ce  qui  est  impossible  puisque 
ces  nombres  ne  divisent  pas  u^. 

On  peut  supposer,  par  exemple,  qu'on  a 

c  =:  {a,  b,  c,  d,  abcd)  {ab,  bc,  cd,  abc,  bcd)  {ac,  bd,  abd,  ad,  acd). 

Introduisons  les  exposants  imaginaires  de  Galois. 
IVenons  comme  congruence  fondamentale 

a  *  =2  j;^-\-a:^-^  X  -\-i  (  mod  2  ). 

\  oyons  à  quel  exposant  appartient  j:  : 

JC    —-  <2/«  JC    — —  tjC    y  ûC    —  jC   ,  OC    ^^  %A/     ~T—  JC'  — T~  oc  ~T~  I  , 

x'""  ^  X^  -\'  x^  -\-  X^  -\-  X  '—i  \  . 

Donc  X  appartient  à  l'exposant  5  et  G'^^  est  défini  par  les  équations 

^(î,jr«+x>4-j:»fj:-Ki)— .^s—,^         ab  —  ba"" . 

On  remarquera  d'ailleurs  que  les  sous-groupes  d'ordre  5  du  groupe  des  iso- 
niorpliismes  de  (G2)*  font  partie  d'une  suite  complète  unique  de  sous-groupes 
conjugués. 

47.  Soit  /?  =  3.  On  aura 

/M,  m  i5,  12,  9,  6,  3,  o. 

Pour  7712  =  1 5,  on  aurait  un  sous-groupe  d'ordre  3  conjugué  de  lui-même. 
Les   opérations  de  (G2)*  permutables  avec  e  devant  former  un  groupe,   les 
livpollièses  m2=  12,  9,  6  sont  exclues. 

(')  Loc.  cit.,  fin  du  Chapitre  VIII. 


lOO  R.    LK    VAVASSEUR. 

Soil  m2=  3. 

On  aurait,  par  exemple, 

e*  =  I ,         ce^=  ec,         de  =  ed, 
cr=  (a,  6,  ab). 

On  trouve  aînsî  0^2(02)^. 

Soit  enfin  /?i2=  o. 

Appelons  6  la  transformée  de  a  par  Topération  e  : 

ae  =:  eb. 

Soit  ensuite  be  =  ec\  et  par  suite  de  =  ea. 

On  a 

abc'ezizeabc';         donc         abc'=i,         c'^^ab. 

Bref,  on  pourra  prendre  pour  e  Tisomorphisme  suivant  : 

e:=^(a,  b,ab)(Cfd,  cd)  («c,  bd^  abcd)  (ad y  bcd,  abc){bCy  abdy  acd). 

Introduisons  les  exposants  imaginaires  de  Galois. 
Prenons  la  congruence  fondamentale 

.r ^ -h  jc' -h  :r* -h  .r  4-  1  =  o         ( mod  ?.) • 

On  a  vu  tjue  j:,  a:^,  a:',  x'  -h  x'-*  +  a:  -h  •  appartiennent  à  l'exposant  5,  1  -f-  .r 
appartient  à  Texposant  i5. 

Il  en  est  de  même  de  i -f- a:^==  (1 -|- x)^,  de  œ -i- x^ -{- x^  ^  (i -\- x)\  d«» 
(i  4-^  +  .^*)  =  (i  4-^)%  de  I  4-;r»  =  (i  +:r)«,  de  i  4-  ^  4- J:'=  (i  4- ^r)**,  dr 
.r  4-  x*^  (i  -h  j*)*'  et  de  ;r  -ha:'==  (i  4-  a:)**. 

Les  deux  seuls  nombres  appartenant  à  l'exposant  3  sont 

I  4- .r- -h -t'     et     X'-hx^         [î -h  X'-h  x*~{i -hx^;     a-*-h  Jr»=  (n- .r)'*]. 

Si  l'on  envisage  le  groupe  des  isomorphismes  de  (Gj)*,  ou  plutôt  le  groupe  des 
substitutions  linéaires  simplement  isomorphe,  j'observe  que,  puisqu'on  a  //î2=  o, 
1rs  substitutions  d'ordre  3  correspondront  à  des  congrucnces  caractéristiques 
ajant  toutes  leurs  racines  imaginaires. 

Cette  congruence  caractéristique  sera  donc 

0-^  -H  0"'  -H  O"'  +  0"  -+- 1  ^  o        (  mod  v>.  ) 

ou 

a^ -h  0"' -H  I  ^  o 

ou 

0-^  4-  0--  -h  I  IS  o 


LES    GROUPES    d'oRDRE    |6/I,  p   ÉTANT    UN'    NOMBRE   PREMIER    IMPAIR.  lOI 


OU 


0"*  4-  0"  -h  I  ^  O. 


Cette  congruence  caractérîslique  est  d'ailleurs  donnée  par  la  formule 


rtii-h  0" 


11 


a 


12 


a 


13 


a 


11 


a 


a 


31 


«'il 


SS 


AT 


a 


S3 


6r 


a 


IV 


24 


32 


« 


33 


a 


3V 


flr 


42 


a 


43 


flr 


44 


o     ('). 


Gj J  sera  défini  par  les  équations 


^(2,a:«+x«+:r«-Har+l)_  ^3_  j^  ^^  ^  ba''^^\ 


48.  Le  groupe  d'ordre  i6  conjugué  de  lui-même  est  GJGa 


a^  z=  b^  =z  c*  =:  i ,         ab^:zba}^         ac^=^cay         bc^=zcb. 


a 

a\ 

oc 

a^c 

■ 

a'' 

a» 

b 

ab 

a'b 

a^b 

c 

a» 

a^ 

a^c 

bc 

abc 

a^bc 

a^bc 

1^'ordre  du  groupe  des  isomorphismes  est  64. 

En  cfiet,  on  peut  remplacer  a  par  l'une  des  4  opérations  «,  a',  ac^  a^c\  puis  b 
par  Tune  des  8  opérations  6,  ab^  a^b,  a^b,  bc^  abcj  a^bc^  a^bc;  enfin  c  par  Tune 
des  2  opérations  c,  a^c. 

Cela  fait  en  tout  64  isomorphismes. 

Donc,  il  n'y  a  pas  d'isomorphisme  d'ordre  premier  impair. 

Autrement  :  on  a 

/W4  =  2     (mod/?),        donc        /?i4i=2; 

donc  l'opération  rf,  d'ordre/?,  est  permutable  avec  a  et  c. 

Ensuite  il  y  a  11  opérations  d'ordre  3. 

Si  p  =  ^^  m.2  est  au  moins  égal  à  4  (puisque  d  est  permutable  avec  a^, 
r,  a'^c). 

D'ailleurs  m^  ne  peut  pas  être  égal  à  4  ^  il  n'y  a  pas  dans  le  groupe  G*  Gj  de 
sous-groupe  d'ordre  5. 

Si/?  =  5,  Thypollièse  m^^-  6  est  inacceptable  :  il  n'y  a  pas  dans  le  groupe  G^Ga 
de  sous-groupe  d'ordre  ^. 


C)  Loc,  ait,,  Chap.  VII.  —  J'oir  aussi  Cliap.  Mil. 


un 
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Si  />  z=z  3,  /;*2=  ^,  5.  C'esl  impossible  :  il  n'}-  a  pas  dans  0^02  de  sous-groupe 
trordre  (>,  ou  9. 


i\h   Le  sous-groupe  d'ordre  16  conjugué  de  lui-même  esl  G^ii^  • 


«i-=z/;'7^a,         a*=:c'iiri,         ab'=^ba(Xy         ac^^ca^ 


Le  =  c6, 


•I 


aoi 

^a 

aboL 

ac 

bv 

abc 

acoL 

bcoi 

a 

a 

OL 

C 

Cf. 

OL 

OL 

COL 

OL 

OL 

ai 


On  peut  remplacera?  par  I^une  des  douze  opérations  a,  6,  a6,  aa,  Ut.^  ab%^  ac\ 
Iht.  itbCy  rica,  bcoL.  abcc/.;  soit  a';  puis  b  par  l'une  des  8  opérations  d'ordre  4  <|"i 
restent,  après  qu'on  a  effacé  a',  a'c,  u'tl,  a^cct.;  enfin  c  peut  être  remplacé  par 
Tune  des  deux  opérations  c,  col. 

Le  groupe  des  isomorphismes  est  donc  d'ordre 

lîj.  16  :^_- 192. 

• 

D'après  cela,  il  y  a,  dans  le  groupe  des  isomorphismes,  une  suite  com|)lète 
unique  de  sous-groupes  conjugués  d'ordre  3. 

Soit  d  une  opération  d'ordre  3.  Je  dis  que  d  est  nécessairement  permulable 
a\ec  z. 

En  effet,  si  d  n'est  pas  permutable  avec  a,  il  n'est  permutable  avec  aucune  des 
•opérations  d*ordre  4?  <I"î  toutes  ont  pour  carré  a.  Ou  aurait,  par  exemple, 
»i'/=d€i'j  a'  étant  d'ordre  4- 

^Làis  on  en  déduit  a^  d  =  da'^,  donc  xd  =:  dx.  Il  v  a  contradiction.  Donc  d  est 
(«crmutable  avec  a,  et,  par  suite,  avec  c  et  col. 

Il  V  a  sis  groupes  d'ordre  4»  donc  on  a 

m^^G        (modS)     (*)• 

L'bvpolbêse  ///4==6  doit  être  écartée  (7  ne  divise  pas  16). 

Donc  /// 4  =  3  ou  //I4  =  o. 

»îl  //ij  =  3;  si  d  est  permutable  avec  a,  6,  afc,  il  est  aussi  permutable  avec 
•  <-  Ocr  ahr,  donc  on  aurait  m^=:^  6. 

Mai?,  s'il  est  permutable  avec  ac,  il  est  permutable  avec  a,  puisqu'il  est  déjà 
t*^TitauUth\e  avec  c.  . 

D>û<:  rhvpolhèse  m^=  3  doit  être  écartée. 


A.    .  tV..  ie  CMmmcnceinenl  du  Chapitre  VIIL 


LES  r.RorpES  d'ordre  \Gp,  p  étant  un  nombre  premier  impair.       lo'i 

Resle  7??^  =  o,  qui  donne  GJjGa  (*  ), 

a^' z=z  b*- —  7.,  OL*' =  C'=i  d^  z=z  1 , 

abzzz-baxy         avzi^ca,         bc=zcbj         de  :=  cri,         d  ^.  {a,  ab^b). 


\< 


r)0.   Le  soiis-gronpc  d'ordre  iG  conjugué  de  lui  inéme  est  Gj^  : 
Le  Tableau  des  opéralions  est  le  siiivanl  : 


8 


4 


a 

a^ 

a^ 

a? 

ab 

a»  6 

an 

a'  b 

a^ 

a\ 

a- 

a* 

rt« 

a^b 

«» 

a' 

a«6 

a' 

a' 

a' 

a' 

a' 

b 

a' 

a^ 

a^ 

a'b 

a' 

a' 

a^ 

On  peut  rem|)lacer  a  par  Tune  des  8  opérations  rt,  «',  a'*,  «',  ai,  a' 6,  a^i, 
fi'b,  cl  6  par  Tune  des  2  opérations  6,  a*  6,  ce  qui  donne  i6  pour  l'ordre  du 
groupe  des  isomorphismes;  donc,  il  n'y  a  pas  d'isomorphisme  de  degré  impair. 

ol.   Le  sous-groupe  d'ordre  i6  conjugué  de  lui-même  est  G\  (*)  : 
a'ziz  b^=zc^=zi,         ab  ^=:  bac'f         ac^=^ca,         bc^=:cb; 

il  a,  pour  Tableau  de  ses  opéralions, 


\ 


2    i 


ab 

abc*' 

c 

c^ 

ac 

bc 

c 

ac^ 

bc-" 

t 

a 

b 

c* 

rtC* 

bc^ 

c- 

c- 

c* 

c» 

C» 

abc 

c* 

c^ 

abc^  , 

On  peut  remplacer  a  par  Tune  des  6  opéralions  n,  6,  «c^,  6c-,  r/ir,  abc-, 

a  étant  ainsi  remplacé  par  a',  on  peut  choisir  pour  b  Tune  des  4  opéralions 
qui  restent  quand  on  a  supprimé  a'  et  a'c^.  On  peut  enfin  remplacer  Topéralion  c 
par  c  ou  c'. 

Cela  fait  en  tout  48  =  3.  2*  isomorphismes. 

Il  y  aura  donc,  en  particulier,  une  suile  complète  unique  de  sous-groupes  con- 
jugués d'ordre  3. 

On  pourra,  |>ar  exemple,  prendre 

-.  •    /a       b      c 
d=zl 

b     abc     c 


(»)  Loc.  cit.,  fin  du  Chapitre  VIIL 
(*)  Loc.  cit  y  Chap.  VL 


lo/î 
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ou 


d=i{a,  bf  abc)  {ab,  ac^y  bc*)  (ac*,  6c*,  abc^)(aCy  bcy  abc*). 

Le  groupe  G^J  est  alors  défini  par  les  équations 

flf*  =  6*  =:  c'  —  rf*  =:  I ,         ab=z  bac* 9         ac^ica^         bc  =z  cb,         cd  =  dc^ 

ci=L{ay  6,  abc). 


f  f 
i 


?i2.  Le  sous-groupe  d'ordre  i6  conjugué  de  lui-inérae  est  G^^  : 


a'=:b'=i, 


ab  rr=:  ba^. 


Le  Tableau  des  opérations  est  ici,  en  posant  a^=  a,  b'^  =^  p,  ab  =^  ba ol  : 


1 

'      a 

ax 

b 

ab 

b» 

abx 

«? 

a(x3 

• 

b? 

a6;3 

■*' 

a 

a 

P 

? 

P 

? 

a 

«i3 

a 

P 

? 

^a3       abzl 


a  pourra  élre  remplacé  par  Tune  des  4  opérations  a,  ^a,  a^,  aa^ 

6  »  8  bj  abj  bTL^aboL^  b^^ab'^^ 

boL^j  abTL^. 

L^ordre  du  groupe  des  isomorphismes  est  32. 
Il  n'y  a  pas  d*isomorphisme  d^ordre  impair. 

o3.  Le  sous-groupe  d'ordre  i6  conjugué  de  lui-même  est  G'g  : 


a*^:.  oc, 


b*T=za*=i^'=:i,         ab  =  bap, 


a 

ax 

ab 

aboL 

a^ 

acf.^ 

ab^ 

abxP  ! 

^ 

y. 

b 

«? 

«? 

«15 

? 

OL 

OL 

bp 

«^ 

boi^ 

«3 

« 

a  pourra  être  remplacé  par  l'une  des  8  opérations  a,  a  a,  ab,  aboL^  a  3    aa'i 
ab^y  aboLpl  6,  par  l'une  des  4  opérations  6,  6,3,  6a,  iajîJ. 
Cela  donne  3*2  pour  l'ordre  du  groupe  des  isomorphismes. 
Il  n'y  a  pas  d'isomorphisme  d'ordre  impair. 

54.  Le  sous-groupe  d'ordre  i6  conjugué  de  lui-même  est  G'^„  : 

a^=:  b^i=  a,         o^=i\y     ^    ab  z:^  ba^x. 


8  1 

a 

rt' 

ax 

a^x 

a^boi 

1 

/    ! 
1 

a'- 

n^y. 

a^ 

a^x 

b 

ab 

a*b 

a^b 

bx 

abx 

1 

1 

a 

y 

^ 

^ 

^ 

^ 

^ 

X 

X 

X 

a 

a^b 


^      [ 


h 
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a  peut  êlre  remplacé  par  l'une  des  4  opérations  a,  a',  aa,  a' a,  et  6  par  Tune 
des  8  opérations  «^6,  X  =  o,  i ,  2,  3,  4i  5,  6,  7. 

On  a  donc  un  groupe  d'isomorphismes  d'ordre  32. 
Donc,  pas  d'isomorphisnie  d'ordre  premier  impair. 

53.  Le  sous-groupe  d'ordre  16  conjugué  de  lui-même  est  GJg  : 


a*=i  a, 


^«=«»=i, 


abzzi  ba^, 


8 

a 

a» 

aoL 

a' a 

4 

a- 

a*  a 

a« 

a' a 

ab 

a^b 

aboL 

a}b<x 

2 

(X 

a 

a 

(X 

b 

a 

a»^ 

OL 

boL 

(X 

a'boL 

a 

On  pourra  remplacer  a  par  Tune  des  4  opérations  a^^"*"*,  X  =  o,  i ,  2,  3,  et  6, 
par  Tune  des  4  opérations  a^^è,  X  =  o,  i,  2,  3. 
Le  groupe  des  isomorphismes  est  donc  d'ordre  16. 
Il  ny  a  pas  d'isomorphismes  d'ordre  premier  impair. 


56.  Enfin,  le  sous-groupe  d'ordre  16  conjugué  de  lui-même  est  G^ 

a*  rzr  a,         6'  =  a*  =  I ,         ab  z=.  ba}  ol» 


« 


8 

•  a 

a» 

aoL 

a^OL 

■ 

• 

4 

a« 

a*  a 

a} 

a^OL 

2 

« 

a 

OL 

OL 

b 

ab 

a^b 

a^b 

bOL 

aboL 

à^boL 

a^boL 

On  pourra  remplacer  a  par  Tune  des  4  opérations  a^^*^*,  X  =  o,  1,  2,  3,  et  b 
par  l'une  des  8  opérations  «^6,  X  =  o,  i ,  2,  3,  4?  5»  6,  7  . 
Le  groupe  des  isomorphismes  est  d'ordre  32. 
Il  n'j  a  donc  pas  d'isomorphisme  d'ordre  premier  impair. 

57.  (G).  Soit  maintenant  à  considérer  le  cas  où  le  groupe  cherché  d'ordre  16/? 
n'admet  ni  sous-groupe  d'ordre  p  conjugué  de  lui-même,  ni  sous-groupe 
d'ordre  16  conjugué  de  lui-même. 

Alors  p  =  7,5,  ou  3  (voir  n°  1). 

Si  /?  =  5,  on  a 

i6=:m(5A -hi);        d'où        ^^  =  3,        mr=i, 

il  y  a  alors  16  sous-groupes  conjugués  d'ordre  5,  d'où  64  opérations  d'ordre  5. 

Reste  80  —  64  =  16  opérations;  il  y  a  donc  nécessairement  un  sous-groupe 
d'ordre  16  conjugué  de  lui-même. 


Fac.  de  T,,  a*  S.,  V. 
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Lo  caw«  p  =.  5  peut  donc  être  écarté. 


V 


Î8.   Envisageons  le  cas  /?  =  -j. 

L'ordre  du  groupe  est 

7.16=:  1 12. 

Il  V  a  8  groupes  conjugués  d'ordre  7  (n^  1),  donc  48  opérations  d'ordre  7. 

Ensuite  on  a 

16.7  =:i6/ii  (a^i -h  1)     (*). 

Donc 

']  —  m(ih-\-\)        ajvec        h^o. 

Donc 

^  =  3. 

Cela  donne  7  groupes  conjugués  d'ordre  16. 

Appelons  n  le  nombre  des  opérations  communes  à  tous  ces  groupes  trans- 
formés d'ordre  16.  On  a 

48  4-7(16  —  w)-+-/i  =  ii2 
ou 

48  — 6/1^0, 

Or,  d'autre  part,  n  ne  peut  être  supérieur  à  8. 
Donc 

W  =:  8. 

Ainsi,  il  y  a  un  sous-groupe  d'ordre  8,  conjugué  de  lui-même. 

Le  sous-groupe  conjugué  de  lui-même,  d'ordre  maximum,  aura  donc  pour  son 
ordre  un  multiple  de  8. 

Ce  sera  un  groupe  d'ordre  56. 

Ce  sous-groupe  d'ordre  56  doit  contenir  un  sous-groupe  d'ordre  8  conjugué  de 
lui-même,  mais  ne  doit  contenir  aucun  sous-groupe  d'ordre  7  conjugué  de  lui- 
même. 

ScMil  le  groupe  G?„  (^)  répond  aux  conditions  imposées. 

Hemarquons,  à  cause  de  l'égalité 

484-7.84-8  =  112, 

t\\u:  le  groupe  pourra  contenir  des  opérations  d'ordre  7,  ou  iG,  ou  8,  ou  4,  ou  2, 
uiii'i^  aucune  opération  d'un  autre  ordre  (sauf  l'opération  identique). 


(  '  ;    l,or.   (il.,    Il"  21,   p.    IS. 
/  *  ;   Lor,  rit.,  (^liap.  NUI. 
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On  a 


donc 


a^  =:  b^  =z  c^  z=z  d"^  =z  i  ^         ab=:ba^         ac  =:  ca^         bcr=zcby 

d  =z  (a,  bf  c,  aby  bc,  abcy  ac). 

A  ce  groupe  d'ordre  56,  il  faut  adjoindre  une  opération  e,  d'ordre  à  ou  4 
(puisque  e^  doit  faire  partie  du  groupe  d'ordre  56). 

De  plus,  e  ne  sera  permutable  avec  aucune  des  opérations  d'ordre  7,  puisque 

autrement  on  aurait  une  opération  d'ordre  14.  D'après  la  remarque  faite  plus 

haut,  cela  est  impossible. 

Soit 

de  =  ea^bV-c''d9, 

{dey=de^a^b\'c''d?. 

Mais 

e'r=:a«6PcY, 

donc 

{dey=:da^-^^b\^+?c''+yd?=d^+9a^'bV-'c'''. 

Comme  de  doit  être  d'ordre  2  ou  4  (car  on  a  vu  que  le  groupe  d'ordre   112 

envisagé  contient,  comme  opérations  d'ordre  7,  les  48  opérations  d'ordre  7   du 

groupe  G^o) 

1  -+-p  =0,         p  =  —  i. 

Donc 

de  =  ea^bV-c''d-^. 

Je  dis  que  e  ne  peut  être  permutable  à  deux  opérations  d'ordre  2  que  d  trans- 
forme Tune  dans  l'aulre. 

En  effet,  soient  m  et  /Wi  deux  opérations  d'ordre  2,  telles  que  l'on  ait 

me=zem,         /nie  =  em,,         md:=zdmi. 
On  a,  d'une  part, 


et  d'autre  part 
Donc 


ou 


mde  =  ema^b^&^d"^, 
dm^e^z  ecL^b^c^d-^mx* 

dm  =  rriid, 


Io8  R.    LE   VAVASSEUR. 

d'où 

m  d^  r=  dm^d  ^=  d}  m^f 

ce  qui  est  inexact. 

Considérons  les  21  isomorphismes  d'ordre  2  du  groupe  (a,  6,  c!  (•). 

Ces  21  isomorphismes  forment  une  suite  complète  unique  de  sous-groupes  con- 
jugués d'ordre  2. 

Ils  sont  de  la  forme  (a,  b)  (c,  abc)» 

Les  3  opérations  d'ordre  2  qu'ils  transforment  chacune  en  elle-même  forment 
un  groupe  avec  l'opération  identique. 
Soit  [1 ,  «1,  aa,  as]  ce  groupe. 

On  a 

[i ,  «1,  a„  a,]  d  =  d[iy  a\ya'^,  a^], 

<i  n'étant  permutable  à  aucune  opération  d'ordre  2. 

Donc  a\  n'est  pas  égale  à  ^i,  ni  a^  à  a2,  ni  a',  à  ^3. 

D'ailleurs,  il  est  impossible  que  a',,  a'^,  a'.^  soient  les  opérations  «i,  a^,  a,  ran- 
gées dans  un  autre  ordre,  car,  si  l'on  avait,  par  exemple,  a|rf  =  rfaa,  e,  d'après 
la  remarque  faite  plus  haut,  ne  serait  permutable  ni  à  ai,  ni  à  a^. 

Donc,  il  faut  que  les  trois  opérations  a',,  a^,  a',  soient  distinctes  de  ai,  a2,  «3. 
Or  ceci  est  impossible,  car  si  l'on  prend  deux  sous-groupes  d'ordre  4  quelconques 
du  groupe  \a,  b^c^^  ils  auront  toujours  deux  opérations  communes. 

Bref,  le  groupe  cherché  n'existe  pas. 

39.  Soit  maintenant/)  =  3. 

11   peut  y    avoir    16   ou   4   groupes    transformés    d'ordre  3   (n®  1).    D'autre 

part 

3  =zi  m(2/i  -h  i). 

Comme  on  a  A  ^  o,  il  y  aura  3  groupes  transformés  d'ordre  16. 

16  groupes  transformés  d'ordre  3  donnent  32  opérations  d'ordre  3  ;  il  y  aurait 
donc  un  sous-groupe  d'ordre  16  conjugué  de  lui-même.  L'hypothèse  est  à  rejeter. 

Ainsi,  prenons  le  cas  de  4  groupes  transformés  d'ordre  3. 

Appelons  d  le  nombre  des  opérations  communes  aux  groupes  transformés 
d'ordre  16. 

On  a 

8-h3(i6  — e/)4-c?<48 
ou 

8  — 2t/<o,        c/>4. 

Il  y  aura  donc  un  sous-groupe  d'ordre  4?  ou  d'ordre  8,  conjugué  de  lui-même, 


(«)  Loc.  cit.,  Chap.  VIII. 
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ce  qui  entraine  pour  le  groupe  cherché  un  sous-groupe  conjugué  de  lui-même 
maximum  d'ordre  24* 

Ce  sous-groupe  d'ordre  24  ne  doit  pas  avoir  de  sous-groupe  d'ordre  3  conjugué 
de  lui-même. 

Tels  sont  les  groupes  GJ4,  GJ,,  GJ^  Ga  (*). 

Prenons  d'abord  GJ^  : 

a}z=zb^=zoL^         {?*=«-=  I,         ab^baoL^         c  =  {ajab,  b). 
Voici  le  Tableau  des  opérations  : 


4 

a 

aoL 

b 

bOL 

ab 

aboL 

2 

OL 

a 

OL 

OL 

OL 

OL 

6 

a  c 

COL 

bc 

abc 

3 

abc^ 

c* 

ac^ 

bc^ 

2 

OL 

OL 

OL 

OL 

3 

acoL 

C 

bcoL 

abcoL 

6 

abc^oL 

C'OL 

ac^oL 

bc^oL 

Le  groupe  des  isomorphismes  cogrédients  sera  ici  d'ordre  12;  cela  tient  à  la 
présence  de  l'opération  a,  qui  est  conjuguée  d'elle-même  dans  le  groupe  consi- 
déré. 

D'une  façon  générale,  si  G  est  un  groupe,  F  le  sous-groupe  formé  des  opérations 
de  G  conjuguées  d'elles-mêmes,  le  groupe  des  isomorphismes  cogrédients  sera 

simplement  isomorphe  à  y,* 

Pour  trouver  le  groupe  total  des  isomorphismes,  nous  pourrons  procéder  comme 
il  suit  : 

I®  On  choisit  pour  a  l'une  des  six  opérations  a,  aa,  fc,  fca,  ai,  aboL, 

2®  Soit  a'  l'opération  choisie,  on  prendra  pour  b  l'une  des  6  opérations  précé- 
dentes, à  l'exception  de  a  et  de  a'a;  soit  b' . 

3®  Parmi  les  6  opérations  d'ordre  3,  c,  c^,  ac^^  bc^^  abc^^  aco.^  bco.^  abco.^  il 
faudra  choisir  une  opération  c'  telle  que 

c'  =  {a\a'b\  b'). 


(^)  Loc,  cit,,  fin  du  Chapitre  VIII. 
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Or,  écrivons  d'abord  le  groupe  des  isomorptiismes  cogrcdienls  : 

Cf  al/cx)  {b,  bx)  {col,  abc){c^y  bc'*'){c^x,  ^c'a)(ac,  bc) 
{ctcx,  bcx)  {ac^,  abc^)  (^c'a,  abc^a)  (ab,  aba)^ 

Cj  ac(x)  (ay  ax)  {ex,  ac)  (c',  abc^)  (c*a,  abc^x)  {bc,  abc) 
{bcx,  abcx)  (bc^,  ac^)  {bc^x,  ac^x)  (ab,  abx). 


ab    - 


C  =r 


ac     = 


bc     = 


abc  = 


c'        =: 


ac^    := 


bc^    — 


abc*:=: 


ibcx)  (bc^y  ac^)  {bc^x,  ac^x)  (ab,  abx), 

Cy  bcx)(b,  bx)  (a,  ax){cx,  bc)  {abc,  ac)  (a*,  ac^){bc*,  abc*) 
{c^x,  ac^x)  {bc^x,  abc^x){abcx,  acx), 

a,  ab,  b){ax,  abx,  bx)  {ac,  abc,  bc)  {acx,  abcx,  bcx) 
{ac^,  abc^,  bc^){ac^x,  abc^x,  bc^x), 

a,  ab,  bx)  {ax,  abx,  b)  (c,  bcx,  abcx)  {ex,  bc,  abc) 
(c*,  ac^,  bc-){c-x,  ac'X,  bc-x), 

a,  abx,  b)  {ax,  ab,  bx)  (c,  abcx,  acx)  {ex,  abc,  ac) 
(c*,  bc*,  abc*){c*x,  bc^Xy  abc^x), 

a,  abx,  bx)  {ax,  ab,  b)  {c,  acx,  bcx)  {ex,  ac,  bc), 
{c*,  abc*,  ac*)  {c*x,  abc*x,  ac*x), 

a,  b,  ab){ax,  bx,  abx){ac,  bc,  abc)  {acx,  bcx,  abcx) 
{ac*,  bc*,  abc*){ac*x,  bc*x,  abc*x), 

a,  b,  abx)  {ax,  bx,  ab)  (c,  acxy  abcx)  {ex,  ac,  abc) 
{c*,  abc*,  bc*){c*x,  ahc*Xy  bc*x), 

a,  bx,  abx)  {ax,  />,  ab)  {c,  bcx^  acx)  {ex,  bc,  ac) 
{c*,  ac*y  abc*)  {c*x,  ac* x,  ahc*x), 

a,  bx,  ab)  {aXy  b,  abx)  (c,  abcx,  bcx)  {ex,  abc,  bc) 
{c*,  bc*,  ac*){c*Xy  bc*Xy  ac^x). 


D'aprc'S  la  manière  iiidicjiiéc  pins  haut  pour  former  les  isomorphîsmes     si  Ton 
fail  a'  =  «,  ^'=  bj  on  a 


c  =r  c. 


Si  «'=  ciy  b'  =  6a,  alors 


c'=z{a,  abx,  bx). 


donc 


c'  =zabcx. 


On  retrouve  ainsi  risoraorphisme  cogrédicnl  a. 

Soit  a'  =:z  a^  6'  =  ab,  alors 

c' z={a^  bx,  ab), 

donc 

c':=z  abc*. 
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On  a  alors 

d  —.  (6,  aby  boLy  aboL)  (c,  abc*,  abcoLy  ac^) 

{ac,  bc^a,  bc,  c-a)  (ca,  abc^a,  abc,  ac^a)  {aca,  bc^y  bcoL,  c'). 

lEnefrel,  5=  (  ""    Vl 

L  \a     ab    abcy  J 

On  voit  maintenant  que  Ton  a 

d^=ia. 
Vient  ensuite 

adz=  d^=  (b,  a  bac,  6  a,  ab){c,  ac^,  abc  a,  abc^)  {ac,  c^<x,  bc,  bc^a) 
(ca,  ac-(x,  abc,  abc^a)  {aca,  c',  bcac,  bc*)  . . ., 

Le  groupe  des  isomorphismes  est  d'ordre  24  =  3.2^. 

Il  en  résulte  que  les  sous-groupes  d'ordre  3  formeront  une  suite  complète 
unique  de  sous-groupes  conjugués. 

Cela  posé,  il  s'agit  d'obtenir  un  groupe  d'ordre  48,  dans  lequel  le  sous- 
groupe  G^^  envisagé  soit  un  sous-groupe  conjugué  de  lui-même. 

On  a  d'abord  le  groupe  Gl^  G2  déjà  trouvé. 

Si  l'on  veut  prendre  une  opération  rf,  d'ordre  4j  permutable  avec  toutes  les 
opérations  de  GJ^,  il  faudra  que  l'on  ait 

d'=i  a. 
Mais  alors,  on  aura 

ad=zda,         a'^=  d-z=  <x. 

Donc  ad  =  d'  sera  d'ordre  2. 

On  retrouve  GJ, ^Ga» 

Si  Topéralion  d  donne  le  même  isomorphisme  que  a,  par  exemple,  alors  on 
aurait  ad  =  da. 

Ensuite  ad  serait  permutable  avec  toutes  les  opérations  de  GJ^,  et  serait 
d'ordre  2  ou  4« 

C'est  un  cas  déjà  examiné. 

L'isomorphisme  fourni  par  d  sera  donc  un  isomorphisme  contragrédient. 

60.   Etudions  de  plus  près  le  groupe  des  isomorphismes  de  GJ^. 
C'est  un   groupe  d'ordre  24  qui   ne   contient  pas  de  sous-groupe  d'ordre   3 
conjugué  de  lui-même. 

Il  y  a  donc  une  suite  complète  de  4  sous-groupes  conjugués  d'ordre  3. 
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Or  conlinuons  l'énumération  des  isomorphismes;  on  a  encore 


hd       — 


abd     = 


cd       — 


acd      = 


bcd     = 


abcd    =1 


c^d      = 


ac^d    = 


bc^d 


abc^d:=^ 


( 

a,  ab 

( 

a,  aboc,  aa 


Soit 


On  a 


Donc 


[  bc,  oc^ol)  {bcoLy  ac*)  {abc^  bc^oc)  (abcx^  ^c'), 

ibf  aoLy  aboL)  (c,  ^c*,  ocol^  ac^)  {cet,  bc^a,  aCy  ac^oi) 
[abCy  abc^oLy  bc,  c*(x)(abcXy  abc^^  bccu^  c'), 

ï6a)  («a,  ab)  (6,  ^a)  (c,  c*)  (ca*,  c'a)  (^c,  6c'a) 
i^aCy  abc'x)  (aco^y  abc^){ac^y  abcx){ac^<x,  abc)y 

iboLy  aoLy  ab)  (c,  ac^y  acoLy  bc^)  (ex,  ac^ot,  ac,  bc^x) 
{abc y  c*a,  bCy  abc^a)  {abcoLy  c*,  bcoL,  abc^), 

bd  =:  a' y         c  =  b'. 


a' b'=  (a,  abiXy  acHy  ab)  (c,  <7c',  «ca,  6c*)  (ac,  6c' a,  ca,  ac*a) 
(abc^a,  abCy  c'a,  bc){abc^y  abaXyC^,  bc<x), 

a''=6'2z=i,         (a'6')^=Li. 


Donc,  le  groupe  des  isomorphismes  de  Gl^  est  isomorphe  avec  le  g^roupe  G* 
on  le  groupe  s^'mélriquc  de  4  Icllrcs. 


61.  Le  groupe  GJ^  est  bien  connu  :  on  voit  donc,  par  celte  remarque  qui  ter- 
mine le  n**  60,  que  les  isomorphismes  conlragrédienls  d'ordre  4  du  groupe  G' 
forment  une  suite  complète  de  3  groupes  conjugués  d'ordre  4- 
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Les  isomorphîsmes  contragrédients  d'ordre  2  forment  une  suite  complète  de 
6  groupes  conjugués  d'ordre  2. 

Prenons  d'abord  un  îsomorphisme  contragrédîent  d'ordre  4* 

(  Puisque  d^  =  a,  on  aura  d^z=aj  d^  =  a*=z  a.) 
Posons 

a^=i{Of  à^b,  boL^  à^ba)  (c,  à^bc^^  a^bca^  à^c^)  (a'c,  bc^<x,  bc,  c'a), 
(cçc,  a-bc^oi^  a^bc,  a^c^a,)  {a^ca^  bc^^  bccty  c*); 

c  =  (a*,  a}by  b)  {o^ol^  a^bcHy  ba)  (a*c,  a* 6c,  bc)  {à^coL^  a^bca,  bc(x), 

{a*c*,  a}bc^^  bc^){a}c'^(Xy  a^bc^oL,  bc-a). 

D'ailleurs  on  a 

rtc  zz:  rt*  c*  a  ==  rt*  c.ca  =  ca^  bca  =  ca^  c'  a, 

a'  c'  OL.c  =:a^0Lz=  c,c^  à^0L-=  c,a^  bc, 

a^  bec  =  a'  bc^  =  a'  ca'  c  =  aca'^  ba}  c  t=  acbc  =  ca}  c^oibc'=z  ca}  c'  a  ca*  r^ca. 

On  a  donc 

c  =  (ûT,  a'c*a,  a^bc). 

Posons  ab  =  &',  d'où 

car 

ab  =  a^baa,         b  =  aba^,         ab  -=:  ba*, 

{abY—ab^a^  =  a'^b^=i(x}z=z\. 

On  a  donc 

a*=b'^=i,        ab'=b'a\ 

puis 

c={a,  a'c\  à'b'c){b\  b'c\  b'c), 
car 

abc=z  aca^^zz  ca''  c^a^=zca''.a^bc^:=c.abc'=icb'c*, 
b'c^,c:=  b'=z  c.c^y  z=L  cc-ab  z=z  c.a'^ c- ,c*  b  =  c,a' cb  ^=  ca^à^bc  z=z  c,abc=^cb'c^ 

enfin 

b'c.c=:  b' c^:=z  abc'^=z  abc.c  :=  aca^c  =z  cà^ c^à^c  =1  ca' ,a*bc^=:  cb'. 

Le  groupe  G^^  sera  donc  défini  par  les  équations 

a»  m  6' :=:  c' trr  I ,         ab  =z  ba^, 
c  rr  (^,  rt'c-,  a^bc)  (6,  6c%  6c). 

62.  Prenons  maintenant  un  isomorphisme  contragrédient,  d'ordre  2. 
fac.  £/c  r.,  a*  S.,  V.  l5 


ll\ 


R,    LE    VAVASSFXR. 


Soient  a^-^  6^==  a,  c'  =  a^=  I,  ab=  baoL,  crzz  (r/,  «6,  />),  il^  =  a*»»^ 

f/rz:  {fiy  ox)  {hy  ah)  (ac,  ahc^ci)  (cx^ahc^ot)  (ra,  bc^x)  {c-oc,  aht') 
( hcy  ac'OL)  ( ac x,  abc^ )  ( c,  Ar* )  ( c',  abcoL)  ( flrc',  />(•  a)  (a^ oc,  // a ). 

Considérons  Topéralion  bd  =  rf'. 

On  a 

bd  T=z  daby 

{bilY—  bd}ab  —  bab(x'^z=zab^OL'*'^^  —  a(x'". 

Donc 

d'^^ax"",         a  =  d'^x"', 

d"-a^—x. 
D'autre  pari, 

df' zr:  (A,  aby  bx^abx)  (r,  ^/>c*,  abcx,  ac-) 

{ex,  abc^Xf  abc,  ac^x)  (r*,  acx^  bc^,  bcx) 
(c'a,  ac,  bc- X,  bc). 

On  relrouve,  par  conséquenl,  le  groupe  GJJ. 

63.  Je  me  propose,  avant  de  terminer  la  discussion,  d'énumérer  les  opération: 

de  ce  groupe  GJJ  (*  ). 

GjJ  est  défini  par  les  équations 

flr*  = /^' =  c' =1 1 ,         ^/y  =z /y<7\ 
c  .-..  {a,  a' c^j  a^bc)  (/>,  bc^,  bc). 

On  a  d'abord  le  Tableau  I  : 


ce  qui  donne 


8 


4 


4  opérai  ions  d'ordre  8, 

i'  ' 

()  »  I, 

5  »  2. 


":    ^ 

rt' 

1 

! 

1 

rt* 

^'a 

ab 

a^b 

« 

a 

/> 

X 

a'b 

X 

Maintenant  («6')^=  acac^  mais 


a^bc.c=z  ca,         ca -nz  a"^ bc^ \ 


{^)  Le  lecteur  désireux  de  suivre  simplement  la  discussion  pourra  passer  ce  numéro. 


i 


LES    GROrPES    n'oRDRE    l6/>,   p   ÉTANT    LX    XOMBIŒ    PREMIER    IMPAIR.  Il5 


donc 


( <7c )'  zn  a'  hoc  =  a*  hc  =  a-bcx^ 


On  a 


c=:  («',  ^/>,  a^boL)  {a^r,  abc,  a^bcx)  (flr'c',  a/>c-,  a^bc'^oL)  {a,  a^c^a^a^bc) 

(rt*a,  rt/>a,  a^b)  (a- ex,  abcx,  a^bc)  (a* c'a,  abc^cty  a^bc^)  (a a,  «'c*,  a-bcon) 
(b,  bc^y  bc)  (<?',  à^bc*oL,  acx)  {nc^,  a^cx,  a^b) 
{bxy  bc'X,  bcx)  (o'^Xy  à^bc^y  ac)  (ac-Xy  rt'c,  a-bx). 


En  eflel,  puisque 


on  a 


donc 

De  même 


ne  -=  ca^  c'  a,         à^c  =^  cab. 


(ri'c'a)'=i  ab; 
(rtr*c'a)'=r  aba^c^x  -=■  a^bc^x. 


(a^bc)^^r  a^bxy         {a^bcy=  a^bà^bcx  =:  a^b-cx  =:  acx. 
On  peut  écrire  le  Tableau  II  : 


8 

ac 

a^bcx 

aH'^ 

a'^bc^ 

4 

a^b 

a^bx 

ab 

abx 

2 

X 

X 

X 

X 

ce  qui  donne 

S     opérations  d'ordre     8. 

Mainlenant 

( rt' c )' ;r;  ^' crt' c   z=za^,a^bx, c- :=  abc^y 
{a^c)^:=  a^cabc'^^a^.a^cc^     =  a. 


De  là  le  Tableau  III  : 


6 

a^c 

abc 

ex 

a^bex 

3 

abc'- 

a^  bc^'  X 

c« 

a'c^ 

2 

a 

X 

• 

X 

X 

3 

a- ex 

abcx 

e 

a^bc 

G 

abc-  X 

a^bc'- 

c^x 

a^c'x 

1  m 
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8    opérations  d'ordre    6 


8    opéralions  d'ordre    3, 


IVils  enfin  le  Tableau  IV  : 


I 


ni  Jonur 


Q  II  a^c  I  bc  I  bc^  I  ac*  !| 


8    opérations  d'ordre    a. 


f  Ie<  deux  1  ableanx  sont  justifiés  par  les  égalités  suivantes  : 

{bcy   z=  bcbc     =zb,bc^,c     =i, 

abcy  ^=  abcabc       :zzab,a'C^=ia'' bc*=:  a^bc^x^ 
abc)*  z=z  abca^bc^oL  =  ab,abcoi.c*oi=^  a; 


a^  bc  )'  =".  a*  bca^  bc 
a^  bc  )'  =  a}  bcà^  c- 

a^c^Y'  —  a^c^a^c^ 
a^C'Y  =  aba^c^ 

bc^y    =bc^bc* 
ac^y   -rnac^ac^ 


a*  b ,  abc  a,  c  =:  ûr*c*, 
a*b,a^bx  =  î; 

a^.a^bcoc.c^-zz  ab, 
a'  bc*  ; 

a.a'ca.c*=i. 


I>-  groupe  (i'J  a  donc 


IQ 

opérations  d'ordre    8, 

G 

4, 

i3 

»                             2, 

8 

»                    6y 

8 

»                    3. 

1,1.   l'^Mson.H  au  «groupe  GJ^Cia,  défini  par  les  équations 


//^       //»       r» 


.  </*  "  I ,         ab  =  ba,        ad=z  da^         bd  z=z.  db,        cd  =  cdj 


c  —  (rt,  />,  «/>),         c*=  (a,  «6,  6). 
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Voici  d'abord  le  Tableau  des  opérations  : 

2  II  «,     by     df     abf     ady     ùd,     ahd 


cd 

acd 

bcd 

a  bcd 

c' 

bc'- 

abc* 

ac^ 

d 

d 

d 

d 

c 

ac 

bc 

abc 

ç^d 

bc^d 

abc^d 

ac^d 

car 


{acy- 

—  acac  —  a .  abc^      bc^. 

acbc^ 

a.ac.c^      1; 

bc.bc 

—  b,ac.c      abc^f 

bc.abc^ 

—  b.bcc^      I  ; 

abc .  abc  z=zab,bc.c^=  ac-, 
abc.ac^  z=zab,abc^=i\, 

60.  Cherchons  tous  les  isomorphisines  de  GJ^G2. 
Ecrivons  d'abord  les  isomorphismes  cogrédienls. 
Soit  Topéraiion  a;  elle  est  permulable  avec  b  el  d  : 


Donc  on  a 


ca  =  abc  y         bca  =z  babc=:  ac, 
c^a  =  bc*=:  a.abc^f         abc^a  ■=.  ab,bc^^=  ac^. 


a  ■=:  (c,  bc)  (c',  abc^)  (ac,  abc)  {ac^,  bc^)  {cd,  bcd)  (c-d,  abc^d)  {acd,  abcd)  {ac^dy  bc-d), 

cb  z=  ac=i  b,abc,         c-b  =zabc^T7^  b,ac^. 
Donc 

=  (c,  abc)  (c*,  ac*){bc,  ac)  {bc^^abc^),  {cd,abcd)  {c^d,  ac^d)  {bcd,  acd)  (bc^d^abc^d), 
=  (c,  ac)  (c*,  bc*)  {abc,  bc)  {abc*,  ac*)  {cd,  acd)  {c*d,  bc*d)  {abcd,  bcd)  {àbc*d,  ac^d), 
=  {a,  b,  ab)  {ac,  bc,  abc)  {ac*,  bc*,  abc*)  {ad,  bd,  abd)  {acd,  bcd,  abcd)  (ac*d,  bc*d,  abc*d), 
=  {a,  ab,  b)  {ac,  abc,  bc)  {ac*,  abc*,  bc*)  {ad,  abd,  bd)  {acd,  abcd,  bcd)  {ac*d,  abc*d,  bc*d), 
=  {a,  b,  ab)  {c,  abc,  bc)  {c*,  ac*,  abc*)  {ad,  bd,  abd)  {cd,  abcd,  bcd)  {c*d,  ac*d,  abc*d), 
=  {a,  b,  ab)  {c,  ac,  abc)  {c*,  bc*,  ac*)  {ad,  bd,  abd)  {cd,  acd,  abcd)  {c*d,  bc*d,  ac*d), 
=z{a,  b,  ab)  {Cj  bc,  ac)  {c*,  abc*,  bc*)  {ad,  bd,  abd)  {cd,  bcd,  acd)  {c*d,  abc*d,  bc*d), 
=  {a,  ab,  b){c,  ac,  bc)  {c*,  bc*,  abc*){ad,  abd,  bd)  {cd,  acd,  bcd)  {c*d,  bc*d,  abc*d), 
=  {a,  ab,  b)  (c,  bc,  abc)  {c*,  abc*,  ac*)  {ad,  abd,  bd)  {cd,  bcd,  abcd)  {c*d,  abc*d,  ac*d), 
abc*=z{a,  ab,  b)  {c,  abc,  ac)  {c*,  ac*,  bc*)  {ad,  abd,  bd)  {cd,  abcd,  acd)  {c*d,  ac*d,  bc*d). 


b 

âb 

c 

7* 

ac 

Te 

abc 

ac* 

bc* 
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Nous  pouvons  maintenant  énumérer  les  suites  complètes  d^opérations  conju 
guées  du  groupe. 


(  I  ).  L'opéralion  identique. 

(3).  «,     b,     ah, 

(5).  c,     bcy     abc,     ac, 

(7).  ^^^9     bcdy     abcd,     acd. 


(a).  I/opération  H. 

(4).  (id^     bd,     abd. 

(6).  c',     abc-^     ac^y     bc^. 

(8).  c^d,     abc^d,     ac^d,     bc^d. 


Dans  chaque  isomorphisme  Topération  d  joue  un  rôle  à  part  et  ne  pourra  être 
remplacée  que  par  elle-même. 

a  pourra  être  remplacé  par  a,  b,  ab  (3  combinaisons  possibles). 

Soit  a'  l'opération  choisie  pour  a. 

b  pourra  être  prise  parmi  les  3  opéralions  a,  b,  ab,  à  l'exclusion  de  l'opération  a' 
(2  combinaisons  possibles). 

App^ons  b'  Topération  choisie  pour  b. 

Reste  à  choisir  c'  par  la  condition 

c^  =:(a\  b',a'b')        (4  combinaisons  possibles). 

En  tout,  il  V  a  24  isomorphismes. 

Nous  venons  de  dire  que  a  ne  peut  être  remplacé  que  par  a,  b,  ou  ab. 
On  peut  se  demander  pourquoi  il  est  impossible  de  remplacer  a  par  ad^  par 
exemple. 

Soit,  je  suppose,  a'=  ad,  b'  =  bd,  alors 

a'b'—ab. 
Mais  il  n'existe  pas  d'opération  c'  telle  que 

c'  =  {ad,  bdf  ab), 

et  il  est  clair  que,  sur  trois  opérations  d'ordre  2  telles  <|uc  l'une  soit  le  produit 
des  deux  autres,  il  j  en  aura  deux  (ou  il  n^y  en  aura  aucune)  contenant  d,  jamais 
trois. 

Cela  posé,  on  a 

^      /  a      b      c  \ 

f—  (  )  —  {b,ab){c,c''){bd,abd){cd,c^d){ac,ac') 

\a     ab     c- ) 

{acd,  ac^d)  {bc^,  abc)  {bc^d,  abcd)  {bc,  abc*){bcd,  abc^d). 


Puis 


ac/=  {a,  ab)  {c,  bc^,  abc,  abc^)  (c*,  ac,  ac^,  bc) 

{ad y  abd)  {cd,  bc^d,  abcd,  abc^d)  {c^d,  acd,  ac^d,  bcd). 


LES    GROUPES    d'oRDRE    i6/>,  p    ÉTANT    UN    NOMBRE   PREBIIER    IMPAIR.  121 

Voici,  d'après  cela,  les  suites  complètes  d'opérations  conjuguées  : 

(  I  ) .  L'opération  identique, 

(a),  a  y     bj     aby 

(3).  c,     bCy     aCf     abc,     c*,     bc-,     ac*,     abc^^ 

(4).  dy     ad  y     cdy     c^dy     bcdy     abc^dy 

(5).  bdy     abd'y     acdy     abcd;     ac^d,     bc^d, 

Y  a-t-il  des  isomorphismes  contragrédients? 

Clierchons  l'ordre  total  du  groupe  des  isomorphismes. 

On  pourra  prendre  pour  a  l'une  des  trois  opérations  a,  fr,  ab  (3  combinai- 
sons possibles). 

Soit  a'  l'opération  choisie  pour  a. 

On  pourra  prendre  ensuite  pour  b  Tune  des  deux  opérations  qui  restent,  après 

qu'on  a  supprimé  a'  (2  combinaisons  possibles). 

Soit  b'  l'opération  choisie  pour  b. 

Il  faudra  ensuite  choisir  c  parmi  les  8  opérations 

Cy     bCy     acy     abc  y     C'y     6c',     ac'y     abc'y 

de  façon  que,  en  appelant  d  l'opération  choisie  pour  c,  on  ait 

c'  =  (a',  b'y  a' b')        (4  combinaisons  possibles). 

EnGn  d  devra  être  choisi  parmi  les  6  opérations 

dy     ady     cdy     c^df     bcdy     abc^dy 

de  façon  que,  en  appelant  d'  l'opération  choisie,  on  ait 

d'={a'ya'b'){c'yc'^)y 

d  sera  ainsi  complètement  déterminé. 

L'ordre  du  groupe  des  isomorphismes  est  donc  24* 
Autrement  :  partons  des  équations  de  définition 

Prenons  pour  6'  l'une  des  huit  opérations  d'ordre  3. 

Parmi  les  opérations  de  la  suite  (4)  il  y  en  a  trois  qui,  avec  Tune  des  opérations 
de  la  suite  (3),  donnent  comme  produit  une  opération  d'ordre  4- 
Par  exemple,  avec  c,  il  faut  prendre  arf,  ou  bcd^  ou  abc^d^  car 

Cad  =i  abcdy       cbcd  =:  ac^dy         cabc^d  =:  bd, 
Fac,  de  T.,  2'  S.,  V.  iG 
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Donc  Tordre  du  groupe  des  isomorphismes  esl  bien  24. 

Il  n'y  a  pas  d'isomorpliîsmes  conlragrédients. 

On  appelle  /groupe  complet  un  groupe  qui  n'admet  pas  d'opération  conjuguer 
irelle-niême,  à  l'exception  de  Topéralion  idenlique,  et  qui  n'a  pas  d'isomor- 
pliismes  conlragrédients. 

Le  groupe  GJ^  est  donc  un  groupe  complet  (*). 

r^e  théorème  suivant  a  d'ailleurs  été  démonlré  (^)  : 

L'n  groupe  qui  contient  un  j^^roupe  complet  comme  sous-groupe  conjuij^ur 
do  lui-même  est  le  produit  direct  du  groupe  complet  et  d^un  autre  groupe. 

il  en  résulte  que  le  seul  groupe  possible  d'ordre  48  admettant  G*,  comme  sous- 
groupe  conjugué  de  lui-même  esl  Ci!!,(j2. 

Résumé  des  groupes  d'ordre  liyp  (p  premier  impair), 
Ci,ep=:  G|eGp,  GsGjGp^  Gj,,Gj=  GfpGg, 

Gi;,G„     GJ,,Gj,     TiJ^Gî,     G},,(i8, 
(G4)*G;,:=  GipGi,        GJpGv,        GJ,,(ii, 

G.(G,)M;^==G,;,(G,)«=G,pG,G,. 

GJ,,(G,)S     G,%((iOS     r.'^G;G„ 

G^(GO^=G,p(G,)%        G1,,(G,)», 

GiGjGp=G{(Î2,„        GJ,,(iî,        Gj^G,,        ^'iCi/,! 

(ijrijG,,=  Tijii.,,,        ri5,,G„        GJG},„ 

Gj^G,,,     Gîç(i;,,     GJgGp,     GîfiCi/,,     ^iîfiG^,     GJ^G;,,     Gj^G;,, 

Gjjn,   G;,(r.,)s   g;,g„   gî,g„   gj.g,. 


I 
I 


[fi^^  =z  hP  =1  \  y  ba  —  ab^j  a  appartient  à  Texposant  a  (mod/>)], 

[rt>«z^ />/'=  I,  ba=zab^,  a  appartient  à  l'exposant  4 (mod/;)], 

f^^,     [a^^  ::=2  ffP  —  i ,  ba—ab^,  a  appartient  à  Texposant  8  (mod/?)], 

}^^,     [flr**=i />'•— I,  bazziab"^,  oc  apparlient  à  l'exposant  i6(mod/>)]. 

Un     {u^~^  b'=:cP=:^i,  ab=zba^  ca=:ac'^y  cb^^bc^ 

OL  ap|)artient  à  Texposant  4(tnod/>)], 


(M  Voir  O.  IloLDKR,  IUldiinf:zH$ammenf:esctzter  Gruppen  (Math,  Ann,,  Vol.  XLVI. 
|S«)">,  p.  !î>.*»V 
^*  )   X'iiir  lk'RNSU>K,  Theary  0/  Oroups  of  fini  te  order,  tliéoréuic  V,  §  163. 
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y\\^ft     («•=  ^*=:  c^'iri  I,  ab=zba*y  cw-^ac-^  cb  z^  bc), 

(t\^p     [a^ :=!  b^  z=.  cf  zzz  \ ^  abzzzba^j  ca=iac'*y     cb::^bc, 

oL  appartient  à  rexposanl  4  (mod/>)], 

^'îe/i     («'=:  ^'nz:  c''=  I,  ab~zba^^  ca^=iac^     cb  =  bc-^), 

(ijg^     [  rtf' = />*  =  c'' =  I ,  abz=zba^,  ca  =:  ac'^^  cbi=zbc~^ 

a  appartient  à  l'exposant  ^\  {mod p)]y 

ii\lp  {a^=:b^=zc^z:z€iP=  i ,  ac=:caf  bc:=cb,  ab^bac^^  da:=:ad,     cib=ibd,  cfc—cd-^), 

(i|g,,  (a^=:b^=:c^zzzdf'=iiy  ac=^ca,  bc::^cby  ab=:bac^,  da^=^ad^     db=^bd~\  dc=icd}, 

(t\lp  {a'=r^*=c*=:^/''=i,  acz^ca,  bc^=zcb,  ab^:bac-,  da^^ad-\db^zbd-^,dc^zcd), 

(i\lp  (a*=  6*=i  c'^^n  I,  ab:=^ba}y  ca=iac~\  cb^zbc)^ 

(t\lp  (a^  =^  b^  z=:  cP  =ij ,  ab=^ba^y  ca^r^ac^      cb=z  bc~^), 

(t\lp     [a^ ^:z  b^ z=:  cP  =.  i ,  ab:z::zba}^  ca=zaCf      cb:=ibc'^y 

OL  appartient  à  l'exposant  4{niO(i/?)], 

(î}Jp     (a^=z b^z=zc^=zdP:=j ^  ac=zca^  bc:=cb,  ab:=^baCfda=zad''\  dbz=-bd,dc=:cd), 

(mIIp     [a^:=:b^^=c-=^dP=:i,  ac^=.caf  be=.cb,  ab:=baCfdaz=iad^,    db=.bd,dc^zcd, 

a  appartient  à  l'exposant  4  (mod/?)], 

(iJJ^  (a^=b*=zc^:=dP=if  ac^=caf  bc^^cb^  adzzzbaCy  da=iadf  db^^bd-^  dc=icd)y 

ij\lp  {a^  =  b^=:cPz=i,  a^z^b^^  abzz^ba"^,  ca^=iaCy  cbz=  bc-^)y 

Cm]Ip  (a*^z  b^=z  cP:=  if  a^i=:b^,  abzzzba'^f  ca  :=  ac-^  cb=ibc), 

G]lp  (a^=z  b^=zcP=if  abz^ba^,  ac=:caf      cb  =z  bc~^)y 

G]lp  {a^=^  b*=zcP=  1,  ab^=Lba}y  ca^=ac-\  cb^^bc), 

iTi]lp  (a*:=  b^=:  cP=ii,  ab  =  ba^y  ca  =  ac~\  cb=^  bc^), 

G\lp  (a^=z  b^i=cP=:i,  ab=:ba^,  ca^^ac,      cb=:  bc'^), 

Gilp  {a*=  b^=:cP=if  ab^zibà^y  cazziac~\  cb  =  bc), 

Gj;  [a^=b^=c^  =  i,  abz=zba,  c— (a,  6,  a'^')], 

g; J  (^(î.x^-hx»««H-x-M)  —  ^5  — , ,  ab  =  ba'), 

G î î       ( a<«'^^"^'*-^ «-^»'  =z  ^3  =  I ,  ab  =  ba''^'' ) , 

GJÎ       [a'  =  6*  =  c^  =  e/*  =  i,  ab=zbac^f  acz^ca^  bc=zcbf  cd  =  dc,  d=i{a,  b,abc)], 

GJS       [a»i=^^*=c»  =  i,  ab  =  ba\  c -.{a,  a'c',  a^bc)(b,  bc\  bc)]. 
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{Annexes  de  la  Faculté  des  Sciences  de  VUnU^ersité  de  Toulouse,  'i*  fasc,  p.  \\^\  n)o'>). 


NOTE  DE  MM.  A.  LEDUC  et  P.  SACERDOTE. 


Le  dernier  Mémoire  de  M.  Bouasse  comprend  un  violent  réquisitoire  contre  un 
certain  nombre  de  Savants  qui  ont  osé  aborder  des  questions  ayant  quelque  rapport 
îivec  son  sujet,  sans  compter  les  «  Traités  classiques  »,  en  bloc,  qui  «  font  de 
toutes  ces  notions  la  plus  incroyable  bouillie  ». 

Comme  M.  Bouasse  nous  comprend  parmi  ceux  auxquels  il  distribue  ses  amé- 
nités, nous  serions  en  droit  de  lui  répondre  sur  le  même  ton  de  pamphlet.  Nous 
ne  le  ferons  pas;  car  nous  nous  félicitons  de  la  courtoisie  générale  des  discussions 
scientifiques. 

Il  nous  serait  facile,  assurément,  de  montrer  que  si,  comme  le  prétend 
M.  Bouasse,  nous  «  ignorons  jusqu'au  premier  mot  d'une  question  archiclas- 
sique  »,  lui-même  ferait  bien  d'étudier  un  peu  certaines  questions  de  Physique 
élémentaire,  et  notamment  Tébullition.  Mais  notis  ne  nous  arrêterons  pas  ù  ce 
cnre  de  plaisanteries  trop  faciles. 


ir 


Ce  qui  est  beaucoup  plus  grave,  c'est  qu'en  dehors  des  Icrmcs  blessants  dont  il 
est  coutumier,  et  qu'il  ne  nous  plaît  pas  de  relever,  M.  Bouasse  commet  un  acle 
que  nous  laisserons  à  chacun  le  soin  de  qualifier,  en  falsifia.nt  une  citation  de 
manière  à  en  altérer  complètement  le  sens,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Voici  d'abord  le  texte  du  passage  emprunté  par  lui  à  l'Ouvrage  de  M.  Violle 
(t.  I,  p.  657)  : 

...,  la  goutte  se  gonfle  ensuite  aisément,  comme  dans  un  petit  sac  élastique  dont  la  ten- 
sion diminue  à  mesure  que  le  sac  grossit.  Puis,  lorsque  la  goutte  est  devenue  assez  volumi- 
neuse, elle  s'étrangle  très  légèrement  à  sa  partie  supérieure,  et  se  rompt  suivant  une  cir- 
conférence d'un  diamètre  peu  différent  de  celui  de  l'orifice.  La  coitte  se  détache  donc 

LORSQUE   SON   POIDS  EST  INFINIMENT    PEU    SUPÉRIEUR   A    LA    TENSION    SUPERFICIELLE    LE    LOX;    DU 

CERCLE  DE  GORGE,  et  commc  le  diamètre  de  ce  cercle  de  gor<>;c  peut  cHre  supposé  propnr- 
.  tionncl  au  diamètre  de  l'orifice,  on  voit  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le  poids  des 
gouttes  sera  proportionnel  au  diamètre  de  l'orifice,  et  non  pas  au  carré  de  ce  diamètre, 
ainsi  que  cela  devrait  être  si  chaque  goulte  était  supportée  par  une  force  agissant  surlt>ui«' 
la  surface  du  cercle  de  gorge. 
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C^est  bien  là  Tcxplicalion  classique  (*)  que  nous  avons  comballue.  On  y  admet, 
)>ien  à  lorl,  que  le  sac  élastique  formé  par  la  membrane  superncielle,  après  s*étre 
(Hranglé  légèi'cment,  se  déchire  suivant  le  cercle  de  gorge  lorsque  sa  résistance 
à  la  rupture  (2  7:/'F)  est  surpassée  par  le  poids  du  liquide  contenu  dans  le  sac. 

Nous  avons  montré  que  les  choses  se  passent  tout  autrement,  et  que  la  goutte 
se  sépare,  non  par  rupture,  mais  par  étranglement  complet,  comme  si  Ton 
tirait  sur  les  deux,  bouts  d*un  fil  enroulé  sur  la  gorge. 

Eli  bien  !  pour  établir  que  nous  redressons  des  erreurs  imaginaires,  M.  Bouassc 
n'hésite  pas  à  tronquer  le  texte  de  M.  Violle,  cl  à  en  supprimer  (sans  même  Tin- 
diqucr  par  des  points  suspensifs)  tous  les  mots  dont  la  présence  le  gênerait  vrai- 
ment trop.  Entre  ses  mains  habiles,  le  texte  devient  ceci  (reproduction  intégrale)  : 

La  goutte  se  gonilc. . .  comme  dans  un  sac  élastique. . .;  elle  s'étrangle  à  sa  partie  supé- 
rieure; le  poids  n'est  pas  proportionnel  au  carre  du  diamètre,  comme  cela  devrait  être  si 
chaque  goulle  était  supportée  par  une  force  agissant  sur  toute  la  surface  du  cercle  de  gorge. 

A.ii)si  les  mots  trî-is  LÉci^nEMKiiiT  et  se  rompt  sont  omis,  comme  par  hasard,  et 
le  (;)  remplace  tout  ce  qui  est  contraire  à  ce  que  Ton  veut  prouver. 

Le  tour  est  simple;  mais  il  n'abusera  personne. 

En  présence  d'un  pareil  procédé,  nous  tenons  à  déclarer  ici  que,  quelles  que 
soient  les  nouvelles  invectives  dont  il  plaira  à  M.  Bouasse  de  nous  assaillir,  nous 
n'y  répondrons  pas. 


(1)  On  retrouve  cette  explication  dans  tous  les  classiques,  ainsi  que  dans  le  Mémoire  de 
M.  Duclaux  {Ann.  de  Ckini.  et  de  Pkys.,  4*  série,  t.  XXI,  1870,  au  bas  de  la  page  388)  : 

«  Puis,  lorsque  la  goutte  est  assez  volumineuse,  ce  sac  se  creuse  très  faiblement  en  gorge 
à  sa  partie  supérieure,  au  voisinage  du  tube,  et  il  semble  qu'à  ce  moment  la  chute  de  la 
goutte  ne  s'effectue  que  parce  que  Venveloppe  élastique  se  brise  suivant  une  circonfé- 
rence. . .  ». 


REMARQUE  SUR  LA  RÉPONSE  DE  MM.  LEDUC  ET  SACERDOTE, 


Par  m.  II.  DOUASSE, 

Professeur  à  l'Université  de  Toulouse. 


MM.  Leduc  et  Sacerdole  m'accusent  d'avoir  faussé  le  texte  de  M.  VioUe  pour 
prouver  que  M.  Violle  connaissait  les  phénomènes.  Je  soutiens  que  la  citation 
complète  a  exactement  le  même  sens  que  ma  citation  tronquée.  Il  faut  distinguer 
en  eflet  deux  stades  dans  le  phénomène,  un  stade  où  l'équilibre  existe  encore;  la 
goutte  s'étrangle  très  légèrement.  Puis  l'équilibre  ne  |)eul  plus  subsister,  elle  se 
rompt  poF'  étranglement  à  partir  d'une  circonférence  d'un  diamètre  peu  diflcrent 
de  celui  de  l'orifice,  c'est-à-dire  que  l'étranglement  se  propage  brusquement.  Lu 
preuve  que  telle  est  bien  la  pensée  de  l'auteur  est  au  renvoi  qui  suit  immédiate- 
ment le  mot  <(  orifice  ».  Voici  cette  Note  : 

C^est  par  suite  de  la  formation  et  de  rétran<;lemcnt  complet  (Puii  pareil  sac  qu'un  grain 
(le  plomb  peut  traverser  une  membrane  de  liquide  glycérique  sans  la  crever. 

Si  je  n'ai  pas  jugé  a  propos  de  citer  tout  le  passage,  c'est  qu'il  me  semblait  que 
quand  un  auteur  dit  explicitement  que  les  forces  de  cohésion  n'interviennent  pas, 
on  ne  peut  pas  supposer  qu'il  veut  dire  que  la  rupture  se  fait  contre  ces  forces  de 
cohésion.  C'est  lui  prêter  une  absurdité  gratuite.  D'ailleurs  MM.  Leduc  et  Sacer- 
dole ne  songent  pas  à  répondre  à  ce  que  dit  Plateau  sur  le  sectionnement  d(\s 
cylindres  pleins  et  creux. 

Quant  à  la  distinction  de  l'équilibre  et  du  non-équilibre  que  je  fais  ci-dessus, 
rien  n'est  plus  facile  que  de  répéter  l'expérience  pour  se  convaincre  de  sa  nécessité. 

Enfin  MM.  Leduc  et  Sacerdote  ne  trouvent  rien  à  objecter  à  tout  ce  que  je  dis 
sur  l'historique  de  la  cohésion  et  sur  le  degré  de  nouveauté  de  leurs  expériences. 
Je  maintiens  donc  mes  conclusions. 
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THÉORIE  DES  FORMES  A  COEFFICIENTS  ENTIERS 


DÉCOMPOSABLES  EN  FACTEURS  LINÉAIRES, 


Pau  m.   X.   STOUFF, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besancon. 


Théorie  des  formes  à  coefûcients  entiers  où  le  degré  est  égal  au  nombre 
des  variables  et  qui  peuvent  être  décomposées  en  facteurs  linéaires  (^). 


I. 

Soit  d'abord  une  forme  de  degré  n,  à  m  variables,  dont  les  coefficienls  ne  sont 
pas  tous  nuls.  On  peut  trouver  un  sjstùmc  de  valeurs  entières  des  variables,  pre- 
mières entre  elles,  pour  lequel  celle  forme  a  une  valeur  dificTente  de  zéro.  Eu 
effet,  attribuons  à  cliaque  variable,  indépendamment  des  autres,  n  +  i  valeurs 
entières  distinctes,  ce  qui  donne  en  tout  (/i  +  i)"*  systèmes  de  valeurs  des  va- 
riables. Parmi  les  {n  -\-  i)'"  valeurs  corrcspondanles  de  la  forme.  Tune  au  njoins 
n'est  pas  nulle.  Supposons,  en  effet,  pour  un  instant  que  le  contraire  ait  lieu,  cl 
envisageons  les  valeurs  de  la  forme  relatives  aux  différents  systèmes  qui  ne  se 
distinguent  entre  eux  que  par  la  valeur  de  l'une  des  indéterminées;  la  forme 
ordonnée  par  rapport  à  cette  variable  est  un  polynôme  d'ordre  /?,  (jui  a  /i  -f-  i  ra- 
cines, et  dont,  par  conséquent,  tous  les  coefficienls  sont  nuls.  Les  coefficients  de 
la  forme  ainsi  ordonnée,  qui  sont  des  formes  d'ordre  n  au  plus  par  rapport  aux 
m  —  I  variables  restantes,  sont  nuls  pour  les  (n  -\-  i)"'"'  systèmes  de  valeurs  que 
l'on  peut  attribuer  à  ces  variables.  On  ordonnera  chacun  d'eux  par  rapport  à 
l'une  des  variables  qu'il  contient,  et  l'on  répétera  le  même  raisonnement.  Fina- 
lement, on  prouve  ainsi  de  proche  en  proche  que  tous  les  coefficients  de  la  forme 


(*)  L'objet  de  cet  article  est  de  faciliter  la  lecture  des  Mémoires  de  AI.  Ifennite  (t.  47  du 
Journal  de  Crelle).  M.  Minkowski  a  souvent  complété  les  travaux  de  M.  Ilermite  avec  des 
méthodes  qui  lui  sont  propres.  Je  me  suis  proi)osé  ici  d'interpréter  autant  «pie  possible  la 
pensée  de  M..  H  ermite. 

Fac,  de  T,,  2'  S.,  y.  jn 
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proposée  sont  nuls,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Ajanl  obtenu  un  système  de 
valeurs  entières  des  variables  qui  n^annulent  pas  la  forme,  en  les  divisant  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur,  nous  obtiendrons  un  système  de  valeurs  entières 
des  variables  premières  entre  elles  qui  n'annulent  pas  cette  forme. 

Nous  nommons  équivalentes  deux  formes  lorsque  la  seconde  s'obtient  en  sou- 
mettant la  première  à  une  substitution  linéaire  de  déterminant  un 

(l)  Xr^^(XijX'j  (/=I,2,   ...,//l), 

où  les  coefficients  a/y  sont  entiers. 

On  sait,  d'a|)rès  M.  Ilermile,  que  l'on  peut  toujours  former  un  déterminant  à 
éléments  entiers  et  de  valeur  un,  dont  une  colonne  soit  constituée  par  des  nombres 
entiers  donnés,  premiers  entre  eux;  on  sait  également  que,  si  une  forme  est  sou- 
mise à  la  substitution  (i),  le  coefficient  de  x^  est  le  résultat  obtenu  en  substi- 
tuant respectivement  à  Xx^  x^j  . . .,  Xm  dans  la  forme  primitive  aiy,  ajy,  . . .,  aL^ij, 
De  ces  deux  propositions  et  de  celle  que  nous  avons  démontrée  en  commençant 
il  résulte  que  toute  forme  dont  les  coefficients  ne  sont  pas  tous  nuls  a  une  équi- 
valente dans  laquelle  le  coefficient  de  x]  n'est  pas  nul,  j  étant  l'un  des  m  indices 
à  volonté. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  maintenant  d'étudier  est  le  suivant  : 

On  donne  une  forme  à  coefficients  entiers  de  degré  /?,  à  m  variables,  et 
ron  sait  a  priori  que  cette  forme  peut  être  décomposée  en  n  facteurs  linéaires; 
on  demande  d'obtenir  ces  facteurs. 

Le  problème  sera  résolu  pour  la  forme  donnée  s'il  l'est  pour  l'une  quelconque 
des  formes  équivalentes.  Parmi  celles-ci,  soit  F{Xi^X2,  ...,:r,„)  une  forme  où  le 
coefficient  de  :r",  qui  est  un  nombre  entier  A,  est  différent  de  zéro,  et 

;  =  /! 


F(^„  j:,,  ...,^,,,)  =  JJUy» 


Ly=  z^ajii^hy 


h  =  \ 
on  aura 

j  =  n 


K=Yla 


J\9 

;  =  i 


et,  par  hypothèse,  A  n'étant  pas  nul,  aucun  des  coefficients  ayi  n'est  nul. 

Le  problème  devra  être  considéré  comme  résolu  si  l'on  connaît  dans  chaque 


tiiëorir  des  formes  a  coefficients  extiers,  etc.  i3i 

facteur  linéaire  les  rapports  des  coefficients  de  j^o?  ^3^  •  •  •?  ^m  a"  coefficient  de 
Xi.  En  effet,  les  données  ne  permctlent  pas  de  «léterminer  davantage  ces  facteurs. 
Prenons 


posons 


d?l  —  Zj 


—  —       "^y 

/i  =  nt 


(y  =  1,2,  3,  ...,/2), 


J=    y,-^ (y  =1,2,3,  ...,/l) 


A  =  3 


et 


nous  aurons 


/=/i 


le  polynôme  y*  a  ses  coefficients  rationnels.  11  doit  être  considéré  comme  connu. 
Le  problème  sera  résolu  si  Ton  connaît  les  quantités  zj  et  les  expressions  li- 
néaires i'y  qui  ne  contiennent  que  les  m  —  2  dernières  variables  j*3,  . . .,  x,,^ 

Soit  o{z)  la  somme  des  termes  de  /(z^Xj.  . . .,  Xm)  où  ne  figurent  pas  les 
m  —  2  dernières  variables,  et  ^h{^,  ^3»  •  •  m  ^m)  la  somme  des  termes  de /dont  le 
degré  total  par  rapport  aux  m  —  2  variables  X3,  ...,  Xm  est  égal  à  A*.  On  aura 
donc 

En  faisant 

X^  — —  ...  —  X  fn  —  O, 

ridentité  (2)  donne 

les  quantités  zj  sont  donc  les  n  racines  de  Téquation  à  coefficients  rationnels 
(3)  9(-)=^o, 

à  chacune  des  racines  de  celte  équation  correspond  un  facteur  linéaire  de  /.  Soit 
Zt  une  racine  simple  de  l'équation  (3),  je  dis  que  les  coefficients  de  la  fonction 
linéaire  Ti  s'expriment  rationnellement  eu  fonction  de  z^  En  effet,  si  l'on  déve- 
loppe le  produit  qui  figure  dans  le  second  membre  de  (2),  on  voit  que  l'on  a 

J  —  n 

(4)  ?.=2[*'>n^-~^"^]' 


l32  X.    STOIFF. 


.":  le  s'iZTit'  I  I    indique  le  produit  des  facteurs  binômes  z  —  zjk  en  exceptant  la 
i  fnr  //  =j.  Si-  'JiDj  les  deux  membres  de  Tidentité  (4),  on  fait  z  =  Zi^  îl  vient 


h  =  n 


Sx     -I.  •^j»  .  .  .  ,  J^tn)  —  ''l   I    I  (--1  —  ^/t)  —  ^'t  ?  (^l)« 


A  =  2 


Wiiy'  h?  f'frt'^ur  linéaire  qui  correspond  à  une  racine  simple  z%  est 

■  9'(=.) 

on  voit  qu'il  est  connu  ralionncllement  dès  que  z^  est  connu. 

Je  dis  encore  que,  si  z^  est  une  racine  multiple  d'ordre  /•'  de  l'équation  (3),  le 
produit  des  facteurs  linéaires  de  f  qui  correspondent  à  ^i  est  connu  rationnelle- 
ment quand  Zi  est  connu.  Soit,  en  elTct, 

ce  produit.  On  a 


h=\ 


dans  chaque  terme  de  la  somme  ^^ï  rcnscmble  des  indices  jh  forme  une  combî- 

ni 
indique  que  /  prend  les  va- 
leurs qui  ne  sont  pas  comprises  parmi  celles  des  indices  y y^.   Si  nous  faisons 
:;  =  :;,,  tous  les  termes  de  la  somme  ^  s'annulent,  sauf  un  seul,  et  l'on  a 

=  t'it'î.  ..«'*•( -I—  -A4  l)  (-1—  -A+î)-  ••(-!—-/»)  —  »'l<'l.  •  '''^ÂT  ^^*^("« -^• 

Plus  généralement,  on  a 

Dans  le  second  membre,  z  --  z^  figure  avec  l'exposant  /dans  les  termes  qui 
contiennent  les  produits  A*  —  /à  A*  —  /  des  expressions  r«,  v^^  ...,  ^>;  ^  —  -i 
figure  avec  un  exposant  supérieur  à  /  dans  tous  les  autres  termes  du  second 
membre.  Prenons  les  dérivées  d'ordre  /  des  deux  membres  de  Tidentitc  (5),  puis 
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faisons  z  =  Zt^  il  viendra 

n  *'^*  )' 

OÙ,  celle  fois,  les  indices  y/i  sont  pris  parmi  les  nombres  i ,  2,  . . .,  /r. 
On  aura,  par  suite, 

- _3  /- -  \î  /- -  U- 

(6)    !>,= î — 

P,  esl  donc  connu  rationnellemenl  par  5|. 

Supposons  que  l'équalion  ai  l  s  racines  de  l'ordre  de  miiltiplicilé  A*,  w| ,  :;»,  . . . ,  Zj, 
ei  soil 

^f(Z)z=:(z  —  ^i)(^  —  2t)'«'(^  — ^s)> 

on  sait  que  le  polynôme  ^{z)  esl  connu  rationnellemenl;  aux  racines .3i ,  z^^  •••)  ^f 
correspondent  des  facteurs  P|,  Po,  ...,  Pj  de  /  lous  de  degr<^  k  donnés  par  la 
formule  (6),  et  le  produit  elTeclué  P|  P^. .  .Pj  est  un  polynôme  de  degré  sk  donl 
les  coefficients  sonl  des  fonctions  symétriques  de  5|,  ^Ja,  . . .,  z^  Ce  polynôme  est 
donc  connu  rationnellement. 

Supposons  maintenant  que  la  forme  à  coefficients  entiers  F(X|,X2,  ...fXm) 
soit  irréductible.  Nous  entendons  par  là  qu'elle  n*est  le  produit  d'aucune  autre 
forme  à  coefficients  entiers  par  une  forme  aussi  à  coefficients  enliers.  D'après  la 
théorie  de  la  division  des  polynômes,  F  ne  pourra  être  non  plus  le  produit  de 
deux  formes  de  degré  moindre  que  n  à  coefficients  rationnels,  et /n'admettra  pas 
non  plus  de  diviseur  de  degré  moindre  à  coefficients  rationnels.  Or,  si  l'équa- 
tion (3)  admet  s  racines  du  degré  k  de  multiplicité,  et,  en  outre,  d'autres  racines 
d'un  degré  de  multiplicité  difl(érent  de  Â*,  /admet  le  facteur  P,  Pj.  .  .P/  qui  est 
connu  rationnellement,  et,  par  conséquent,  F  ne  peut  être  irréductible.  Donc,  si 
F  est  irréductible,  toutes  les  racines  de  (3)  sont  nécessairement  du  même  ordre 
de  multiplicité. 

QuandF(Xi^X2^  ..  .,  x,n)  est  irréductible,  on  peut,  d'ailleurs,  en  tout  cas, 
faire  dépendre  la  décomposition  complète  de  cette  forme  en  facteurs  linéaires 
d'une  équation  d'ordre  n  qui  n*a  que  des  racines  simples, 

Uy  désignant,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  l'un  des  facteurs  linéaires  de  F,  on 
peut  écrire 

Uy  =  «y  1  ^i  +  2  cijh  ^h  ; 
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comme  aucun  des  coefficicnls  Oji  n'est  nul,  nous  pouvons  poser 


h=:fn 


Les  n  fondions  linéaires  homogènes  Ly  conliennent  seulement  les  m  —  i  der- 
nirres  variables  x^^  X3,  . . .,  Xm»  Attribuons  à  chacune  de  ces  variables  indépen- 

dammcnt  des  autres h  i  valeurs  entières  distmctes,  ce  qui  donnera  en 

2 

h  I  I        svstèmes  de  valeurs  de  ces  variables.  Je  dis  que  Pun  au 

moins  de  ces  systèmes  fait  acquérir  aux  n  fonctions  linéaires  Ly  des  valeurs 
toutes  difl'érenles  entre  elles.  Supposons,  eu  effet,  que  le  contraire  ait  lieu, 
c'est-à-dire  que,  pour  chaque  système,  deux  au  moins  des  fonctions  Ly  prennent  la 

même  valeur.  Il  y  a  I h  1  1  groupes  chacun  de f-  i  sys- 
tèmes, tels  que  les  systèmes  de  chaque  groupe  ne  diffèrent  que  par  la  valeur  at- 
tribuée à  X2»  Envisageons  les  systèmes  d'un  même  groupe,  pour  chacun  d^eux  il 
existe  une  combinaison  Ly,  Ly,  pour  laquelle  les  valeurs  de  Ly  et  de  Ly  sont 
égales,  et,  comme  le  nombre  des  systèmes  de  ce  groupe  surpasse  d'une  unité  le 
nombre  des  combinaisons  de  n  objets  deux  à  deux.  Tune  au  moins  des  combi- 
naisons Ly,  Ly  doit  se  présenter  deux  fois.  On  a  donc,  pour  les  mêmes  valeurs  de 
^zi  ^\t  •  •  •  5  ^m  et  pour  deux  valeurs  différentes  de  Xj, 


LynzLy; 


d*oii  i*on  déduit 


Posons 


k  =  m 


Ly—  "-—    Za  djh^hi 
'  «yi   -Arf      ' 

A  =  l 

nous  avons  donc     — 4-  i  systèmes  de  valeurs  de  x^^  . .  .^  Xm  tels  que 

dans  chaque  système  une  des  combinaisons  Ly,  Ly,  présente  des  valeurs  égales  et 

j       I      *^Ji        ûTy,     .,             ,                          ^          ,         .          \'n(n  —  i)         H '«-5 
que  de  plus  -^  =  -^—'  Ces  systèmes  peuvent  être  repartis  en    — ^ h  i 

groupes  où  les  systèmes  d'un  même  groupe  ne  diffèrent  que  par  la  valeur  de  ^3; 
le  nombre  des  systèmes  d'un  même  groupe  étant  — ^ -+- 1,  l'une  des  combi- 
naisons Ly,  Ly  présentant  des  valeurs  égales  doit  se  présenter  au  moins  deux  fois. 
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Cl  l'on  en  déduit 

et  ainsi  de  suite.  De  proclic  en  proclie  on  prouverait  ainsi  qu*il  existerait  dans  F 
deux  facteurs  linéaires  Uy,  Uy  dont  les  coefficients  seraient  proportionnels. 
F  aurait  donc  des  facteurs  multiples,  et  le  produit  des  facteurs  d'un  même  degré 
de  multiplicité  donnerait  un  diviseur  de  F  qui  pourrait  être  trouvé  rationnelle- 
ment. F  ne  serait  donc  pas  irréductible. 

Envisageons  maintenant  un  système  de  valeurs  de  JCo»  ^^j  •  •  •  ?  ^m  pour  lesquelles 
les  fonctions  Ly  sont  toutes  diflTérentes.  Divisons  ces  valeurs  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  nous  aurons  des  valeurs  entières  premières  entre  elles  de  x-^j 
^3,  •  •  •)  ^m  pour  lesquelles  les  valeurs  des  Ly  sont  toutes  différentes;  ces  valeurs 
peuvent  être  prises  pour  éléments  de  la  première  colonne  d'un  déterminant  à 
éléments  entiers  et  de  valeur  un.  Dans  F,  sans  changer  la  variable  Xf ,  soumettons 
les  m  —  I    dernières  variables  à  la  substitution    dont  les   coeflicients   sont   les 

éléments  de  ce  déterminant;   les  différents  quotients  — -  relatifs  aux  facteurs 

^  ^yi 

linéaires  de  la  nouvelle  forme  seront  précisément  les  valeurs  des  fonctions  Ly 
toutes  différentes  entre  elles.  Par  suite  l'équation  ©(;;)  =  o,  relative  à  la  nouvelle 
forme,  n'aura  que  des  racines  simples;  et  chacune  de  ces  racines  étant  connue, 
on  connaît  par  cela  même  le  facteur  linéaire  correspondant. 

Soit  n  =  sA'f  et  supposons  que  l'équation  '>f{z)  =  o  relative  à  la  forme  primi- 
tive ait^  racines  de  degré  A*  de  multiplicité.  Par  la  résolution  d'une  équation  de 
degré  5,  la  forme  se  trouvera  décomposée  en  s  autres  formes  de  degré  k;  si  l'on 
fait  ensuite  dans  chacune  de  ces  formes  la  substitution  linéaire  à  coefiicienls 
entiers  qui  vient  d'être  indiquée,  on  voit  que  chaque  forme  d'ordre  A*  pourra  être 
décomposée  en  facteurs  linéaires  à  l'aide  d'une  équation  de  degré  A*. 

On  peut  encore  reuiar(|uer  que  si  la  fonction  F  est  irréductible  et  si  V équa- 
tion ç(;;)=:o  n'a  que  des  racines  simples,  cette  dernière  équation  est  néces- 
sairement irréductible.  Car  si  ^{z)  avait  un  facteur  rationnel,  le  produit  des 
facteurs  correspondants  de  F  serait  aussi  connu  rationnellement. 


IL 

Considérons  plus  particulièrement  les  formes  irréductibles  décomposabics  en 
facteurs  linéaires  et  où  le  nombre  des  variables  égale  l'ordre  n  de  la  forme 

X  (^jl  «^1  4"  ^il'^t  -4-...-+-  <7*;,  Xfi),  ..(^;|j  Xi  -\-  UffiX^  H-...-I-  UfinXfi  ), 
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M.  Hcntiîle  nomme  invariant  de  F  le  carré  du  déterminant  des  coefficîenls 
ajh  (y,  /r  =  I,  2,  . . . ,  n).  L'invariant  est  une  quantité  rationnelle. 

En  elTct,  d'après  ce  qui  précède,  dans  chaque  facteur  linéaire  de  F,  les  rapports 
des  n  —  I  derniers  coefficients  au  premier  peuvent  toujours  s'exprimer  comme 
nous  l'avons  vu  par  des  fonctions  rationnelles  des  diverses  racines  d'une  équation 
d*ordre  n  à  coefficients  rationnels.  L'invariant  est,  par  suite,  égal  à  une  fonction 
symétrique  des  racines  de  cette  équation,  multipliée  par  le  carré  du  produit 

qui  est  lui-même  égal  au  coefficient  de  x^  dans  la  forme;  donc,  c'est  une  quan- 
tité rationnelle. 

Si  l'invariant  n'est  pas  nul,  aucun  des  coefficients  ajh  n'est  nul,  ni  dans  la 
forme  F,  ni  dans  aucune  forme  équivalente. 

En  efiet,  d'après  ce  qui  précède,  il  existe  une  équation  à  coefficients  rationnels 
qui  n'a  que  des  racines  simples  C|,  ^îj,   .  . . ,  Zn  et  telle  que  l'on  ait 

T.[z)  étant  une  fonction  rationnelle. -De  plus,  celte  équation  est  irréductible,  sans 
quoi  F  ne  pourrait  être  irréductible.  Si  donc  on  avait 

l'équation  ?:(:;)  =  o,  à  coefficients  rationnels,  admettant  la  racine  Zj^  devrait 
admettre  toutes  les  racines  z^^  z^t  .  . .,  ^«;  on  aurait  alors 

et  le  déterminant  dont  le  carré  donne  l'invariant  ayant  une  colonne  de  zéros 
serait  nul. 

Le  coefficient  de  orJJ  dans  la  forme  F  est  égal  à  I  1  aj^.  Ainsi  dans  F  et  dans 

toutes  ses  équivalentes  les  coefficients  des  puissances  ai'''™"  des  variables  sont  des 
entiers  qui  ne  sont  jamais  nuls. 

D'après  ce  qui  précède,  deux  des  rapports  —,  —,  ne  peuvent  devenir  égaux 

que  si  les  n  rapports  -^  (y  =  i,  2,  . .  . ,  n)  se  partagent  en  un  certain  nombre  s 

de  groupes  différents  contenant  chacun  le  même  nombre  k  de  rapports  tous  é^^aux 
entre  eux.  La  décomposition  de  F  en  facteurs  linéaires  peut  encore  être  consi- 
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tierce  comme  dcpendanl  d'une  équation  E  d'ordre  /i,  à  coefficients  rationnels,  et 
(|ui  n'a  que  des  racines  simples.  Mais  comme  cette  décomposition  peut  aussi  être 
effectuée  par  la  résolution  d'une  équation  d'ordre  s  suivie  de  celle  d'une  équation 
d'ordre  A',  le  groupe  de  Galois  de  V ênuation  E  est  alors  nécessairement  im- 
primitif. 

Si  les  facteurs  de  F  ne  sont  pas  tous  réels,  on  peut  supposer  les  facteurs  imagi- 
naires deux  à  deux  conjugués.  Soit  \l  le  nombre  des  facteurs  réels,  v  le  nombre 
de  couples  de  facteurs  imaginaires  conjugués,  de  sorte  que  (x-f-  2V=:  /i.  Kepré- 
sculons  par  Uy  (y  =  i ,  vi,  .  .  . ,  a)  les  facteurs  réels,  et  par  Uy  pour  y  =  u  -f-  i , 
u-f-îi,  .  .  . ,  ;i  les  facteurs  imaginaires  conjugués.  Supposons  de  plus  que  U^x+a 
soit  conjugué  de  Uji^i,  Ujx+t  conjugué  de  U(i4.3,  el  ainsi  de  suite.  Considérons  le 
déterminant 


D  = 


a 


a 


M 


21 


a 


a 


12 


22 


a 


\n 


^|l-H,l       ^114-1.2 
^[1-1-2,1        ^|A-»-2,t 


^tn 


^«  —  1,1       ^/i-l,î        •  •  •        ^/i-!,/i 


a 


nA 


a 


«. 


a 


n^n 


en  combinant  les  lignes  on  reconnaît  aisément  que  ce  déterminant  est  égal  à 


l)=:4 


^11 

«21 


a 


\t 


a 


21 


«ll-H,|  «fl+M        «|A+2,Î  «1^+1,2 


«/«-l.l  "+"  «/l.l 


«/l-I.t  "+~  «/fS 


a 


n,\ 


^n-\,\       «/i,2       —  ««-1»S 


a 


\n 


«J« 


û^fJL-f- !,/»■+■  <ï[l-*-î,» 


«[l+-2,n         «[1+1, n 


«//  — 1,«  ~T~  «/î,/* 


a 


nn 


«n-  l,w 


Tous  les  éléments  de  ce  déterminant  autres  que  ceux  des  lignes  de  rangs  u  -f-  '^* 
u-h  4»  . .  •,  /t  sont  réels;  les  éléments  de  c<*s  lignes  sont  des  imaginaires  pures. 
Donc  D  est  égal  à  fy' — lY  multiplié  par  une  (pianlité  réelle.  L'invariant  étant 
égal  à  H-,  on  en  conclut  que  l'invariant  a  le  signe  de  ( —  i)^. 


Fcc  d3  r.,  1*  S.,  V. 
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III. 

Soit 

j-n 


F(x,,  a-j,  . .  .,:r«)— jj^  \}j. 


7  =  1 


Uy—^^/A-^A, 


une  forme  à  coefficienls  entiers,  irréduclible,  clécomposable  en  /i  facteurs  linéaires 
et  dont  l'invariant  n'est  pas  nul.  On  se  propose  de  déterminer  les  substitulions 
linéaires  à  coefficients  entiers 

j-n 

(S)  Xi  —  ^aijx'j, 

/  =  i 

qui  changent  cette  forme  en  elle-même. 

Par  la  substitution  S,  chaque  forme  linéaire  Uy  se  change  en  une  autre  forme 
linéaire  rjue  Ton  peut  représenter  par  UyS,  et  comme  on  doit  avoir  identiquement 

il  u,=n  ^^s 

#rl  (|uc  d'après  la  théorie  de  la  division  des  polynômes  chaque  facteur  linéaire  du 
premier  membre  doit  se  retrouver  dans  le  second,  à  chaque  indice  y  doit  corres- 
pondre un  indice  hj  tel  que  l'on  ait  identiquement 

(1)  lIyS  =  eyU/iy, 

lorsque  y  parcourt  les  valeurs  1,2,  ...,/?,  l'indice  correspondant /*y  prend  succes- 
sivement une  fois  et  une  seule  chacune  de  ces  mêmes  valeurs,  de  plus  il  faut  évi- 
demment que 


(8)  n^> 


j  =  n 

£/~  J. 


Nous  distinguons  maintenant  deux  cas. 

Premier  cas,  —  L'un  des  facteurs  Uy  se  reproduit  par  la  substitution  S  à  une 
constante  multiplicative  près,  ce  qui  s'exprime  par  les  équations 


/  —  /i  i  —  n  I  —  H 


^«y««/i        ^  ^y/a/2  ^  ^j, <Xin 


/ = 1  1=1  1=1 
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Or,  à  chacun  des  facteurs  de  F  correspond,  d'après  ce  qui  précède,  une  racine  Zj 

d'une  équation  irréductible  par  laquelle  les  rapports  — ^*  (/*  =  2,  3,  .  .  .,  n)  s'ex- 

priment  rationnellement.  En  vertu  de  rirréductibilitc  de  celte  équation,  les  rela- 
tions (9)  subsistent  quand  on  y  remplace  Zj  par  une  autre  quelconque  des  racines 
de  celte  équation,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  coefiicicnls  de  Vj  par  ceux  de 
Tun  quelconque  des  autres  facteurs  linéaires.  Donc,  si  l'un  des  facteurs  se  repro- 
duit à  une  constante  multiplicative  près,  il  en  est  de  même  de  tous  les  autres. 
On  a  donc,  poury  =  1,2,  .  .  . ,  /?, 

Le  déterminant  de  la  substitution  S  est  toujours  égal  à  -f-  1 . 

En  effet,  on  peut  regarder  cette  substitution  comme  résultant  de  trois  autres  : 
I**  Substitution  des  variables  U|,  Ua,  .  .  . ,  U«  aux  variables  a*i ,  J?2>  .  .  . .  ^// ; 
2"  Substitution  aux  variables  U|,  Uj,  . .  . ,  U/i  des  variables  U'^,  U^,  ...,  UJ, 

définies  par  les  relations 

Ly  ^=  Sj  Ly, 

3°  Substitution  aux  variables  \j\,  U^,  .  .  .,  U,^  des  variables  x\^  x.^,  .  .  .,  x'f^. 
Le  déterminant  de  la  première  substitution  est  Tinverse  du  déterminant  A  des 

coefficients  des  fonctions  linéaires  Uy.  Le  déterminant  delà  seconde  est  I  I  sy  =  1 . 

Le  déterminant  de  la  troisième  est  A.  Le  déterminant  de  S  est  nécessairement  égal 
au  produit  de  ces  trois  substitutions  et,  par  conséquent,  à  l'unité. 

La  valeur  commune  des  rapports  (9)  est  —  •  Donc  Ey  s'exprime  rationnellement 

par  5y;  elle  appartient  au  corps  algébrique  déterminé  par  cette  racine, 
ey  est  une  unité  complexe.  Soit,  en  effet, 


t  =  n 


L  —    >^  f^i^if 


1=1 


une  fonction  linéaire  qui  se  reproduit  multipliée  par  une  constante  co  quand  on 
la  soumet  à  la  substitution  S,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  identiquement 


t  =  n        J  —n  j  —n 


2  ^''  2  ^'^  '^>  ~  ''^  ^  ^'^"  "^'^  ' 
1  =  1         J  -A  J    -.1 

ce  qui  donne  les  relations 


i—l 


l/lO 
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Cl  par  suite,  on  éliininanl  les  qiianlilrs  X, 


«Il  —  6) 


it 


-is 


a 


1/1 


a 


21 


«jj— w 


a 


WI 


«J 


a 


nn 


&» 


IZIO, 


€(|uation  à  cocfficienls  rnliers  où  le  coefiîcienl  de  to"  est  égal  à  un.  Ov  tj  est  néces- 
sairement une  racine  de  celle  équalion.  Donc  sy  est  un  entrer  complexe,  el, 
d'après  Téquation  (8),  tj  est  une  unité. 

Second  cas,  —  Chacun  des  facteurs  Uy  soumis  à  la  siibslilullon  S  se  trans- 
forme en  un  fadeur  U/,  différent  de  Uy,  multfplié  p^ar  une  consTantc  ey. 

Comme  les  rapports  des  coefficients  de  Uy  s'expriment  ra(ionn*eirement  par  la 
racine  zj  d'une  é(|ualîon  d'ordre  n  qni  n'a  que  des  racines  simpfes,  on  peut  poser 


^yi  — 


(lO) 


a 


ji  — 


A-y(^,o-H^n3y 
^y(^«o-+-  ^«i-y 


^tt  -'y 


/>  -«-1\ 


<^y/i  —  ^V  (  ^/lo  "*"  ^«1  ^y  ~^  ^^in  ^j  ~^  '  "H"  ^»,/i- 1  5y      )r 


les  (|uanlilés  6|o,  ^n,  ...,  6|,//_i,  630?  •••?  ^//o»  •••r  ^//,//— 1  sant  des  nornilires 
rationnels,  A'y  est  une  quantité  différente  de  zéro;  pour  avoir  les  expressfons  des 
coefficients  d'un  autre  facteur  linéaire  U;^,  il  suffira  de  remplacer,  dans  ïes  for- 
mules (io),.  A:ypar  une  autre  constante  kh,  et  zj  par  la  racine  ^a  qui  coFrespoiM^  au 
facteur  u/t,  les  nombres  b  restant  les  mêmes. 

Il  est  évident  cfue^  pour  que  l'invariant  de  F  ne  sort  pas  nul,  il  faul  que  le 
déterminant  des  quantités  b  soit  différent  de  zréro*. 

Mettons,  pour  sinii*pliQcr,  h  au  lieu  de  Ay.  L'identité  (")  Joiine  alor* 


i=-n 


r     n 


r=n 


^ûfy,-^  «/;../•;  =  5y  2^  afyr'i'rr 


1  —  1 


r  —  l 


r-  1 


el,  en  égalant  Tes  coefficients  de  x^  dans  les  deux  memhre>» 


i~n 


(II) 


^^aji7.:r^tiaur         (/' =  r,  2,  .. .,  /*)- 


i-\ 


Les  équations  (11)  sont  au  nombre  de  n  ;  comme  lé  déterminant  des  quantués  a/r 
est  égal  à  ///',  on  pourra  eu  tirer  les  coefficients  ay/  comme  fonctions  linéaires  des 
coefficients  ahr-  l'^nfin  en  remplaçant  «yi,  Oyi^  ...,  ajn  p^Ji*  les  valeurs  (10)  el  en 
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résolvant  les  équalions  ainsi  obtenues,  il  vient 

£  X* 


•'y        —  •^:^       V^n-1,0^^  ^n-l,!-*/*  ^^-«  •  ^^  *-«-!, w-l  ••/«      ;r 

où  les  quantités  c  son.t  des  coefncients  rationnels;  eii  di vissant  membre  ù  membre 
la  seconde  équation  par  la  première,  on  aura  Zj  exprimé  rationnellement  en  fono 
tion  de  Zh*  On  pourra  toujours  mettre  cette  relation  sous  la  forme 

les  coefficients  Uo,  a,,  ,..,  u,,_,  étant  ratronncis.  Zh  étani  la  racine  (leré(|uation 
irréductible 

(12)  9(3)1=0^ 

les  deux  équations  à  coefficients  ralioii'nd^s 

admettent  Zh  comme  racine,    et,   par  suite,    toutes  les    racines   Je   la   première 
vérifient  la  seconde.  Ain^i^en  prenant  pour  :;  Tune  quelconque  des  racines  de(iî>-), 
4(5)  est  encore  une  racine  de  cette  équation. 
Si  Ton  considère  Téqualion 

-y=+(-)» 

il  n^existe  d'ailleurs  qu\ine  seule  racine  de  (lii),  z  ^=r-.  zh-^  qui  vérifie  celte  équa- 
tion. En  eflet,  si  Ton  substitue  à  ^,  dans  ^(^),  les  n  racines  de  (i'-^),  ou  obtient 
n  quantités  qui,  d'après  la  tbéorie  des  fonctions  symétriques,  sont  les  racines 
d'une  équation  K  rationnelle  d'ordre  n.  Si  deux  racines  de  (12)  substituées 
dans  i({z)  donnaient  toutes  deux  Zj,  zj  serait  au  moins  racine  double  de  l'équa- 
tion E,  cl  E  serait  réductible,  zj  étant  racine  d'une  équation  rationnelle  de  degré 
moindre  que  /i,  l'équation  (12)  serait  réductible,  ce  (pil  est  contre  l'Iiypotliése. 
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IV. 

Le  dcveloppeineni  de  la  mélhotle  indiquée  par  M.  Hcrinile  dans  son  Mé- 
moire Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques  (Journal  de  C relie,  l.  47, 
II*  Parlie,  V)  permel  :  i^  de  démontrer  que  pour  un  invariant  donné  il  n^ existe 
qu^un  nombre  Ji ni  de  classes  distinctes  de  formes  F;  2®  de  déterminer  la 
nature  des  substitutions  qui  transforment  en  elle-même  une  forme  F  décent - 
posable  en  facteurs  linéaires. 

Soient 

les  facteurs  réels  de  F, 

V        W  •     \         \V  •  •     \'         w 

les  couples  de  facteurs  imaginaires  conjugués,  de  sorte  (jue  p  -\-  '>.q  =^  n.  Nous 
poserons 

h  -  n 
h  =  \ 

(i3)  /  \j   —  ^(/^yA -h  <Cy/,).r/,  (yzzii,?,.  ...,7)  (/-v'— i), 

h---\ 
h  -/i 

\\j-~^{bjh—icjn)'rn         (y— i,  2,  ...,7), 
les  lettres  r/,  6,  c  désignant  des  quantités  réelles.  On  a  idenliquemenl 

(II)  F(.rH^-i,  ...,^r«)=zJJUy]][VyWy. 

Envisageons,  d'après  M.  Hermite,  la  forme  quadraticjue 

(i:>)     9(^1,  j:j,  ...,x„)  — XJUî  4-  >.5L*-t-,..-|->vJU*-|-  2fxJV,  W,-f-...-f-  'ijULjV^W^, 

pour  toutes  les  valeurs  des  paramètres  A  et  u.  Comme  enlre  plusieurs  formes  ',5 
qui  ne  diffèrent  que  par  un  fadeur  constant,  il  n'y  a  inlérét  (]u'à  en  considérer 
une  seule,  nous  pouvons,  sans  porter  atteinte  à  la  généralité,  supposer 

D'après  cela,  en  désignant  par  I  l'invariant  de  F,  le  déterminant  de  cû  esl  ( —  «)^1. 
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Soit 

h  =  n 

(J7)     (S)  '^y=2«yA^/„ 


h  =  i 


la  substitution  à  coefficients  entiers  et  de  déterminant  un  propre  à  réduire  cp  pour 
des  valeurs  particulières  des  quantités  X  et  u.  Par  cette  substitution  F  devient 

F' (  t'     X  a*  \  • 

(i8)  F'(x\,^;,  ,..,a:'J:=J|^U;  JJV}W}, 

\]'j  est  ce  que  devient  Uy  par  la  substitution  S.  D'une  manière  générale,  nous 
représentons  par  des  lettres  accentuées  les  quanti té.s  relatives  à  la  forme  F'.  Dans 
la  forme  cp',  réduite  de  cp,  le  coefficient  de  x'^  est 

il  résulte  de  la  relation  (16)  que  le  produit  des  termes  de  l'expression  (19)  donne 
précisément  le  coefficient  de  x'^*  dans  F'.  Or,  nous  avons  démontré  que,  F  élanl 
irréductible,  les  coefficients  de  x",  x'"^  . . .,  x'f/  ne  peuvent  être  nuls,  et  connue 
ils  sont  entiers,  leur  valeur  absolue  est  au  moins  égale  à  un.  D'après  le  théorème 
relatif  à  une  somme  de  termes  positifs  dont  le  produit  est  constant,  la  somme  (19) 
est  au  moins  égale  à  n.  Or,  d'après  le  théorème  de  M.  llermite  sur  les  formes 
définies  réduites,  le  produit  des  coefficients  des  carrés  des  indéterminées  dans  cp' 
est  moindre  que  p( —  i)^I,  p  étant  un  coefficient  numérique  qui  ne  dépend  (|ue 

de  n.  Le  coefficient  de  x'^  dans  cp'  est  donc  moindre  que  - — ;r^i~  »  puisque  chacun 

des  autres  facteurs  est  au  moins  égal  à  n. 

Donc,  dans  la  forme  :p'  chaque  coefficient  du  carré  d'une  indéterminée  c-il 
compris  entre  une  limite  inférieure  et  une  limite  supérieure,  toutes  deux  positives 
et  qui  ne  dépendent  que  de  I. 

On  sait  d'ailleurs,  d'après  M.  Hermite,  que  les  formes  binaires  quadrati(|ues 
obtenues  en  annulant  dans  '^',  n  —  2  quelconques  des  indéterminées  sont  toutes 
réduites;  il  résulte  de  cette  remarque  et  de  ce  qui  précède  que,  dansï)',  les  coeffi- 
cients des  rectangles  des  indéterminées  ont  tous  des  limites  supérieures  qui  ne 
dépendent  que  de  1. 

De  là  résulte  aussi  que  tous  les  coefficients  de  F'  ont  des  limites  supérieures 
qui  ne  dépendent  que  de  I.  En  effet,  la  somme  (19)  ne  comprenant  que  des  termes 
positifs  et  ajant  une  limite. supérieure  qui  ne  dé|)end  que  de  I,  il  en  est  de  mènic 
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(le  chacun  de  ses  lermcs,  par  conséquent,  les  qnanlilés 

val.  abs.  ).y  a'j,^         (y  ui  i ,  i,  . . . ,  ^ ;  /<  =z:  r ,  2,  . . . ,  /i  ) 

ont  totiles  des  limites  supérieures  qui  ne  dépendent  que  de  I. 

Or,  en  eiVectuanl  le  produit  des  quantités  U',  V,  W,  on  voil  que  chaque 
eoerncienl  de  F'  est  une  somme  de  produits  de  la  forme 

on  ne  clian«j^era  pas  la  valeur  dt;  cette  «expression  en  la  mulliplianl  par  le  pro- 
duit (i<))  qui  esl  é^al  à  Tunitr,  ce  qui  donne 

I>ans  €0  dernier  produit,  chaque  facteur  avant  une  limite  supérieure,  il  en  est 
de  mémo  du  produit. 

Les  formes  F'  avant  des  coeflicients  entiers  dont  les  valeurs  absolues  sont 
limitées,  sont  donc  e«i  pombre  finj.  Noijs  obtenons  donc  le  ihyorèmc  de 
M.  llermile. 

Pour  un  invariant  donné,  il n^existe  qtiUtn  nomlnc  Jinide  classes  disiincies^ 
La  même  u^élhode  donne  les  transforniatipns  semblables  de  F  ('). 

.Soit 


(•>.<)) 


/*!  /'j  /',!  Sx  Sq 


(:n  )  /-j-^  /'jH-.  .  .4-  /^-H  a.V, -i-.  .  .H-  25,,:^  o, 

k  esl  un  paramétre  que  l'on  fait  croître  d'une  valeur  ^o  à  4- 00,  et  ensuite 
décroître  de  Aq  î»  --3Ç.  Les  (piantités  positives  ou  négatives  /•  et  s  sont  consi- 
dérées comme  fixes;  />  -l-  7  —  1  d'entre  elles  peuvent  être  prises  arbitrairement  ; 
la  dernière  est  alors  déterminée  par  la  relation  (vii)  qui  est  upe  conséquence 
de(i(i)  et  de('>,o).  Nous  dirons  qu'une  forme  F  est  réduite  quand  elle  correspond 
à  une  forme  quadrali(|ue  réduite  pour  {\a  valeurs  convenables  des  quantités  \ 
et  'JL.  Pour  un  invariant  donné  L  It'  nombre  des  formes  réduites  est  limité^ 
connue  nous  Tavons  vu,  et  //  fortiori  il  (»st  liu>îté  pour  une  même  classe. 

Lu  géiu»ral,  les  corps  algébri(nies  qui  correspondent  aux  divers  facteurs  de  F 


«'ï  fomp/trer  Minkowski,  Géométrie  cter  Zahten,  p.  137. 
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sonl  distincts;  nous  supposerons  que  l'on  adopte  arbitrairement  pour  ces  corps 
un  ordre  déterminé.  On  décomposera  les  formes  réduites  F  en  leurs  fadeurs 
linéaires,  et  Ton  rangera  ces  facteurs  dans  Tordre  des  corps  auxquels  ils  corres- 
pondent. On  ne  considère  pas  comme  distincts  deux  systèmes  de  facteurs  qui  ne 
difTéreraient  respectivement  que  par  des  constantes  multiplicatives. 

Dans  le  cas  où  les  corps  algébriques  correspondant  aux  divers  facteurs  de  F  ne 
sont  pas  distincts,  on  rangera  d^abord  les  cor])s  distincts  dans  un  ordre  déter- 
miné, d'où  il  résultera  un  certain  ordre  entre  les  groupes  de  facteurs  linéaires 
qui  appartiennent  aux  différents  corps.  Pour  disposer  les  facteurs  linéaires  à  Tin- 
Icrieur  d'un  même  groupe,  on  adoptera  d'abord  un  ordre  arbitraire  que  Ton 
soumettra  ensuite  aux  permutations  du  groupe  de  Galois  de  l'équation 

(3)  •  0(Z):^0. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  nous  considérons  comme  distincts  certains  systèmes  de  facteurs 
qui  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des  facteurs.  Mais  nous  faisons  toujours 
abstraction  des  constantes  multiplicatives. 

Soit  dans  tous  les  cas  N  le  nombre  des  svstèmes  de  formes  linéaires  ainsi 
obtenues. 

Soit  Fo  une  certaine  forme  de  la  classe  considérée.  On  décomposera  Fo  en 
facteurs,  et  Ton  rangera  ces  facteurs 

dans  Tordre  convenu  pour  les  corps  algébriques  correspondants,  si  ces  corps  sont 
tous  distincts;  dans  le  cas  contraire,  on  clioisira  un  arrangement  qui,  vis-à-vis 
des  précédents,  ne  soit  pas  en  opposition  avec  le  groupe  de  Galois  de  l'é(| na- 
tion (3). 

Envisageons  la  forme  quadratique  (i  5),  cp(:ri,  ^2?  ...,^«)qui  correspond  à  Fo, 
les  valeurs  des  paramètres  A  et  a  étant  obtenues  d'après  les  équations  (20).  Soit  P 
un  nombre  dont  nous  nous  réservons  de  disposer.  Donnons  à  A*  les  valeurs 

P,     2P,     3P,     ...,     (N-4-î)P, 

réduisons  chaque  fois  la  forme  quadratique  '^ ,  et  faisons  subir  en  même  temps 
aux  facteurs  de  Fq  la  substitution  propre  à  réduire  ^;  nous  obtiendrons  ainsi 
N -t-  I  systèmes  de  formes  linéaires  dont  le  produit  donne  une  forme  réduite.  Or, 
il  n'y  a  que  N  pareils  systèmes  qui  soient  distincts.  Donc  un  système  au  moins 

se  présentera  deux   fois,   abstraction    faite  de  multiplicateurs   constants,    pour 
Fac,  de  r,,  2«  S.,  V.  K) 


1^6  X.    STOUFF. 

/  =  /P  el  pour  A-  =  m  P,  /  cl  m  clanl  deux  valeurs  diflerenles  prises  dans  la  suîle 
1 ,  2,  3,  . . .,  N  -^  I .  Soient 

1  >î^î  L'î  -+-  },\  £Î  L'î  -+- . .  .-r  /.Je*  L J-i-  api;  rij  V,W,  H-. .  .-t-  apL»  tj}  V^W^, 

les  deux  formes  quadratiques  réduites  correspondantes,  S  et  S'  les  substitutions 
4|ui  ont  servi  respectivement  à  les  réduire. 

La  substitution  S  transforme  W|,  ?/j,  ...,  Up.  i'i,  .-.,  r^,  «v,,  . ..,  iv^  respecti- 
vement en 

où  ^,,  ^2,  •  •  •?  ^f  désignent  des  arguments  réels  et  S'  transforme  les  mêmes  formes 
linéaires  respectivement  en 

y'  <»'**V  y'  #>*  tV  y'  i»-''^'\V  r'  #?-*^f  W 

Donc  S""'  transforme  L,,  l  j,  ...,  L^,  V,,  ...,  V^,  W|,  ...,  W^  respecti- 
vement en 

et  par  conséquent  la  substitution  S'S~'  change  respectivement  i/|,  f/^,  — ,  Up. 

i*|y    •••«    ^*<r«    ^^*  %  j    "**f    ^W    ^^ 

Posons  pour  abréger 

Le  déterminant  de  la  substitution  S'S~*  est  ég:il  à  un.  Si  Ton  adopte  comme 
\ariables  les  n  fonctions  linéaires  indépendantes  Uj^  cy,  ivy,  à  S'S""'  correspond 
sur  ces  \ariables  une  substitution  qui  en  est  la  transformée  et  qui  a,  par  suite, 
même  déterminant.  Ce  déterminant  est  égal  au  produit  des  multiplicateurs  Ey, 
Hyf^'>^..  Donc 

ot,  par  suite,  S'S~*  est  une  transtormation  semblable  de  F\.  Elle  change  chacun 
des  facteurs  de  b\  on  lui-même,  à  un  multiplicateur  constant  près.  C'est  une  suh- 
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sliliilion  appartenant  à  la  première  calcgorîe  considérée  au  §  HI.  Tous  les  multi- 
plicateurs sont  des  unités. 

Une  pareille  substitution  peut  évidemment  être  caractérisée  par  les  multiplica- 
teurs correspondants. 

Si  S  et  T  sont  deux  substitutions  de  cette  catégorie,  les  substitutions  STet  TS 
sont  évidemment  identiques  et  les  multiplicateurs  relatifs  ù  ST  sont  les  produits 
respectifs  des  multiplicateurs  de  S  et  de  T.  Nous  utiliserons  maintenant  la 
remarque  suivante  : 

Considérant  toujours  la  même  forme  F^,  si  Ton  attribue  aux  quantités  \  et  |jl 
des  valeurs  satisfaisant  à  la  relation  (i6)  et  en  dehors  de  cela  absolument  quel* 
conques,  les  produits 

/.  I  6  I  ,       ''i^if        •  •  •  >        '*//*-/!»       f*  1  *M  >        •  •  •  >       f*7  'I  / 

« 

sont  chacun  compris  entre  une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  positives 
(la  limite  inférieure  n'est  jamais  nulle). 

En  effet,  en  représentant  les  facteurs  Uy,  Vy,  Wy  d'après  les  formules  (i3),  le 
coefficient  de  x^  par  exemple,  dans  la  forme  (22)  sera 

nous  savons  que  cette  somme  a  une  limite  supérieure.  Donc  il  en  est  de  même 
a./orlioride\'^t^^a^^^,  D'ailleurs,  «i  1  n*est  pas  nul  et  ne  peut  prendre  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs;  car  les  facteurs  Uy,  Vy,  Wy  résultent  de  la  décomposition  des 
formes  réduites  en  nombre  limité.  Donc  y^ef  a  une  limite  supérieure.  Le  même 

raisonnement  s'applique  à  X^e^,  . . .,  uf  (6*^,  4-  c^J, 

On  voit,  en  tenant  compte  de  (16),  que  le  produit 

est  égal  au  carré  du  coefficient  de  x"  dans  une  forme  réduite  F<.  Ce  coefficient 
n'est  pas  nul,  et  il  est  entier;  donc  il  est  au  moins  égal  à  un.  Donc  X^e'^  «';[,  est 
supérieur  à  l'unité  divisée  par  les  limites  inférieures  des  autres  facteurs,  et 
comme  an  n'a  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  XJeJ  a  une  limite  inférieure,  et  il 
en  est  de  même  des  quantités  analogues.  On  a  donc 

Zy  et  Ay  étant  des  quantités  comprises  dans  des  intervalles  finis,  d'où 

lOgEJ  =  —  lOgX;  4-  Zy,  lOgYîj  =  —  \0gixj  -h  Ay 
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ou  en  se  rcporlani  aux  équations  ('>.<>)  : 


dV»ù 


lo^'cj  —  —  l  P ry  -T-  Zy,  lojçrj  =1  —  /   P.Çy  H-  Ay, 

log£^*  =1  —  //i  P /y  -i-  Z} ,         )og  r,/  =  —  m  Vsj H-  A} , 


(23)       \o^Ej=.{l-m)Vrj^7:j^7.j,         |ogHj  =  (/- m)P^y-h  A}  — Ay, 

De  là  résulte  que  les  substitutions  de  la  première  catégorie  qui  transforment  Fq 
en  elle-même  ne  peuvent  dériver  de  moins  Ae  p  -\-  q  —  i  substitutions  fondamen- 
tales. Supposons,  en  eflet,  pour  un  instant  qu'il  y  en  ait  un  nombre  v  inférieur 

à  />-+-</  —  I .   Désignons  par  ^?7î-*«î^       -j-'m^j       ^^*   substitutions 
fondamentales  et  par 


(«) 


2  l'A/ 
On  aurait 


arrV 


l0gE;zii^y9a.l0gE/'  (y  =  1,  2,  ...,/>), 


OL  —  l 


logHj=^/>aIogH/'         (y=:l,  2,  ...,  y), 


a-  l 


où  les  quantités  p^  sont  v  entiers  positifs  ou  négatifs,  ces  équations,  étant  au 
nombre  de  p-\-q^  tandis  que  les  nombres /^a  sont  au  plus  au  nombre  de  p-^q  —  2, 
les  p -\-  q  —  I  premières  équations  sufHront  pour  que  l'on  puisse  éliminer  entre 
elles  les  quantités  p^^.  On  obtiendra  ainsi  une  relation  de  la  forme 

(24)  2C^^^^^>-^    2    KylogHj^io, 

j  =  ï  =1 

où  les  quantités  Cy  et  Ky  sont  des  coefficients  qui  ne  sont  pas  tous  nuls.  En  rem- 
plaçant dans  la  relation  (24)  les  logarithmes  par  les  valeurs  (28),  il  vient  en 
divisant  par  (/ — m)P 

2c,,v+  V  K,.,-.'^^^^ (/-^i;.  .     =-' 

,=i  i^l 

l  et  m  étant  entiers  et  différents,  (/ — m)P  est  au  moins  égal  à  P  en  valeur 
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absolue.  D^ailleurs  le  numéraleur  de  la  fraclion  est  essentiellemenl  limité,  cl 
comme  P  peut  être  supposé  aussi  grand  que  Ton  veut,  il  faudrait  que  l'on  eul 

(25)  ^^^'jn-^    2    KjSj-o, 

mais  une  relation  de  la  forme  (26)  est  impossible  puisque  />  -h  <7  —  i  des  quan- 
tités /y,  sj  peuvent  être  prises  arbitrairement. 

Les  substitutions  semblables  de  la  première  catégorie  dérii^ent  donc  au 
moins  de  p  -^q  —  i  substitutions  fondamentales.  Le  nombre  des  substitutions 
fondamentales  qui  correspondent  à  des  unités  dont  le  module  analytique  est 
différent  de  un  n'est  d'ailleurs  pas  plus  grand,  comme  on  le  reconnaît  aisément 
d'après  les  considérations  développées  par  M.  liermile  dans  sa  qualricme  lettre 
à  Jacobi. 

V. 

Il  s^agit  maintenant  d'étudier  de  plus  prés  les  transformations  semblables  des 
formes  décomposables  en  facteurs  linéaires.  A  ce  point  de  vue,  certaines  de  ces 
formes  se  prêtent  à  une  recbercbe  facile.  Nous  utiliserons  ici  une  notion  très 
employée,  celle  du  système  de  modules  minimum. 

Nous  considérons  un  corps  algébrique  K  comme  l'ensemble  des  quantités  qui 
s'expriment  rationnellement  à  l'aide  d'une  racine  z^  d'une  équation  F  à  coefficients 

rationnels  : 

?(-)=o. 

Soit  n  le  degré  de  celte  équation. 

D'après  la  définition  générale  des  entiers  complexes,  les  entiers  du  corps  K 
sont  des  quantités  qui  s'expriment  rationnellement  par  Tune  des  racines  de  Y  et 
qui,  en  même  temps,  satisfont  à  des  équations  à  coefficients  entiers  dont  le  plus 
haut  coefficient  est  égal  à  l'unité. 

On  sait  que  la  somme,  le  produit  de  plusieurs  entiers  complexes,  et  toute  racine 
d'une  équation  algébrique  entière  dont  le  plus  haut  coefficient  est  l'unité  et  dont 
tous  les  autres  coefficients  sont  des  entiers  complexes,  sont  aussi  des  entiers  com- 
plexes. Ces  propositions  se  démontrent  aisément  par  la  théorie  des  fonctions 
symétriques. 

Soient  n  entiers  complexes  du  corps  K  : 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que 


1  )0 
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est  un  entier  complexe  du  même  corps  en  désignanl  par  //i|,  m^,  •••,  nin  des 
onliers  non-complexes  quelconques. 
Soient 


ri) 


i> 


Cl) 


j» 


'»hi  ; 


f») 


i> 


•  » 


w«; 


ri) 


'  /l  -  !  : 


0) 


f»    l 


les  entiers  conjugués  de  W|,  . . .,  (•)„.  Le  carré  du  délermioant 


l)  = 


0), 


r,), 


Wi 


ri) 


I 


6) 


/« 


Cl) 


1 


0) 


n 


est  un  entier  non-complexe.  En  eflfet,  ce  carré  est  une  quantité  rationnelle,  car  il 
ne  change  pas  quand  on  permute  d\ine  manière  quelconque  les  racines  de  Téqua- 
tion  r.  Comme  il  satisfait  d'ailleurs  à  la  définition  générale  des  entiers  complexes, 
c'est  un  entier  de  Taritlimétique  élémentaire.  Car  une  équation  à  coefficients 
entiers  dont  le  plus  haut  coefficient  est  Tunité,  n'a  pas  d'autres  racines  ration- 
nelles c|ue  des  racines  entières.  D- est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  nombre  des 
couples  de  racines  imaginaires  de  l'équation  V  est  pair  ou  impair. 

Nous  appellerons  système  de  modules  minimum  un  système  d'entiers  com- 
plexes (0|,  (02,  . . .)  o)/j  appartenant  au  corps  K  et  tel  que  la  valeur  absolue  de  D- 
soit  la  plus  petite  possible,  sans  être  nulle.  Ce  minimum  existe  certainement, 
puisque  1)^  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  entières. 

Tout  entier  complexe  E  du  corps  K  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/Il  I  Cl),  -h  /II]  Cl),  -h  ...  4-  //Ï,|  0),!, 

^1,  //*2,  ..., /?2/i  étant  des  entiers  non  complexes.  En  effet,  soient  E',  E",  ...,  E^"~'\ 
les  conjugués  de  E;  déterminons  les  quantités  mi,  m^,  ...,  m^  par  les  équations 


Ë 


//llCi)| 


K(«-i)  — 


mioj^"'*' 


+  //i„ri);' 


;«-!'. 


les  quantités  /;?|,  rfi^^  ...,  mn  seront  rationnelles,  car  leurs  valeurs  ne  changent 
évidemment  pas  quand  on  permute  d'une  manière  quelconque  les  racines  de  F. 
Supposons  que  Tune  au  moins  de  ces  quantités  soit  fractionnaire,  par  exemple, 


//i,  =  wij4-  /i. 


m\  étant  un  nombre  entier  et  f\  une  fraction  moindre  que  i.  E|  —  m',  co,  est  donc 
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un  enlier  complexe  égal  à  /ito,-!-  ma^a-l-. .  .-f- /;i„ti>„.  Or  le  détenu  inaiit 


r,  wi  4-  m,  w,  -h . . .  -+-  nin  &>„ 

/'i  Cl)',  -h  Wli  G)  j  -H .  .  .  -h  nin  Oi^^ 


0), 


G) 
G) 


,-,r,/j''-n_j.,;,^t^«-l. 


//j«G);r  '^ 


G) 


(«-1) 


G3 


«  - 1  ) 


a  pour  valeur  r«D.  Donc  to,,  w^,  ...,  w„  ne  constitueraient  pas  un  système  de 
modules  minimum,  ce  qui  est  contre  riiypothèse  (*). 

Soit  F(:ri,  a^a,  . . .,  Xn)  une  forme  d'ordre  n  irréductible  et  décomposable  en  fac- 
teurs linéaires.  Nous  avons  vu  que  la  décomposition  de  cette  forme  dépend  de  la 
résolution  d'une  équation  irréductible 


9(s) 


o, 


qui  n'a  que  des  racines  simples.  Ces  racines  déterminent  n  corps  algébriques  con- 
jugués K,  K',  ...,  Rf""'^  Soitcoi,  (O2,  ...,  w,,  un  système  démodules  minimum, 
la  forme 

j  =  n  —  \ 


*(ji,r»---.j'.)= n(«'/'/i 


«"i'V. 


"y^yn  ) 


/  =  o 


a  évidemment  ses  coefficients  entiers.  Quant  à  ¥{x^^x^^  ...,;r/i),  dans  la  majo- 
rité des  cas  il  ne  sera  pas  possible  de  la  décomposer  en  facteurs  linéaires  dont  les 
coefficients  sont  des  entiers  de  K.  Mais  on  peut  toujours  écrire 


l  =  n 


r  I  (  JT],  »rj,  . . .,  Xn  )  —  A'*      r  (a*,,  Xj,  .  . . ,  x,^)  —  Il     y» 

en  désignant  par  A  le  coefficient  Ae  x'[  dans  F  et  par  Ty  des  facteurs  linéaires  à 
coefficients  complexes  entiers.  En  efiet  on  voit  aisément  que  ces  coefficients 
sont  déterminés  par  des  équations  où  le  coefficient  du  plus  haut  terme  est  l'unité. 

Les  transformations  semblables  de  F  et  de  F|  sont  évidemment  les  mêmes.  Il 
suffira  donc  d'étudier  celles  de  F|. 

Considérons  d'abord  les  transformations  semblables  de  la  première  catégorie. 
Nous  avons  déjà  démontré  que,  à  une  pareille  transformation,  correspond  tou- 
jours une  unité  complexe. 

Réciproquement,  je  dis  que^  à  toute  unité  complexe  de  K,  correspond  une 
transformation  semblable  de  <l>. 


(*)   Voir  au  sujet  des  théorèmes  que  je  rappelle  ici  \' Arithmétique  de  DiniciiLETOu  Mix- 
KOWSKI,  Géométrie  der  Zahlen, 


« 
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En  eflfel,  e  élaDt  une  unilé  du  corps  K,  eo)|,  eco^,  ...,  £tù„  sont  des  entiers  du 
inénic  corps  ;  donc  on  a 

,   ,.,  1  £0)1  =  0*1  a,, -+- -+-o>Ma,i5, 

(  *.<0  ) 


£w„=zG),a,„-h -+-  &)««/i/i, 


où  nous  désignons  par  ay>i  des  entiers  non-complexes.  A  cause  de  Tirréductibililé 
de  r,  les  relations  précédentes  subsistent  si  Ton  y  remplace  cOj,  co^, ...,  w,,,  e  respec- 
tivement par  les  quantités  conjuguées  o)'/^,  (olf  ,  ..,  toJf\  s^^^^i,  1*2,  ...,  V//  étant 
des  variables  arbitraires,  on  déduit  des  relations  (26)  : 

£  (  '.),)•,  4-  0)i^>'j  -H  ...  4-  r.)„^'„  ) 

= 'in  (^11  V,  4- a,  j  Ji  4- .  .  .  4- «!„/«)  4- .  .  .  4- 0);,  («;,,/,  4- .  .  .  4- «„;,7„); 

donc,  en  posant 

c),  j:,  -\-  iù^X'i-^-,  ••-+-  w«j:,i  devient,  par  la  substitution  (27), 

Le  déterminant  de  la  substitution  (27)  est  égal  à  un.  En  effet,  considérons  les 
variables  u^^\  :;•''  définies  par  les  équations 

(/=:0,  I,  .  .  .,  /i  —  l). 

La  substitution  (27)  a  pour  transformée  la  substkution  définie  par  les  équations 
suivantes  : 

(29)  CÎ')=Mf^^£^^^  (/  =  0,  I,  ...,/l  — I). 

Or,  le  déterminant  de  la  substitution  (29)  est  égal  au  produit  des  quantités  z^'K 
c'est-à-dire  à  Tunité.  D'ailleurs  il  est  égal  au  déterminant  de  la  substitution  (27), 
donc  ce  déterminant  est  égal  à  un. 


THÉORIE    DES    FORMES    A    COEFFICIENTS    ENTIERS,    ETC.  l53 

Kevenons  à  la  forme  F,  (j^i,  jCo,  . . .,  Xn).  Les  facteurs  Ty  sont  de  la  forme 


h=n 


'Av=2'J'*'-^'" 


A  =  i 


et  comme  les  nombres  AJ^*  sont  des  entiers  complexes,  on  pourra  poser 


A=3|I 


e =2  */.*<•>!'' 


*  =  1 


OÙ  les  quantités  bhk  sont  des  entiers  non-complexes. 

La  fonction  F|(a:i,  ^2?  •  •  •?  »^/i)  «c  déduit  donc  de  ^(/i,  ^^a»  •  •  •»  J^/i)  par    la 
substitution 

(3o)  Jy=2^^>^^- 


A  =  l 


La  transformée  de  la  substitution  (27)  par  la  substitution  (3o)  est  en  général 
une  substitution  à  coefficients  fractionnaires.  Donc,  à  toute  unité  ne  correspond 
pas  nécessairement  une  transformation  semblable  de  F  à  coefficients  entiers  et  à 
déterminant  un. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  K  ne  contienne  pas  d'unité  dont  le  module 
analytique  soit  égal  à  un. 

Soient  S{,  S2,  ...,  Sy  les  substitutions  fondamentales  qui  transforment  4>  en 
elle-même. 

A  S|,  S2,  ...,  Sv  répondent  des  multiplicateurs  Si,  £2,  ...,  £v  qui  forment  un 
système  d'unités  fondamentales.  D'après  la  théorie  générale  exposée  précédem- 
ment, nous  savons  aussi  que  F  possède  une  infinité  de  transformations  semblables 
de  la  première  catégorie  dérivant  de  v  substitutions  fondamentales  S', ,  S^,  . . .,  Sy , 
qui  correspondent  aussi,  comme  nous  Tavons  vu,  à  des  unités  e',,  z.^^ . . .,  Sy,  et  l'on 
a  nécessairement 


e',  ~  e;".. £?'-, 


9 


£v  —  ^1  *' £v  **> 


les  exposants  ni  étant  des  nombres  entiers.  Sy  est  une  substitution  à  coefficients 
entiers  et  de  déterminant  un,  et  elle  est  la  transformée  par  la  substitution  (3o)  de 
la  substitution  obtenue  en  multipliant  par  s'^  le  facteur  correspondant  de  ^.  Ainsi, 
à  toute  transformation  semblable  de  F  correspond  une  transformation  sem- 

Fac.  de  T,,  a*  S.,  V.  20 
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blable  do  <I>.  De  plus,  loule  unité  élanl  de  la  forme 

on  peut  toujours  délennincr  des  nombres  entiers  au  nombrede  v-hi,  A,  |X|,  ...,  uiv, 
de  manière  à  satisfaire  aux  v  relations  homogènes  : 

• •••t 

/.  Â\  =  |UL,  /;i  jv  -h  fXj  //<,v  -H  •  .  .  +  l^v  '"vv. 


On  aura  alors 


Donc  à  E^  correspond  une  transformation  semblable  de  F  de  la  première  calé- 


fçonc. 


La  discu|sion  du  cas  où  le  corps  K  présente  des  unités  dont  le  module  analy- 
tique est  un  est  un  peu  plus  compliquée,  sans  offrir  de  difficultés  particulières. 
Nous  nous  permettrons  de  Pomettre.  Dans  tous  les  cas,  on  arrive  à  la  conclusion 
suivante  : 

//  existe  toujours  une  puissance  dUine  transformation  semblable  quel- 
conque de  4>  de  la  première  catégorie  dont  la  transformée  par  la  substitu- 
lion  (3o)  est  une  transformation  semblable  de  F. 

On  sait,  d'après  M.  Hermite,  que  tout  entier  complexe  dont  le  module  analy- 
tique est  un,  est  une  racine  aliquote  de  Tunité. 

Par  suite,  les  transformations  semblables  de  F  qui  correspondent  à  de  pareils 
multiplicateurs  sont  toutes  périodiques  et  sont  en  nombre  limité. 

Rei)te  à  examiner  les  transformations  semblables  de  la  deuxième  catégorie.  Un 
facteur  de  F  ne  peut  être  transformé  en  uu  autre,  à  un  multiplicateur  constant 
près,  qu'autant  que  les  racines  de  F  qui  correspondent  à  ces  deux  facteurs  s'expri- 
ment rationnellement  l'une  par  Tautre.  Si  cette  circonstance  se  présente,  d'abord 
il  est  certain  que  la  forme  4>  se  transformera  en  elle-même  par  des  substitutions 
périodiques  échangeant  entre  elles  les  facteurs  de  4>. 

En  effet,  les  corps  conjugués  qui  correspondent  aux  diverses  racines  de  F  ne 
sont  pas  tous  distincts,  et  le  nombre  des  corps  conjugués  distincts  est  un  diviseur 
de  n.  Supposons  que 

wj,     G)j,     ...,     w„;     co',,     Gjj,     ...,     (*)«;      ...;     w'/"*',     wï'"'^     ...,     ^n''^ 

appartiennent  au  même  corps  algébrique;   comme  coi,  (o^,  ...,  co^  forment  un 
système  de  modules  minimum  et  que  co'^ ,  (o!^,  . . .,  co),  sont  des  entiers  complexes, 
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on  aura 

(3i)  (,)'jzzz^(Xj/,f,),,         (y  —  1,2,  .  .  .,n). 


h^.  I 


les  quantités  ay^  étant  des  coefficients  entiers. 

En  remplaçant  les  quantités  iùh  dans  les  seconds  membres  de  (.'5i)  par  un  sys- 
tème quelconque  de  modules  conjugués,  on  obtiendra  encore  un  système  de 
modules  conjugués.  Dès  lors,  si  l'on  opère  sur  les  quantités  (o'-  comme  on  a  opéré 
sur  les  quantités  co^  et  ainsi  de  suite,  on  devra  finalement  retomber  sur  le  système 
de  modules  primitif.  11  en  résulte  que  les  quantités  ay^  sont  les  coefficients  d'une 
substitution  périodique. 

Considérons  maintenant  la  substitution 


j=zn 


•^/i=2'^>''*^V' 


/  =  ! 


cette  substitution  ne  fait  que  permuter  les  facteurs  de  4>;  c'est  donc  une  transfor- 
mation en  elle-même  de  4>  appartenant  à  la  seconde  catégorie.  Chacun  des 
q  —  1  systèmes  appartenant  au  même  groupe  que  (0|,  .. .,  (o,,  donnera  de  même 
lieu  à  une  substitution  transformant  4>  en  elle-même. 

Réciproquement,  on  voit  sans  difficulté  que  toute  transformation  de  4>  en  elle- 
même  résulte  d'une  transformation  de  la  première  catégorie  suivie  d'une  trans- 
formation de  la  seconde  catégorie  permutant  simplement  entre  eux  les  facteurs 
de  ^. 

Quant  aux  transformations  semblables  de  seconde  catégorie  des  formes  F,  il 
existe  une  puissance  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  qui  appartient  à  la  première 
catégorie;  il  existe  aussi  un  nombre  limité  de  transformations  semblables  de  la 
seconde  catégorie  qui  ramènent  une  transforqiation  de  la  seconde  catégorie  à  la 
première  cat€*gorie. 


EXPOSÉ  DE  LA  MÉTHODE  DE  M.  C.  GLASENAPP 

POUR  LA  RÉDUCTION  DES  OBSERVATIONS 

DBS 

ÉCLIPSES  DES  SATELLITES  DE  JUPITER  ^'\ 

Par  m.  Nicolas  STOYANOFF, 

Professeur  au  Lycée  de  Sofia. 


Dans  la  dernière  année  de  mon  séjour  à  Toulouse,  comme  étudiant  à  la  Faculté 
des  Sciences  et  assistant  à  l'Observatoire,  M.  H.  Bourget,  maître  de  conférences 
à  la  Faculté  des  Sciences  et  astronome  à  TObservatoire,  a  bien  voulu  attirer  mon 
attention  sur  la  dissertation  de  M.  Glasenapp  intitulée  Comparaison  des  obser- 
vations des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter  entre  elles  et  avec  les  Tables 
d^ éclipses,  écrite  en  langue  russe.  Après  avoir  lu  ce  très  intéressant  Mémoire  j'ai 
cru  bien,  avec  l'autorisation  bienveillante  de  M.  Glasenapp,  d'en  écrire  un 
exposé  succinct  en  français,  d'autant  plus  qu'il  se  rattache  en  partie  au  Mémoire 
de  Bailly  :  Sur  les  inégalités  de  la  lumière  des  satellites  de  Jupiter,  sur  leurs 
diamètres,  et  sur  un  moyen  de  rendre  les  observations  comparables,  {Histoire 
de  V Académie  des  Sciences,  Paris,  1771.) 

On  sait  qu'aujourd'hui  encore  il  y  a  des  astronomes  qui  préfèrent  adopter  la 
valeur  de  la  constante  d'aberration  de  Struve  et  d'autres  celle  de  Delambre.  La 
discordance  entre  ces  valeurs  et  les  tentatives  sans  succès  de  l'explication  de  cette 
discordance,  ont  été  Torigine  du  travail  de  M.  Glasenapp,  qui  a  pour  objet  de 
vérifier  les  calculs  de  Delambre.  Ce  problème  paraît  d'autant  plus  intéressant  que 
Delambre  n'a  publié  aucun  travail  ni  laissé  aucun  manuscrit,  concernant  la  déter- 
mination de  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière.  Pour  atteindre  son  but,  l'au- 
teur étudie,  dans  son  Mémoire,  principalement  les  causes  qui  peuvent  modifier 


(1)  Le  Mémoire  de  M.  Glasenapp  est  un  des  plus  importants  qu'on  ait  écrits  sur  la  réduc- 
tion des  observations  des  satellites  de  Jupiter.  M.  Downing  en  a  donné  autrefois  une  courte 
analyse  dans  le  Tome  XII  (1889)  du  Recueil  The  Observatory ,  H.  B. 
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l*cclai  apparenl  du  premier  satellite  de  Jupiter  et  les  circonstances  que  présente 
Téclipse  du  satellite. 

Le  Mémoire,  de  i58  pages,  est  divisé  en  quatre  Chapitres.  Nous  essayerons 
d^exposer  ici  le  contenu  essentiel  de  chacun  de  ces  Chapitres. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  des  causes  pouvant  modifier  Téclal 
du  premier  satellite  de  Jupiter. 

Dans  le  deuxième  Chapitre,  on  détermine  la  grandeur  du  segment  qui  reste 
encore  éclairé  au  moment  de  Téclipse,  dans  des  circonstances  données. 

Dans  le  troisième  Chapitre,  on  examine  l'influence  sur  la  durée  de  Timmersion 
et  de  Témersion  du  premier  satellite  due  à  l'inclinaison  de  l'orbile  du  satellite  et 
à  la  position  des  nœuds  de  son  orbite  par  rapport  a  l'orbite  de  Jupiter. 

Enfin,  dans  le  quatrième  Chapitre,  on  applique  les  résultats  obtenus  dans  les 
trois  premiers  Chapitres  aux  Problèmes  suivants  : 

i"  Détermination  de  la  vitesse  de  la  lumière  et  vérification  des  Tables 
d'éclipsés  du  premier  satellite,  construites  par  De  Damoiseau. 

9:'  Détermination  de  la  longitude  de  Leyde  au  moyen  des  observations 
des  éclipses  du  premier  satellite,  comparées  aux  Tables  d^ éclipses  des  satel- 
lites de  De  Damoiseau* 

'V*  Recherche  de  la  constance  de  la  vitesse  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  axe. 


CHAPITRE  I. 

MESURE  DE  LA  QUANTITÉ  DE  LUMIÈRE  IMPERCEPTIBLE. 


Dans  ce  Chapitre,  l'auteur  tâche  de  déterminer,  pour  chacun  des  satellites  de 
Jupiter  et  pour  chaque  éclipse,  la  quantité  de  lumière,  réfléchie  par  le  segment 
invisible  (*),  en  tenant  compte  de  toutes  les  circonstances  qui  se  présentent  pen- 
dant l'observation. 

En  173 Si,  Grandjean  de  Fauchy  (*-)  a  fait  remarquer  aux  astronomes  que  les 
inégalités  subjectives  du  mouvement  des  satellites  de  Jupiter  modifient  les  dimen- 
sions du  segment  invisible.  De  Fauchj  a  même  montré  qu'il  était  possible  d'étu- 


(  1  )  Bailly  appelle  segment  invisible  la  portion  du  disque  du  satellite  en  dehors  de  Tombre 
pure.  H  parait  ignorer  l'existence  de  la  pénombre.  H.  B. 

(*)  Hist.  de  rAcad,  d.  Se,  Paris,  ijSa. 
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dier  celte  modification  et  de  mesurer  la  quantité  de  lumière  imperceptible,  réflëcliie 
par  le  segment  éclairé  au  moment  de  IVclipse  apparente.  De  Faucliy  n'a  pu  par- 
venir à  confirmer  son  assertion  en  déterminant  les  dimensions  du  segment  invi- 
sible et  en  étudiant  les  inégalités  des  mouvements  des  satellites  de  Jupiter.  Ce 
n'est  qu'en  17^1  que  Bailly(*)  est  parvenu  à  faire  les  expériences,  indiquées  seu- 
lement par  De  Fauchy.  Ces  expériences  sont  basées  sur  la  loi  suivanle  : 

Les  quantités  de  lumière  reçues  par  V œil  dans  deux  lunettes  sont  en  raison 
directe  des  carrés  des  diamètres  des  ouvertures  des  deux  lunettes, 

La  méthode  de  Bailly,  que  Ton  peut  nommer  la  méthode  des  diaphragmes,  lui 
a  permis  de  calculer  la  quantité  S  de  lumière  imperceptible,  réfléchie  par  le 
segment  éclairé  au  moment  de  l'éclipsé  apparente,  en  prenant  pour  unité  la  quan- 
tité de  lumière,  réfléchie  par  le  disque  entier  du  satellite  pour  la  lunette  d'ouver- 
ture m  (^),  dont  il  a  fait  usage,  et  dans  les  conditions  suivantes  : 

1"  La  distance  zénithale  de  Jupiter  étant  égale  à  zéro; 

2°  Les  distances  de  Jupiter  au  Soleil  et  à  la  Terre  étant  respectivement  a  et 
a  —  1,  en  désignant  par  a  le  demi-grand  axe  de  l'orbite  de  Jupiter,  exprimé  en 
prenant  pour  unité  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil. 

Étant  donnée  la  quantité  S  de  lumière  imperceptible  du  satellite  dans  les  con- 
ditions ci-dessus  (i®  et  2**),  l'auteur  cherche  comment  varie  S  : 

1**  Quand  au  lieu  d'observer  avec  une  lunette  d'ouverture  m  on  a  observé  avec 
une  lunette  d'ouverture  /i; 

2°  Quand  la  distance  zénithale  de  Jupiter,  au  moment  de  l'observation,  est  z\ 

3°  Et  quand  la  distance  de  Jupiter  au  Soleil  est  r,  et  celle  à  la  Terre  A. 

En  tenant  compte  des  trois  corrections  dues  aux  trois  conditions  nouvelles,  on 
aura,  pour  la  quantité  de  lumière  imperceptible,  l'expression  suivante  : 


/i*  ^'    '  a^{a~iy 

où  S  représente  toujours  la  quantité  de  lumière  imperceptible  dans  les  conditions 
normales  (;;  =  o,  a,  a  —  i),  mentionnées  plus  haut. 

La  Table  de  Seidel,  annexée  à  la  fin  de  cet  exposé  (Table  III),  donne  les  loga- 
rithmes des  rapports  de  Téclat  de  l'astre  lorsqu'il  se  trouve  au  zénith  à  son  éclat 


(*)  Sur  les  inégalités  de  la  lumière  des  satellites  de  Jupiter,  sur  leurs  diamètres  et 
sur  un  m,oyen  de  rendre  les  observations  comparables,  (Hist,  de  VAcad,  d.  Sciences^ 
Paris,  1771.) 

(')  L'ouverture  de  la  lunette  de  Bailly  mesurait  24  lignes,  ou  bien  5*"*, 4. 
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lorsqu'il  csl  à  une  dislance  zénithale  z  {*).  Les  logarithmes  de  ces  rapports  [de  la 
fonction  ^{z)]  sont  donnés  de  degré  en  degré  à  partir  de  i3®  jusqu'à  86^. 

La  valeur  de  l'expression  (i)  varie  avec  la  phase  du  satellite.  En  elTet,  le  satel- 
lite ne  nous  montre  pas  toujours  toute  sa  moitié  éclairée.  Donc,  Texpression  (i) 
étant  exacte  dans  le  cas  où  Ton  prend  pour  unité  la  quantité  de  lumière  réfléchie 
par  le  disque  entier,  sera  un  peu  modifiée  dans  le  cas  où  nous  ne  verrons  qu'une 
partie  de  la  surface  du  satellite. 

Si  Ton  désigne  par  a  la  valeur  angulaire  de  la  partie  non  éclairée  du  disque 
apparent  du  satellite,  on  pourra  exprimer  le  rapport  de  la  surface  éclairée  à  la 
surface  entière  du  disque  par 

ot  il  s'ensuit  que,  pour  les  diflerentes  phases,  Texpression  (i)  doit  être  multipliée 

par  le  facteur j — •  Donc,  finalement,  la  quantité  de  lumière  imperceptible  sera 

I       j  a 

donnée  par  l'expression 

(^^  S— r-?(-)-i Ti    i— • 

n^  ^  ^       a^{a  —  i  )*   i  —  -J  a 

1^  Table  IL  annexée  à  la  fin  de  Texposé,  donne  les  valeurs  de  log r—  pour 

les  diiTérentes  positions  de  Jupiter  et  de  la  Terre.  Elle  a  pour  argument  Tangle  y, 
«ivant  pour  sommet  le  centre  de  Jupiter  et  pour  cotés  les  droites  qui  joignent  ce 
point  au  centre  du  Soleil  et  de  la  Terre.  On  a  calculé  les  valeurs  pour  chaque  degré, 
jusqu'à  y  =  i*i^.  Pour  le  but  que  Fauteur  poursuit,  il  suffit  d'avoir  la  valeur  ap- 
proximative  de  cet  angle,  qui  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la  diflerence  entre 
la  longitude  hélîocentrique  et  la  longitude  géocentrique  de  Jupiter. 

Los  causes  suivantes  peuvent  également  modifier  la  valeur  de  l'expression  (3)  : 

cl.  La  distance  plus  ou  moins  grande  de  la  Luoe;  sa  phase  et  sa  distance  zéni- 
thale: 

A.   LVtat  de  Falmosphère: 

r.   l-a  vue  de  l'observateur: 

</.  Toutes  les  autres  causes  capables  de  modifier  l'éclat  apparent  du  satellite. 

Or,  jusqu'à  l'apparition  du  Mémoire  de  M.  Glaseoapp,  personne  n'avait  encore 
fait  l'étude  intéressante  de  l'influence  de  toutes  ces  causes  d^erreurs,  et,  par  con- 
séquent«  on  n'en  pou\ait  tenir  compte. 

L^auteur  lait  ensuite  remarquer  que  les  instruments  employés  peuvent  avoir  une 


i^^  SKiDKt*  l'mUrsuckunc^n  w^^r  rfiV   cecemseiiire  N^iiickeii  der  Fixtierme  ersier 

^  X  ^  ^  ^  w 

(;i>>^^  fend  Ubrr  Mt  è>ri>ic/ioii  dfs  Licktti.  tic.  Munchen.  i5?5î- 
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influence  considérable  sur  les  observations  des  éclipses,  et  quand  on  compare  les 
observations  avec  les  Tables  on  ne  peut  se  dispenser  de  tenir  compte  de  cette 
influence.  La  conclusion  est  que  les  observations  des  éclipses,  faites  avec  des 
réflecteurs,  sont  moins  exactes  que  celles  faites  avec  des  réfracteurs. 

L'éclat  de  Jupiter  peut  aussi  faire  varier  la  quantité  S  trouvée  par  Baillj^  l'in- 
tensité apparente  du  satellite  diminuant  à  mesure  qu'il  se  rapproche  du  disque 
de  Jupiter,  et  croissant  au  contraire  lorsqu'il  s'en  éloigne.  Pour  étudier  la  loi  de 
la  variation  de  l'éclat  des  satellites  avec  leurs  distances  au  centre  de  Jupiter,  Bailly 
a  fait  des  observations  avec  des  diaphragmes  pour  diverses  distances  des  satellites 
au  centre  de  Jupiter  à  des  époques  diflerenles.  11  a  trouvé  que  la  quantité  S  de 
lumière  imperceptible,  en  fonction  de  la  distance  p  du  satellite  au  centre  de  Jupiter, 
est  donnée  par  la  formule 

(4)  SrzzAi+B-^. 

P  P* 

Baillj  n'a  déterminé  les  valeurs  de  ces  constantes  que  pour  les  trois  premiers 
satellites  de  Jupiter. 

Voici  les  valeurs  correspondantes  de  S|,  S2,  S3  : 

(CL         S|  =0,0495  - -h  0,3397  —> 

P  P 

(5)  /(CIL        S,  =  0,3933 — 1-0,0375— > 

P  P 

C  IIL      S3  =  0,2157  — h  0,0756  — . 

P  p- 

Les  valeurs  des  constantes  A  et  B  se  rapportent  à  la  lunette  de  Bailly,  mesu- 
rant 24  lignes  d'ouverture-  et  grossissant  à  peu  près  Go  fois  pour  une  hauteur  de 
Jupiter  égale  à  1 5**,  et  pour  la  distance  5,2207  au  Soleil  et  4,8456  à  la  Terre. 

De  Lalande(*)  est  parvenu  à  déterminer  la  valeur  des  constantes  A  et  B  pour 
le  quatrième  satellite.  Pour  sa  lunette  de  4o  H^)  l'g'^cs  d'ouverture,  il  a  trouvé 
pour  S4  la  formule 

(6)  C  IV.       84  =  0, o35i — ho, 01796 -j» 

Une  autre  méthode  pour  déterminer  la  loi  de  la  variation  de  l'éclat  des  satel- 
lites avec  leurs  distances  au  centre  de  Jupiter,  due  à  De  Barros,  est  exposée  dans 
son  Mémoire  :  Nouvelles  équations  pour  le  perfectionnement  de  la  théorie 

(»)  Hist,  de  l'Acad.  d.  Se,  Paris,  MDCCLXXXVIir,  p.  >.i  >. 
(«)  9*",i. 

Fac,  de  T.,  a*  S.,  V.  ai 
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des  sateltiles  de  Jupiter  et  pour  ta  correction  des  longitudes  terrestres  déter- 
minées par  les  oOsen'ations  des  mêmes  satellites  (Histoire  de  l'Académie 
royale  des  Sciences  et  Belles  Lettres  de  Berlin,  pour  l'année  ijSS).  Pour 
mesurer  l'éclal  apparent  des  salelliles,  De  Barros  se  servait  de  lames  de  verre  a 
faces  parallèles  d\^paisseurs  différentes,  dont  le  pouvoir  absorbant  avait  été  préa- 
lablement déterminé.  En  comparant  les  épaisseurs  des  lames  de  verre  qui  pro- 
duisent les  éclipses  artificielles  du  satellite  avant. les  époques  de  deuiL  éclipses 
effectives  on  trouve  directement  le  rapport  entre  les  éclats  du  satellite  au  moment 
des  éclipses,  le  rapport  entre  les  quantités  de  lumière  imperceptible  et  entre  les 
segments  invisibles. 

Mais,  en  diminuant  Téclat  du  satellite  jusqu'à  disparition  complète,  comme 
cela  se  fait  dans  les  méthodes  de  Bailly  et  de  De  Barros,  on  diminue  en  même 
temps  l'éclat  de  Jupiter,  et  quand  un  diaphragme  ou  une  certaine  épaisseur'de 
verre  a  fait  disparaître  le  satellite,  Téclat  apparent  de  Jupiter  est  tellement  diminué 
qu*il  n'a  pres(pie  aucune  influence  sur  Téclat  du  satellite.  D'où  Tauteur  conclut 
(praucune  de  ces  deux  méthodes  n'atteint  le  but  qu'il  poursuit,  à  savoir  : 
Etablir  la  loi  de  la  diminution  de  Véclat  apparent  du  satellite  avec  la  dimi- 
nution de  sa  distance  au  centre  de  Jupiter.  Tout  au  moins,  la  solution  qu'elles 
donnent  est  très  peu  satisfaisante.  Par  suite  les  expressions  (5)  et  (6)  données 
par  Baillv  et  De  Lalande  ne  peuvent,  rigoureusement  parlant,  servir  pour  com- 
parer les  observations  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter,  ni  entre  elles  ni  avec 
les  Tables  d'éclipsés. 

L'auteur  remarque,  en  outre,  que  ces  deux  méthodes  ne  donnent  aucun  moyen 
de  déterminer  rinflueiice  de  la  variation  de  Téclat  de  Jupiter  sur  l'éclat  apparent 
des  satellites  et  il  expose  sa  propre  méthode  héliométrique,  laquelle,  d'après  lui, 
donne  un  moyen  excellent  pour  déterminer  la  loi  de  la  variation  de  l'éclat  des 
satellites  en  fonction  de  leurs  distances  au  centre  de  Jupiter.  En  voici  le  principe. 

On  sait  que  Tobjectif  de  Théliomètre  est  composé  de  deux  moitiés  mobiles.  En 
faisant  mouvoir  les  deux  parties  de  Tobjectif  on  peut  changer  la  position  relative 
des  deux  astres;  on  peut  rapprocher  à  volonté  le  satellite  du  disque  de  Jupiter. 
Bemarquons  en  plus  que  chaque  moitié  de  l'objectif  donne  une  image  de  Jupiter 
et  de  son  satellite. 

Désignons  Tune  des  moitiés  de  l'objectif  et  l'image  qu'elle  donne  par  l'indice  I 
et  Tautre  moitié  et  son  image  par  Tindice  II.  En  prenant  des  diaphragmes  de 
diverses  dimensions  (comme  ceux  dont  s'est  servi  Bailly)  et  en  ne  diaphragmant 
que  l'objectif  I  on  peut  diminuer  à  volonté  l'éclat  du  satellite  dans  l'image  I  sans 
modifier  l'éclat  de  Jupiter  et  de  son  satellite  dans  l'image  II.  En  diminuant  succes- 
sivement l'ouverture  de  l'objectif  I  on  arrive  à  faire  disparaître  l'image  du  satel- 
lite dans  l'image  correspondante.  Des  expériences  semblables  pour  différentes 
distances  du  satellite  au  centre  de  Jupiter  donneront  la  loi  de  la  variation  de  l'éclat' 
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apparenl  et  permellront  de  dclerniiner  les  valeurs  des  cocfficicnls  A,  B,  C  dans 
la  formule 

(7)  S=:A-hB-4-C-!r, 

p       p* 

qui,  d'après  M.  Glasenapp,  doil  remplacer  la  formule  (4)1  donnée  par  Bailly. 

Un  climat  défavorable  et  surtout  Tliiver  de  l'Europe  seplenirionale  n'ayant  pas 
permis  à  Tauleur  de  commencer  ses  observations  hclioniétriques,  il  se  sert  des  ob- 
servations de  Bailly  et  de  De  Lalandc  pour  déterminer  les  valeurs  des  constantes  A, 
B,  C  pour  les  quatre  satellites.  Bailly  avait  déterminé  les  coefHcients  A  et  B  en 
employant  seulement  deux  observations,  bien  qu'il  en  ait  fait  plusieurs  pour  chaque 
satellite;  M.  Glasenapp  a  profité  de  toutes  les  observations  faites,  pour  trouver 
les  valeurs  les  plus  probables  des  coefficients  A,  B,  G;  Bailly  avait  réduit  les 
observations  a  l'époque  à  laquelle  Jupiter  est  éloigné  du  Soleil  de  5,2207,  et  de 
la  Terre  de  4,8456,  et  situé  à  la  distance  zénithale  de  "5";  M.  Glasenapp  a  réduit 
les  observations  à  l'époque  où  Jupiter  est  aux  dislances  moyennes  du  Soleil  et  de 
la  Terre  :  a  et  a  —  i,  et  lorsqu'il  se  trouve  au  zénith. 

On  obtient  ainsi  les  formules  suivantes  : 

(8)  C  ï»  S,=:      0,0204—0,0108 — ho,i437  — , 

(9)  C  11-  Si  =  —  0,0012  -+-0, 1789 o,o45o~, 

P  P 

(10)  C  ni.  S3  —  — 0,0027  -HO,  I034 HO, 0097— , 

p  p 

(il)  c  IV.  S;=      0,0012 -ho, 65o   — rO,o5i3  — • 

P  P 

Si  l'on  connaît,  en  outre,  la  loi  de  distribution  de  la  lumière  sur  le  segment 
invisible,  les  dimensions  du  satellite,  celles  de  l'ombre  et  de  la  pénombre  de 
Jupiter,  on  en  peut  déduire,  à  l'aide  de  la  valeur  de  la  quantité  S,  la  grandeur 
du  segment  invisible  et,  par  conséquent,  la  position  du  satellite  par  rapport  à  la 
surface  du  cône  d'ombre  de  Jupiter. 

Après  la  discussion  des  valeurs  des  coefficients  A,  B,  G  et  après  avoir  trouvé 
leurs  erreurs  probables  respectives,  l'auteur  termine  ce  Ghapitre  en  observant  que 
l'on  ne  doit  pas  regarder  comme  définitifs  les  résultats  ci-dessus,  parce  que  les 
expériences  de  Bailly  et  de  De  Lalande,  qui  ont  servi  à  déterminer  les  coefficients 
de  la  fonction  S,  ne  peuvent  nous  donner  la  vraie  loi  de  la  variation  de  l'éclat  des 
satellites  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  H 


Etant  donnée  la  quantité  de  lumière  réfléchie  par  le  segment  im-isible  du 
satellite,  déterminer  la  grandeur  de  ce  segment. 

La  solution  de  ce  problème,  dit  Tauteur,  serait  tout  à  fait  simple  si  Ton  pouvait 
admettre  avec  Bailly  (ju'il  v  a  une  surface  de  séparation  bien  déterminée  entre 
Tombre  de  Jupiter  et  l'espace  éclairé  par  le  Soleil;  c'est-à-dire  si  l'on  pouvait 
considérer  le  Soleil  comme  un  point  lumineux  d'intensité  égale  à  l'éclat  du  Soleil  ; 
iiutroment  dit,  si  l'on  néglige  la  pénombre.  Dans  cette  hypothèse  la  quantité  de 
lumière,  rélléchie  par  le  segment  invisible,  exprimerait  en  même  temps  le  rapport 
entre  la  surface  du  segment  invisible  et  celle  du  disque  entier  du  satellite.  La 
surface  J  du  segment  invisible  serait  donnée  par  l'équation 

OÙ  o  désigne  l'angle  COE  (flg»  i),  déterminé  par  la  relation 

V 

(!)  sin'|  =  j^sin9; 

V  et  R  sont  les  ravons  respectifs  du  disque  du  satellite  et  celui  du  disque  de 
Jupiter. 

Mais  l'hypothèse  faite  par  Baillv,  étant  loin  d*étre  vraie,  n^est  pas  admissible, 

Fig.  I. 


et  Noici  le  procédé  de  M.  Glasenapp  pour  trouver  la  quantité  S  de  lumière  imper- 
ceptible, rélléchie  par  le  segment  invisible. 
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Soient  : 

ADEO  (^fig-  2),  le  disque  apparent  d'un  des  satellites  de  Jupiter; 

AC  =  T  =  1 ,  son  rayon  ; 

AB=  P,  le  rajon  de  l*ombre; 

BI=  P|,  le  rayon  de  la  pénombre; 

FI  =  ^,  la  largeur  de  la  pénombre,  comptée  le  long  du  rayon  BJ. 

AB,  BI,  FI  sont  exprimés  en  prenant  le  rayon  du  satellite  pour  unité. 
L'intensité  de  la  lumière  dans  la  pénombre  n'est  pas  partout  la  même  :  à  la 
limite  KL  de  l'ombre  il  y  a  une  absence  complète  de  lumière;  à  la  limite  MN  de 

Fig.  j. 


la  pénombre  l'intensité  de  la  lumière  est  la  plus  grande  :  c'est  cette  intensité  que 
l'auleur  prend  pour  unité.  Elle  croît  de  KL  à  MN. 

Soit  F(A)  l'intensité  lumineuse  d'un  point  quelconque,  situé  dans  la  pénombre 
à  une  distance  A  de  la  circonférence  de  l'ombre,  comptée  le  long  de  la  normale  à 
la  circonférence  de  l'ombre. 

Pour  A  =  o,  la  fonction  F(A)  devient  égale  à  zéro  ;  pour  A  =  y,  elle  devient 
égale  à  l'unité;  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  A  comprises  entre  zéro  et  q 
on  a  o<F(A)<i. 

A  ne  peut  être  ni  négatif,  ni  plus  grand  que^. 

Soient,  en  coordonnées  polaires, 


(3) 


M=P, 


l'équation  du  cercle  d'ombre,  qui  a  pour  centre  B; 


(4) 

Féquation  de  la  pénombre; 


«  =  P„ 


(5) 


(  w  cosB  —  bY-^ru'  sin«0  —  V«, 


l'équation  du  disque  du  satellite. 
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L'au^le  H  esl  coniplé  à  pailir  de  l'axe  fixe  BOX  vers  le  rayon  vecleur  u  =  BH 
Jaa>  le  sens  inverse  du  niouvemenl  des  aiguilles  d'une  montre;  6  =  BC  est  la 
Jixiunoe  du  centre  du  cercle  d'ombre  au  centre  du  satellite. 

bln  supposant  que  la  fonction  F(A)  exprime  la  loi  de  distribution  de  Tintensilé 
Uuuineuse  dans  la  pénombre,  prenant  pour  unité  l'aire  du  disque  du  satellite,  et 
en  prenant  pour  unité  la  quantité  de  lumière,  réfléchie  par  le  disque,  la  quantité 
de  lumière  S  du  segment  ADEF  aura  pour  valeur 

/  ¥(à)udS. 

Introduisant  dans  cette  formule,  à  la  place  de  //,  une  nouvelle  variable  A,  qui 
satisfait  aux  conditions 

(     «  -^  P  -+-  A, 

on  aura 

(8)  *=j_  J_      F(A)('+p)<'^''». 

où  la  limite  supérieure  de  6,  6  =  ^(A),  est  donnée  par  l'équation  du  disque  du 
satellite  (5) 

(9)  e^<l>(A):=.arccos[^     .6(P4-A)       J' 

Parfois  l'éclipsé  a  lieu  lorsqu'une  partie  du  disque  du  satellite  se  trouve  en 
dehors  de  la  pénombre  et  une  autre  dans  la  pénombre.  La  figure  3  nous  repré- 
sente un  tel  cas. 

Voici  comment  on  trouvera,  dans  ce  cas,  la  quantité  de  lumière  réfléchie  par  le 
segment  lAMLDF  : 

a,  La  quantité  de  lumière,  réfléchie  par  la  surface  AMLG,  lorsque  son  inten- 
sité de  lumière  est  égale  à  i,  sera 

où'fi  =  AC]M,  e  =  AiiM. 

b.  La  quantité  de  lumière,  réfléchie  par  la  surface  AGLEFH,  en  supposant  que 
la  distribution  de  l'intensité  de  lumière  dans  la  pénombre  soit  exprimée  par  la 
fonction  F(A),  sera 
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c.  Enfin,  la  qiianlilé  de  lumière,  rcflécliie  par  les  deux  surfaces  lAH  el  ELD, 

sera 


{XI) 


( 


Fig.  3. 


OÙ  la  limile  supérieure  de  6,  B  =:  ^(A)  esl  donnée  par  Téqualion  (5) 


(i3) 


e=i<^o  A)  — arccos    ^^ .  /    ,    ,. 

L       2/>(p-+-A)       J 


Donc  la  quantité  de  lumière,  réfléchie  par  le  segment  rnlîer,  sera  donnée  par 
la  somme  de  (10),  (i  1)  et  (12) 


(i4) 


S  =  A  4-  B  4-  C. 


Lorsque  6|  >  00,  il  est  plus  commode,  pour  les  calculs  numériques,  de  faire 
un  changement  de  limites  de  la  façon  suivante  :  remplaçons  dans  Tintégralc  B(ii) 
la  limite  B|  par  la  limite  Bq,  on  aura 


(|5) 


''■=^//'X'''<'"('*'p)'''*^ 


faisons  dans  l'intégrale  C  (1*2)  les  changements  correspondants,  à  savoir  :  mettons 
H,  à  la  place  de  Bq  el  remplaçons  A  par  q  =  A',  de  sorte  que 


(16) 


elle  devient 


(■7) 


c. 


F.(A')  =  F(9-A'), 
«  =  P  -  A', 


2  P. 


0  =  *,(A')    /*A  =  7 


y        ¥,{!'){  t-^^dl'dB, 
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dont  la  limite  su|>érieiirc  B  est  donnée  par  Téqnalion 


^i8) 


S  — 4^(1')  =  arecos 


[ 


a6(P,-A') 


] 


et  la  quantité  de  lumière,  réfléchie  par  le  segment  entier,  sera  donnée  par  Vex- 
pression 


(19) 


S  =  A4-B,-T-C,. 


Il  V  a  encore  un  cas  qui  peut  se  présenter  lorsqu^on  observe  une  éclipse  : 
c'est  le  cas  où  le  satellite  tout  entier  est  en  dehors  de  l'ombre  pure.  Les  obser- 
vations de  telles  éclipses  étant  très  incertaines,  Fauteur  ne  s'occupe  pas  de  ce  cas. 
Il  passe  à  la  recherche  de  la  loi  de  distribution  de  l'intensité  de  la  lumière  dans 
la  pénombre  comme  il  suit  : 

En  admettant  que  l'intensité  de  la  lumière  en  un  point  quelconque  de  la 
pénombre  soit  en  raison  directe  de  Taire  de  la  portion  du  Soleil  visible  de  ce 
points  rintensité  de  la  lumière  en  un  point  de  la  pénombre  situé  à  une  dislance  A 
de  la  circonférence  de  Tombre  sera  donnée  par  l'expression 


(iO) 


où  (.AV-  4)  *«>  =  OSL  :  i  =:  OBL  ;  R  ==  BN  étant  le  rayon  apparent  du  disque  de 


Jupiter,  visible  du  point  considéré;  et  r  =  QS  le  rayon  apparent  du  Soleil  visible 
du  même  point. 

On  a  encore  les  relations  suivantes  entre  les  an$rles  to,  •!»  et  A  : 


ML  =:  A  =  r  1 1  —  cosi»^  —  R  «  I  —  cos'i  >. 


\u  moyen   de>  équations  ^  n^  et  *  r.i'i  on  peut  exprimer  les  angles  co  et  ^  en 
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fonction  de  A.  On  arrive  aux  relations  suivantes: 


cosinr'  =  A  A^4-B  A'-f-C  A* -h  ..., 

sinsr,)  zizA,A^4-BiA^H-C,A^-h..., 

(23)  {  ^     , 

^sini''—  jtA*(i  4-a'A4-(3'A«4-7'A'-i-  . . .  ). 

sin2^J;  =A,A^-hBiA'-i-C,A^-i-..., 

où  A,  B,  C,  ...  ;  A,,  B,,  C|,  . . .  ;  a',  jî',  y',  ...  ;  A2,  B2,  C2,  .  .  .  sont  des 
coefficients  constants  pour  chaque  satellite,  que  l'on  trouvera  par  des  quadratures 
mécaniques. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (20)  on  exprime  Tintensilé  J  en 
fonction  de  A.  On  a 

(24)  J  =  F(A)  =  «A«+6A^H-cA^H-rfA»4-..., 

où  a,  6,  c,  rf,  .  .,.  sont  des  constantes  pour  chaque  satellite. 

Voici  les  valeurs  de  la  fonction  F  (A)  =  J,  pour  les  quatre  satellites  de  Jupiter  : 

.r,=  F'(A):^[o,42r7]A^4-[o,o334„]A'4-[ï,3968,JA*  +  [î,i47i«lA'^+[T,o548„]A^ 
J,=  F^(A)  =  [o,oo23]A^^-[T,3373,JA^+[2,46I7,JA'^-[3,88o9JA'-r[3,469I,JA^ 

(25)       { 

J3^F^(A)  =  [o,o692]A''H-[î,4655,JA'*H-[':î,54i5JA^4-[M323,JA^-h[3,64i2„]A"»'-h...^ 
J,=  F'^A)==:[î,46^9]A^V['ï4599«]A^  +  [3,o832,JA^^-[4,2I52,JA'-l-[.M^^ 

où  A  doit  être  exprimée  en  parlie  du  rayon  du  satellite  correspondant  ;  les  coeffi- 
cients étant  donnés  par  leurs  logarithmes. 

Ayant  trouvé  la  forme  des  fonctions  J,,  Ja,  J3,  J^,  M.  Glasenapp  résout  le 
problème  proposé  comme  il  suit  : 

Pour  les  différentes  positions  du  satellite  par  rapport  à  l'ombre  de  Jupiter, 
c'est-à-dire  pour  les  différentes  valeurs  de  A,  il  calcule  par  les  formules  (i4)  et 
(19)  la  quantité  S  de  lumière  réfléchie  par  Je  segment.  De  celle  façon  il  peul 
construire  une  Table  qui  donne  les  valeurs  de  S  pour  un  argument  donné  A.  A 
l'aide  de  cette  Table  il  en  construit  une  autre  ayant  pour  argument  S. 

Nous  reproduisons  à  la  fin  de  cet  exposé  les  Tables  de  M.  Glasenapp.  Dans  la 
première  colonne  (Table  IV)  se  trouve  Targument  S;  dans  les  autres  colonnes, 
les  valeurs  correspondantes  de  A. 

A  la  fin  de  ce  Chapitre  l'auleur  fait  remarquer  que  les  valeurs  des  intégrales  (i  4) 
et(ig)  ne  correspondent  pas  toujours  aux  vraies  valeurs  de  A,  car  elles  ne  sont 

Fac.  de  T.,  2"  S.,  V.  22 
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ejiactes  que  dans  le  cas  où  le  disque  entier  du  satellite  est  éclairé  :  circonstance 
qui  n'a  pas  toujours  lieu.  En  eOet,  la  phase  du  satellite  faisant  varier  la  grandeur 
du  segment  éclairé,  elle  peut  faire  changer  la  position  de  A  sur  le  satellite  et  la 
valeur  correspondante  de  S.  Mais  il  prouve  que  les  variations  de  A  dues  à  la 
phase  sont  insignifiantes  et  que,  par  suite,  on  peut  les  négliger.  Il  remarque 
encore  que  la  phase  du  satellite  ne  change  presque  pas  la  valeur  de  A,  mais  elle 
déplace  A  sur  le  disque  d'une  distance  a,  de  sorte  que  le  point  extrême  du 
segment  invisible  se  déplace  vers  le  centre  apparent  du  disque  du  satellite. 

En  admettant  que  le  déplacement  de  A  s'efTectue  de  la  périphérie  du  disque 
vers  le  centre  en  suivant  le  rajon  du  disque,  pour  avoir  la  valeur  de  A,  qui  est 
nécessaire  pour  trouver  le  moment  de  récli|>sc  du  centre  du  satellite  (le  moment 
de  r éclipse  centrale)^  il  faut  ajouter  la  valeur  a  à  la  valeur  de  A,  calculée  au 
moven  de  la  Table  II. 

L^auteur  donne  à  la  On  de  son  Livre  la  valeur  de  a  pour  les  différentes  phases 
des  satellites. 

Celte  Table  (II\  annexée  à  la  fin  de  notre  travail,  a  pour  argument  la  diffé- 
rence entre  les  longitudes  héliocentric|ues  et  géocentriques  de  Jupiter. 


CHAPITRE  III. 


DÉTERMINATION  DE  LA  CORRECTION  DE  L'ECLIPSE  OBSERVÉE,  DÉPENDANT 
DE  LA  POSITION  DU  NŒUD  DE  L'ORBITE  DU  SATELLITE  PAR  RAPPORT  A 
L'AXE  DU  CONE  D'OMBRE  DE  JUPITER. 


Pour  faire  mieux  ressortir  les  deux  méthodes  que  Tauteur  emploie,  pour 
résoudre  le  problème  ci-dessus,  nous  traduisons  textuellement  ce  (Chapitre,  en  ne 
faisant  seulement  que  de  très  légères  omissions.  Ces  deux  méthodes  diffèrent 
Tune  de  l'autre:  la  première  est  directe, et  la  seconde  indirecte  et  plus  appropriée 
au  calcul  numérique. 

u  Si  le  satellite  en  entrant  dans  le  cône  d'ombre  de  Jupiter  suivait  une  direc- 
tion normale  à  la  projection  de  Tombre,  il  suffirait,  pour  trouver  la  correction 
que  Ton  doit  ajouter  au  moment  observé  pour  obtenir  le  moment  de  Téclipse 
centrale  du  satellite,  d'emplover  la  Table  IV.  Mais  comme  le  plan  de  l'orbite  du 
satellite  ne  coïncide  pas  avec  le  plan  de  Torbile  de  Jupiter  (nous  parlons  de  ce 
qui  se  passe  dans  la  projection)  le  satellite  ne  peut  entrer  normalement  dans  le 
cono  d'ombre  que  dans  des  cas  exceptionnels  où  la  longitude  jovicentrique  du 
nœud  ascendant  ou  du  nœud  descendant  de  l'orbite  de  Jupiter  est  à  peu  près 
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égale  à  la  longitude  héllocentrique  de  Jupiter.  Dans  tous  les  autres  cas  on  doit 
ajoutera  la  correction,  tirée  de  la  Table  IV,  une  autre  correction  dépendant  de 
rinclinaison  et  des  positions  des  nœuds  de  Torbite  du  satellite  par  rapport  à 
l'orbite  de  Jupiter. 

»  Ainsi  il  nous  faudra  résoudre  le  problème  suivant  : 

»  Etant  donnée  la  grandeur  du  segment  invisible,  trouver  la  correctiony 
exprimée  en  temps,  que  Von  doit  ajouter  au  moment  observé  de  C  éclipse  du 
satellite  de  Jupiter,  pour  avoir  le  moment  de  r éclipse  du  centre  du  satellite 
{moment  de  l'éclipsé  centrale), 

»  Menons  un  plan  normal  à  Taxe  du  cône  d^ombre  à  une  distance  du  centre 
de  Jupiter  égale  à  la  moyenne  distance  du  satellite  au  centre  de  la  planète,  on 
aura  comme  section  l'ellipse  ABCD  {Jig>  5)  de  demi-axes  :  OA  =  a,  OD  =  6  (  *  ). 

Fig.  5. 


L'équation  de  cette  ellipse  rapportée  aux  axes  OX,  OY,  coïncidant  avec  les  axes 
de  l'ellipse,  sera 


(') 


.1-^  _^   v^ 

a'  "^  f? 


I . 


»  Soit  EH  la  trajectoire  supposée  rectiligne  du  centre  du  satellite  dans  le  cône 
d'ombre;  elle  aura  pour  équation 


(2) 


Y  i=z  p\  -h  7. 


»  Le  cercle  MNL  représente  le  satellite  au  moment  de  l'éclipsé  observée,  son 


(>)  Laplace,  Traité  de  Mécanique  céleste,  p.  114. 
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centre  est  en  S.  La  droite  SK  est  normale  à  l'ellipse,  et  Ton  détermine  sa  longueur 
d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  Chapitre  précédent. 

»  On  peut  maintenant  énoncer  le  problème  posé  ci-dessus  sous  la  forme  sui- 
vante : 

»  Etant  données  la  longueur  de  la  droite  SK.,  normale  à  l'ellipse  et 
V équation  de  la  trajectoire  du  centre  du  satellite  et  par  conséquent  les 
coordonnées  du  point  G(a,  P),  déterminer  la  grandeur  de  la  droite  SG  et 
V exprimer  en  unités  de  temps, 

»   Soient  : 

(2)'  Y=j9X-^.y. 

les  équations  de  Fellipse  d'ombre  et  de  la  droite  EH. 

»  Posons 

SK  =  ky         S(i  =  u  ; 

supposons  ensuite  que 

œ  ci  y  soient  les  coordonnées  du  point  K, 

XetY  »  »  S; 

on  aura 

(3)  SK*=:  A:-=:  (X  -  ^)»-4-  (Y  -7)*  +  . . ., 

(4)  SG*izrw'  =  (X-a)»-h(Y-^)*-h.... 

»  L'équation  de  la  normale  au  point  ¥^{x,  y)  de  l'ellipse  passant  par  le 
point  S  (X,  Y)  sera 

(5)  Y-j=g(X-x). 

»  Au  moyen  des  quatre  équations (i)',  (2)',  (3),  (5)onpeutdéterminer  les  quatre 
coordonnées  x^  y^  X,  Y,  et  cela  fait,  en  se  servant  de  l'équation  (4),  trouver  w. 

»  Cette  solution  directe  offre  beaucoup  de  difficultés  pour  le  calcul  numérique 
et  la  construction  des  Tables. 

»  Voilà  pourquoi,  pour  construire  les  Tables  V  et  VI,  j'ai  fait  usage  d'une 
autre  méthode  que  je  vais  exposer  ici. 

»  Des  équations  données 

«»  ^  //-       • 

\=p\  +  y, 
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j'ai  tiré  les  coordonnées  a  el  jî  du  point  G;  puis,  les  coordonnées  a:  et  j^  du 
point  k  étant  données,  j'ai  calculé  les  différences  X  —  j:  et  Y — y  par  les  formules 

(6)  X-«  =  ^^-^^-^. 

(7)  Y-y  =  f'^^'^^^"'-^' 


d'où  l'on  lire 


(8)  /:z=±v/(X-^)*-(Y-j)«. 

»  Ensuite  j'ai  déterminé  les  coordonnées  X  et  Y  par  les  équations  (6)  et  (7),  et 
j'ai  fait  les  différences  : 


(9)  X  — a  =  J7  —  a  4- 


— , 

^  y 


^r     n  r     p^  -^  n  —  Y  ^'  y 

bi-p 


»  Enfîn,  j'ai  calculé  la  valeur  de  11  par  la  formule 


(II)  «  =  ±v^(X-'a)*-*-(Y  — i3)*. 

»  Pour  l'immersion,  A"  et  w  sont  positifs  sitôt  que  le  centre  du  satellite  est  en 
dehors  du  cône  d'ombre;  ils  deviennent  négatifs,  au  contraire,  dès  que  le  centre 
du  satellite  se  trouve  dans  le  cône  d'ombre.  Dans  le  premier  cas,  on  doit  ajouter 
la  valeur  de  u  au  moment  observé;  dans  le  second  cas,  l'en  retrancher.  Pour 
Témersion,  c'est  le  contraire. 

M  En  suivant  cette  méthode,  j'ai  calculé  les  valeurs  de  A*  et  de  u  pour  les  posi- 
tions des  nœuds  ascendants  des  satellites,  situés  à  o",  10",  .  .  .,  90**  de  l'axe  du 
cône  d'ombre  de  Jupiter  et  j'ai  construit  la  Table  qui  a  pour  arguments  C  et  A*; 
où  C  est  la  différence  entre  les  longitudes  jovicentriques  du  Soleil  et  des  nœuds 
ascendants  des  orbites  des  satellites,  comptée  sur  l'orbite  de  Jupiter.  Les  Tables  IV 
nous  donnent  la  valeur  de  A*. 

»  Prenons  quelques  exemples  pour  expliquer  l'application  des  Tables  aux 
réductions  des  immersions  et  des  émersions  observées  du  premier  satellite  au 
moment  de  l'éclipsé  centrale  du  satellite. 
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Exemple  I. 

Le    2  1    novembre    1871,    on   a  observé   à    Pouikovo  l'immersion   du  premier 
salellilc.  Chaque  observateur  se  servait  d'un  instrument  différent  : 


Diamètre 

Instru- 

de 

Observateurs. 

ments. 

l'objectif. 

1. 

Block 

Bader. 

mm 
106 

h       m      » 

14 -'^5.55,1  t. 

m.  de  Pouikovo 

4M* 

Glasenapp.. 

Merz  1. 

97 

14.^5.53,6 

0 

X 

Bonnsdorf.. 

Merz  lïl. 

97 

i|.25.5i,9 

•» 

4. 

Kuhlberg. . . 

Salleron. 

85 

14.25.44,0 

u 

Schwarlz.. . 

PIossl. 

36 

14.^5.34,7 

1* 

Calculons  d'abord,  au  moyen  du  Berliner  Jahrbuch,  la  distance  du  satellite  au 
centre  de  Jupiter;  pour  celte  éclipse,  elle  est  égale  à  1,867  en  parties  du  dia- 
mètre équatorial  de  Jupiter.  La  Table  I  nous  donne  le  logarithme  du  segment 
correspondant  2,7468.  Cela  fait,  on  doit  : 

1®  Réduire  ce  segment  à  la  distance  moyenne  de  Jupiter  au  Soleil  et  à  la  Terre: 
le  calcul  donne  : 

2'*  Trouver  la  correction  due  à  la  phase;  Tangle  y,  la  différence  des  longitudes 
hëliocentrique  et  géocentrique  de  Jupiter  sera,  dans  le  cas  actuel,  9*^,5;  la  correc- 
tion correspondant  à  cet  angle  se  trouve  dans  la  Table  II;  elle  est  égale  à 


log -- 


=::  0,Oo3o; 


x^*'  Réduire  le  segment  au  cas  où  la  distance  zénithale  de  Jupiter  serait  égale 
à  zéro:  dans  le  cas  actuel  et  au  moment  deTimmersion.  Jupiter  avait  une  distance 
zénithale  de  4^'^«>«  ^  cet  angle  correspond 

log  9(3)  =:o,oa33. 


En  multipliant  le  segment  2,7468,  trouvé  plus  haut,  par  les  nombres  trouvés 
aux  n''''  r\  2'\  3\  on  aura  la  grandeur  S«  du  segment  invisible,  correspondant 
aux  circonstances  de  Timmersion  observée  : 
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Logarithme  du  segment  normal. 

Pour  la  lunette  de  Bailly vi,7468 

loff  -— r o  ,0934 

log -— o,oo3o 

Iogç(;;) o,o233 

logSo iijSeôS 


m- 


Le  segment  ainsi  réduit  varie  pour  chaque  lunette  dans  le  rapport   — ^  »    où 

m  désigne  l'ouverture  de  la  lunette  de  Baillj,  à  laquelle  correspond  le  segment 
trouvé  Sq,  et  n  Fouvcrlure  de  la  lunette,  au  moyen  de  laquelle  on  a  fait  Tobser- 

vation.  Pour  les  lunettes  en  question,  log— ^  a  les  valeurs  correspondantes  que 
voici  : 

l»  «•  o*  'I*  ï)< 

Rader.  Merz  I.  Mcrz  III.  Sallcron.  IMossI. 

T,ii6C  î,l97<>  '«■,^970  T,Go6J  1,9717 

En  ajoutant  ces  logarithmes  à  la  valeur  de  So=  [2,8665],  nous  aurons  les 
valeurs  des  segments,  correspondant  à  chaque  lunette  au  moment  de  l'éclipsé  : 

logS 2,:i83i  2,3635  !2,3635  2,473o  2,838>, 

S 0,019*2  o,09.3i  o,023i  0,0297  0,0689 

La  Table  IV  donne  ensuite  les  valeurs  suivantes  de  k^  : 

-7'^*w  -7»%  8  -7»% 8  -68%  7  -J6%2 

qui  doivent  être  corrigées  de  Tinflucnce  de  la  phase  du  satellite.  La  correction  que 
l'on  doit  y  apporter  se  trouve  dans  la  deuxième  colonne  de  la  Table  II,  ajant 
pour  argument  l'angle  y.  Celle  correction  est  a=  i%6  et,  par  conséquent,  les 
A'o  corrigés  ou  les  k  prendront  les  valeurs  suivantes  : 

— 72%!  -70','^-  —70*,  A  — 67%!  —'i^'Jy 

Pour  trouver  les  valeurs  définitives  des  w,  il  faut  connaître  la  position  du  nœud 
par  rapport  à  Taxe  du  cône  d'ombre  de  Jupiter  au  moment  de  l'immersion. 

La  Table  V,  qui  a  pour  arguments  l'angle  C  et  A",  nous  donne  les  valeurs  des  u. 
Dans  le  cas  actuel,  C  =  i55",  et  les  u  cherchés  seront 

-74*,  8  —72%  9  -7'^%  9  -^9%^  -^fi%7 
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En  ajoutant  ces  valeurs  aux  moments  observés,  nous  aurons  les  résultats  sui- 
vants pour  l'époque  de  TécUpse  centrale  du  premier  satellite,  observée  en  1871, 
le  21  novembre,  à  Poulkovo  : 


Obser-  Instru-         Diamètre         Momeot 

valeurs.         menls.       de  l'objectif.       observé. 


1.  Block Bader. 

â.  Glasenapp  .  Merz  I. 

3.  Bonnsdoriï.  Merz  III. 

A.  Kuhiberg..  Salleron. 


5.  Schwarz 


PIossI. 


106 

97 

97 

85 

56 


mm 


m 


I 4. 2 J. 55,1 
i4.îi5.53,6 
I 4.25.51 ,9 
i4-25.49,o 
11.^5.3^,7 


Éclipse 
centrale. 


01 


14*24. 40i3  t.  m.  de  Poulkovo 

14.24.40,7 

14.24.39,0 

14.24.34,4 
14.24.38,0 


» 


») 


Exemple  II. 

En  1873,  le  i4  avril,  fut  observé  à  Poulkovo  l'émersion  du  satellite  de  Jupiter, 
au  moyen  des  instruments  suivants,  par  les  observateurs  suivants  : 


Observateurs.       Instruments. 

1.  Wagner. ...  Le  grand  refr. 

2.  Tatchaloflf. .  Héliomètre. 

3.  Lindemann.  Steinheil. 

4.  Glasenapp..  Merz  I. 

5.  Bruns Merz  III. 


Diamètre 
de  l'objectif. 


uim 


m 


379 

188 

126 

97 
94 


9.43.  9,8  t.  m.  de  Poulkovo 

9.43.35,5 

9.43.30,9 

9.43.35,2 

9.43.34,3 


» 
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En  procédant  de  la  même  façon  que  dans  le  premier  exemple,  nous  obtiendrons 
les  éléments  suivants  pour  la  réduction  des  moments  observés  aux  moments  de 
Témersion  du  centre  du  satellite  : 


log j— o,oo32 

1  —  ja 

?  (  -  )  log o ,  0370 

log  — I T     r—  9(-3) 0,1966 

- 47^9 

X 9".6 

G i6",o 

p 1 ,873 

La  distance  p  du  satcllile  au  centre  de  Jupiter  étant  connue,  la  Table  l  nous 
donne  :  le  logarithme  du  segment  normal  est  égal  à  2,^449»  il  faut  lui  ajouter 
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'^o~T7 — xt  r~?(^)  =  0,1966;    ainsi    la  valeur  du   segment  So   sera  rgale 

à  [2,94 15],  qnî  correspond  h  la  hinetlede  Bailly  et  aux  circonstances  particulières 
au  moment  de  l'émersion  du  satellite. 


m'- 


Ensuite,  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  doit  multiplier  So  par  — ^'   Les 


m« 


logarithmes  de  — ^j  pour  les  instruments  dont  on  a  fait  usage  sont  les  suivants  : 

1*  A.  O,  '1.  0> 

Grand  rcfr.  Iléliomèlre.  SleinheiL  Merz  L  Merz  IIL 

2,3o84  T,22oo  7,9.264  ^î497o  1,7288 

en  les  multipliant  par  So  =  [8;9/{i5],  nous  aurons 

[3,2499]  [2,i6ij]  [^,0279]  [5,4385]  [5,C7o3] 

c'est-à-dire 

0,00178  0,0145  0,0161  0,0274  0,0468 

Ces  derniers  nombres  représentent  les  segments  correspondant  aux  différentes 
lunettes,  dans  les  circonstances  des  observations. 

Avant  les  segments,  nous  trouverons,  à  l'aide  de  la  Table  IV,  les  valeurs  sui- 
vantes pour  A-o  : 

— ioo',6  — 76%  2  — 75",  55  —^9%  7  — 62",  3 

Ensuite  nous  trouverons  la  correction  a  à  l'aide  de  l'argument  y;  la  valeur  de 
cette  correction  est  i",6.  En  appliquant  celle  correction  on  obtient  pour  A'  les 
valeurs  suivantes  : 

-99%  o  -71%  «  -73%  6  -68-,  I  -60»,  7 

D'après  ces  données  et  l'angle  C  ^  16",  qui  détermine  la  position  du  nœud 
de  l'orbite  du  premier  satellite  par  rapport  au  cône  d'ombre  de  Jupiter,  nous 
obtiendrons,  en  faisant  usage  de  la  Table  V,  les  valeurs  suivantes  de  u  : 

-ioo%9  -76-,  I  -75M  -69»,  4  -Gi%8 

que   l'on  doit  relrancher  des  moments  observés,   pour  avoir  les   moments   de 
l'émersion  du  centre  du  premier  satellite  de  Jupiter,  on  aura  donc  : 

Fac,  de  T.  2*  S.,  V.  23 
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Ol»*ervalcur>. 


I.   Wagner... 


4. 


Talchaloflf . 
Lindemann. 
Glasenapp  . 
Bruns 


laslrumcnts. 

Le  grand  refr. 

Héliomèlre. 

Steinheil. 

Merz  I. 

Merz  Vni. 


Diamètre 

de  Moment 

robjociif.       observé. 


'^79 
i88 

i'i6 

97 
74 


UUI 


m 


9.43.  9,8 
9.43.35,5 
9.43.30,9 
9.43.35,2 
9.43.31,3 


Moment  de  Témersion 
du  centre  du  satellite. 


m 


9.44.^«ï7  i-  »«•  ^e  Poulkovo 

9.44.51,6 

9'41.46,o 

9.41. 44, G 

9.44.30,1 


)> 


» 


» 
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CHAPITRE  IV, 


Les  trois  premiers  Chapitres  de  l'Ouvrage  de  M.  Glasenapp  sonl  consacrés  à 
réliide  des  mëlhodes  de  réduction  des  observations  des  éclipses  des  salellites  de 
Jupiter  au  moment  de  l'éclipsé  centrale. 

Le  quatrième  Chapitre,  qui  renferme  à  lui  seul  102  pages,  est  consacré  à  Tappli- 
cation  des  résultats,  obtenus  dans  les  trois  premiers  Chapitres,  à  la  résolution  des 
problèmes,  dont  nous  avons  déjà  fait  mention  au  début,  ^lous  nous  bornerons  à 
donner  ici  un  court  résumé  de  la  solulion  de  ces  questions;  renvoyant,  pour  plus 
de  détails,  le  lecteur  au  Mémoire  même  de  M.  Glasenapp. 


I"  Mesure  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

i^oiir  déterminer  Téquation  de  la  lumière,  fauteur  fait  usage  de  toutes  les 
rcHpses  du  premier  satellite  de  Jupiter  (immersions  et  émersions),  observées 
depuis  Tannée  18.^8  jusqu'à  Tannée  1878,  dans  les  observatoires  de  Greenwich, 
d'Altona,  de  Leipzig,  de  Marburg,  de  Lejde,  d'Oxford,  de  Windsor,  des  Galles 
du  Sud,  de  Poulkovo,  de  Kielf  et  de  NicolaefT.  Tout  d'abord  il  réduit  toutes  ces 
observations  au  nombre  de  887  à  Tinstant  de  Téclipse  centrale  et  aux  circons- 
tances normales.  Puis  il  compare  les  moments  des  observations  réduites  avec  les 
moments  des  éclipses  correspondantes  du  premier  satellite  de  Jupiter  donnés  par 
les  Tables  d'éclipsés  de  Damoiseau. 

Voici  le  procédé  emplové  pour  la  formation  des  équations  de  condition  : 
<*  Désignons  par  Xq  la  correction  des  Tables  des  éclipses  du  premier  satellite 
de  Jupiter  du  baron  de  Damoiseau,  par^  la  correction  de  Téquation  de  la  lumière, 
d'après  Delambre;  c'est-à-dire  prenons  pour  la  vraie  valeur  de  Téquation  de  la 
lumière  49^^%  2  -+-^'m  désignons  par  A  la  distance  de  Jupiter  au  centre  de  la  Terre 
au  moment  de  Téclipse  du  satellite,  par  Tq  le  moment  réduit  de  Tobscrvalion. 
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par  Te  le  moment  calculé  de  réclipsc  (lire  du  Nnut.  Alm.).   Pour  déterminer  ^'i, 
on  aura  les  équations  de  condition  suivantes  : 

(0  T;4-.ro+A>.:--:T;„ 


»   Pour  n'avoir  à  faire  qu'à  de  petits  nombres  posons  jj-,  — =  ^V-j-j';  les  équa- 
tions (i)  prendront  la  forme 

«    Ç  M- j:^o-+- Aj    =:T„, 


OÙ  G  =  Te-+-SA,  Ç'=T;+SA', 

»  En  comparant  Ç,  G',  .  .  .  avec  Tq,  Tj,,  .  .  .,  on  voit  de  suite  que  .r©  est  à  peu 
près  égal  à  dr  65*  en  temps  moyen,  où  le  signe  inférieur  correspond  a  l'immersion, 
le  signe  supérieur  à  Témersion;  en  vertu  de  quoi  on  peut  poser  Xo  =  =t  05*4- a:. 
La  correction  et  son  signe  montrent  que  l'ellipse  des  Tables  se  trouve  dans  Tinté- 
rieur  de  Pellipse  réelle,  ou,  autrement  dit,  que  la  surface  d'ombre  donnée  |)ar  les 
Tables  se  trouve  dans  l'intérieur  de  la  surface  réelle. 

)>  Ici,  nous  devons  faire  une  supposition  relativement  à  la  courbe  adoptée  par 
De  Damoiseau  comme  intersection  de  la  surface  d'ombre  avec  un  plan  normal  à 
Taxe  de  cette  surface.   » 

M.  Glasenapp,  après  avoir  montré  qu'on  peut  faire  à  ce  sujet  deux  hypothèses, 
admet  qu'en  construisant  ses  Tables  d'éclipsés  des  satellites,  Damoiseau  avait 
supposé  que  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  d'ombre  avec  un  plan  normal 
à  l'axe  de  cette  surface  était  une  ellipse;  il  suppose,  en  outre,  que  l'ellipse 
donnée  par  les  Tables  et  l'ellipse  efiective  sont  semblables,  et  que  la  différence 
entre  leurs  demi-grands  axes  est  égale  à  ±  65*  en  temps  moyen.  A  Taidc  de  ces 
hypothèses,  il  a  construit  la  Table  VII  annexée  à  la  fin  de  ce  Mémoire.  Elle 
servira  à  corriger  les  instants  calculés  ?,  Ç^/,  ...  de  ±  65%  en  tenant  compte 
de  la  position  des  nœuds  de  Torbite  du  satellite  par  rapport  à  Taxe  de  la  surface 
d'ombre  de  Jupiter.  L'argument  C  de  cette  Table  est  le  même  que  celui  des 
Tables  V  et  VI. 

«  Ainsi,  après  avoir  corrigé  les  quantités  (r,  (r/,  .  .  .,  nous  obtiendrons  les  équa- 
tions (2)  sous  la  forme 

l    ^   H-JT-t-Aj    rzzTo, 

(3)  <  /'-i-j:4-AV--r.T;, 


dans  lesquelles  ^  =  t?  zp  (65*),  /'=  G'zjz  (65*),  .  .  .,  où  (65=*)  signifie  la  correction 
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des  moments  calculés  P,  Ç\  .  .  .  de  65%  corrigée  de  la  position  du  nœud  de  l'orbite 
du  satellite. 

»  Les  équations  (3)  peuvent  ne  pas  être  tout  à  fait  exactes,  parce  que  les  réduc- 
tions H  du  moment  observé  ne  sont  pas  tout  à  fait  complètes,  c'est  à-dire  que 
lous  les  T^  ne  sont  pas  réduits  à  être  homogènes.  En  réalité  les  réductions  de  nos 
observations  impliquent  la  fonction  S,  dont  les  coefficients  ont  été  donnés  par 
iiailly.  Donc,  les  erreurs  des  coefficients  de  cette  fonction  ne  permettent  pas 
(Péliminer  tout  à  fait  Tinfluence  des  lunettes  et  d'autres  causes,  dépendant  de 
IVclat  du  satellite  pendant  l'éclipsé.  Supposons  que  nous  ne  connaissions  pas 
exactement  la  loi  de  la  variation  de  l'éclat  du  satellite,  due  à  la  variation  de  la 
distance  apparente  du  satellite  au  centre  de  Jupiter,  introduisons  dans  les  équa- 
tions (3)  un  terme  de  la  forme  ^z  dépendant  du  coefficient  indéterminé  z  et  de  la 
distance  apparente  p  du  satellite  au  centre  de  Jupiter  (*).  Dans  ce  cas,  les  équa- 
tions (3)  deviendront  : 

[  X  -k-  ly  -hp^  -+-^  —  To=:o, 

(•»)  a;-hA>4-p'--+-r'-T;r=o, 


l/auteur  prend  comme  forme  définitive  d'équations  de  condition  la  forme  (4)» 
Il  forme  ces  équations  pour  toutes  les  observations,  leur  applique  la  méthode  des 
moindres  carrés  et  obtient  deux  svstèmes  d'équations  normales,  un  pour  les  im- 
mersions et  un  autre  pour  les  émersions.  Leur  résolution  lui  donne  les  valeurs 
suivantes  de^r,^,  z  : 

a.  Pour  l^immersion  du  premier  satellite, 

'  ,  »  ,     .     * 

x^-=^  —  6o > 6   ±: 8 , o, 

Vo  =  -T-  io,52±:i,74, 
5g:=—    i.97:r3,54. 

L*erreur  probable  d'une  observation  de  poids  ii/iiziir  9%89. 
'  b.  Pour  Vémersion  du  premier  satellite. 


s 

1 

f 

•«•, 

— 
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0, 
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j, 

L'erreur  probable  d*uue  observation  de  poids  un  =13: 9% 09. 


V*  ^  5  e$t  U  Cv>rrecUow  corr^$|>oii\UiH  à  U  v«n«Uon  supposée  d*êcUt. 
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Les  valeurs  de  y  Irouvées  des  observalions  de  rimmersion  el  de  l'émersion  du 
premier  satellite  différent  Tune  de  l'autre  d'un  nombre  très  considérable, 
de  11%  99,  qui  dépasse  beaucoup  trop  la  valeur  de  l'erreur  probable  d'une  déter- 
mination isolée.  L'auteur  ne  donne  pas  d'explication  définitive  de  cette  différence, 
mais  il  fait  des  hypothèses  intéressantes  pour  l'expliquer. 

Il  remarque  que  celle  discordance  peut  avoir  trois  origines  : 

1°  Inexactitudes  dans  les  Tables  de  Damoiseau. 

2°  Erreurs  dans  l'évaluation  du  segment  invisible  que  les  valeurs  trop  gros- 
sières de  z  ne  peuvent  éliminer. 

3"  Du  fait  que  les  immersions  et  les  émersions  ne  sont  pas  observées  de  la 
même  manière. 

Sans  données  pour  se  déterminer  sur  ces  points,  M.  Glasenapp  prend  la 
moyenne  pondérée  des  valeurs  de^  et  trouve 

j^  =:  4-  2% 64  ii=  I %  02. 
ce  qui  donne  pour  Téquation  de  ta  lumière  : 

5oo%84  ±  i%oQ. 

ety  en  traitant  les  valeurs  de  x  d'une  manière  analogue,  il  en  lire  la  correction 

moyenne  des  Tables 

-27%7±4%8. 

Pour  voir  si  ces  corrections  améliorent  la  valeur  de  l'erreur  probable,  il  résout 
à  nouveau  les  équations  de  condition  en  gardant  les  moments  des  éclipses  sans 
y  apporter  de  corrections.  Il  trouve 


/ 


a.  Pour  V immersion  du  premier  satellite. 


^0  = 


-    8,8 

-+-    T,47 
10,9 


s 

9»o, 

1,9^, 
4,o. 


(6) 


\ 


L'erreur  probable  d'une  observation  de  poids  /m  =±:  i  i%i2. 


b.  Pour  Vémersion  du  premier  satellite. 
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L'erreur  probable  d'une  observation  de  poids  un  =z±  10,95. 
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Combinant  comme  plus  haut  les  valeurs  dey^  on  trouve  la  valeur  suivante  de 

Téquation  de  la  lumière  : 

497%i5=bi%20. 

On  en  conclut  donc  que  la  méthode  de  M.  Glassenapp  n^abaisse  pas  d'une 
manière  notable  Terreur  probable  d'une  observation,  déduite  de  la  comparaison 
aux  Tables  de  Damoiseau. 

On  obtient  un  meilleur  résultat,  dit  M.  Glassenapp,  en  traitant  à  part  les  obser- 
vations faites  le  même  jour  de  manière  à  éliminer  les  erreurs  périodiques  des 
Tables.  Voici  les  résultats  obtenus  ainsi  : 

a.  Immersions. 

Krreur  probable  d'une  observation  réduite dr   5', 5 

Erreur  probable  d'une  observation  non  réduite z±  io',o 

b.  Émersions. 

Erreur  probable  d'une  observation  réduite ifc  6*,6 

Erreur  probable  d'une  observation  non  réduite rb8",5 

Nous  ne  devons  pas  oublier  de  mentionner  la  remarque  faite  par  l'auteur, 
que  les  corrections  obtenues  pour  les  Tables  et  pour  Téquation  de  la  lumière  ne 
peuvent  élre  admises  comme  définitives.  «  Ce  n'est  qu'un  essai,  dit-il,  de  compa- 
raison des  observations  avec  les  Tables;  on  ne  pourra  obtenir  un  résultat  défi- 
nitif qu'après  avoir  vérifié  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter,  calculé  à  nouveau 
leurs  perturbations  et  construit  de  nouvelles  Tables.  » 

En  suivant  un  procédé  semblable,  Tauteur  fait  une  discussion  très  intéressante 
sur  l'écart  qui  existe  entre  les  deux  valeurs  de  l'équation  de  la  lumière,  trouvées 
par  Delambre  et  W.  Struve  par  deux  méthodes  différentes.  Il  détermine  l'équation 
de  la  lumière  d'après  toutes  les  observations  dont  il  a  fait  usage  plus  haut,  après 
avoir  calculé  les  différences  calcul  —  observation,  et  sans  avoir  réduit  les 
moments  des  observations  aux  moments  des  éclipses  centrales,  en  mettant  les 
équations  de  condition  sous  la  forme  suivante  : 

[jc^^y  -+-J)(C-())  =io, 
(7)  <   x-+-A,v-+-I)(C  — 0),r=O, 

1     > 

où  X  signifie  la  correction  des  Tables,  y  la  correction  de  la  vitesse  de  la  lumière, 
d'après  Delambre,  A  la  distance  de  Jupiter  à  la  Terre,  D(C  —  O)  la  différence 
calcul  —  observation. 
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Appliquant  la  mélhocle  des  moindres  carrés,  il  arrive  à  deux  systèmes  d'équa- 
tions normales,  Pune  pour  les  immersions  et  Tautre  pour  les  émersions,  dont  la 
résolution  lui  donne  pour  la  valeur  de  Téquation  de  la  lumière  le  mombre 

497%46±i%o8. 

Ce  résultat,  identique  à  celui  de  Slruve,  lui  montre  que  l'hypothèse  du  profes- 
seur Hoek  (*)  sur  cette  (juestion  n'est  pas  exacte,  cl  que  toutes  les  variations 
possibles  dans  rinlensitédu  premier  satellite  s^annulent  mutuellement  et  qu'elles 
n'ont  pas  d'influence  sur  le  résultat  final  de  la  détermination  de  Téqualion  de  la 
lumière. 


a"  Détermination  de  la  longitude  de  Leyde  au  moyen  de  la  comparaison  des 
observations  des  éclipses  du  premier  satellite  de  Jupiter  avec  les  Tables  de 
De  Damoiseau. 

Nous  serons  très  brefs  sur  ce  point.  L'auleur  trouve  que  la  différence  de  longi- 
tude entre  Leyde  et  Greenwich,  déduite  des  observations  des  éclipses  des  satellites 
de  Jupiter  faites  simultanément  en  ces  deux  stations,  ne  concorde  pas  avec  la 

différence  adoptée, 

o^  17™  56%  2  E, 

pour  la  longitude  de  l'observatoire  de  Leyde. 

I^s  observations  simultanées,  réduites  d'après  la  méthode  de  M.  Glassenapp, 

donnent  en  effet 

o'm8™5%4. 

Les  mêmes  observations  non  réduites  donnent 

o»>i8'"3%6. 

Ces  divergences  nous  montrent  simplement  que  le  mode  d'observation  des 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter  ne  satisfait  pas  aux  exigences  de  l'Astronomie 
moderne.  Peut-être  le  mode  d'observation  ])liotométrique  proposé  par  Cornu  ou 
celui  suivi  depuis  plusieurs  années  par  M.  l^ickering  à  Harvard  Collège  donnent- 
ils  de  meilleurs  résultats? 

3*  Constance  de  la  vitesse  du  mouvement  de  rotation  de  la   Terre 

autour  de  son  axe. 

Ce  problème  me  paraissant  très  intéressant  au  point  de  vue  théorique,  je  ter- 


(«)  Astr.  Nachr,,  B.  LXX,  p.  193. 
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mioc  le  présent  expose  en  donnant  une  traduction  des  pages  de  la  dissertation  de 
M.  Glasscnapp  qui  se  rapportent  à  cette  question  : 

«  Le  professeur  S.  Newcomb  a  publié  dans  la  revue  américaine  The  American 
Journal  of  Sciences  and  Arts,  conducted  by  Prof.  B.-Sillimau  and  James-D. 
Dana,  vol.  L,  1870,  p.  i83,  un  article  intitulé  :  Considérations  on  the  apparent 
ine^a/ities  of  long  period  in  the  mean  motion  of  the  Moon,  dans  lequel  il 
se  propose  d'expliquer  les  inégalités  à  longues  périodes  remarquées  dans  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune,  en  comparant  toutes  les  observations  de  la  Lune,  faites  à 
Greenwich  et  à  Washington  depuis  i85o  jusqu'à  1869,  aux  Tables  de  Hansen,  en 
admettant  des  variations  de  la  vitesse  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre 
autour  de  son  axe. 

»  Admettant  la  possibilité  d'une  pareille  variation,  il  a  déterminé  les  écarts  du 
midi  moyen  correspondant  au  cas  de  la  non  uniformité  de  rotation,  par  rapport 
au  midi  moyen  correspondant  à  la  rotation  uniforme. 

»  Voici  ces  écarts,  qui  m'ont  été  communiqués  dans  une  lettre  du  24  oc- 
tobre 18;.'^  : 

Kpoque.  Correction  du  midi. 

1830,5 o* 

1835,5 o 

1840,5 -^   I 

1815, 5 -   I 

1850,5 -4-  2 

1855,5 —  5 

1800,5 --10 

1864,5 -^11 

18Gi,5 H-io 

1866,5 -f-  6 

1868,5 -T-  -i 

1870,5 ; o 

1872,5 -  2 

»  Ce  sont  les  corrections  qu'on  doit  ajouter  au  jour  moyen,  correspondant  à  la 
rolalion  uniforme,  pour  avoir  le  jour  effectif.  En  même  temps,  ce  sont  les  correc- 
tions que  Ton  doit  ajouter  au  moment  observé  pour  avoir  le  temps  moyen  en  sup- 
posant que  la  vitesse  du  mouvement  de  rotalion  de  la  Terre  autour  de  son  axe 
soit  conslaute. 

»  L'hypothèse  de  Newcomb  relativement  à  la  variation  périodique  de  la  vitesse 
du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe  sera  certaine  et  authen- 
tique lorsque  sa  raison  d'être  sera  prouvée  d'une  autre  manière  et  par  d'autres 
observations.  Les  observations  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter  peuvent 
fournir  une  démonstration  de  cette  hypothèse,  démonstration  tout  à  fait  indépen- 
dante de  celle  de  Newcomb. 
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»  Eu  conslruisant  ses  Tables  d'éclipsés  du  premier  salellile  de  Jiipiler,  Damoi- 
seau a  admis  que  la  vitesse  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son 
axe  était  constante;  de  sorte  que  si  Ton  détermine  les  corrections  des  Tables 
d'éclipsés  du  premier  satellite  de  Jupiter  pour  différentes  époques  et  si  l'on  trouve 
des  variations  périodiques,  de  telles  variations  prouvent  ou  :  i°  Tinexactitudc 
des  Tables  de  Damoiseau  ;  ou  2"  que  le  mouvement  de  rotahon  de  la  Terre  autour 
de  son  axe  n'est  pas  uniforme.  Mais  en  admettant  que  les  Tables  soient  exactes, 
c'est-à-dire  qu'en  calculant  les  perturbations  des  satellites  :  1"  on  n'a  négligé 
aucune  des  inégalités  périodiques  imporlantes;  2"  que  les  coefficients  de  toutes  les 
inégalités  diffèrent  des  coefficients  vrais  de  nombres  entièrement  négligeables;  et 
3"  que  dans  la  construction  des  Tables  on  n'a  fait  aucune  erreur  périodique  impor- 
lanle,  nous  sommes  conduits  à  admettre  la  seconde  hypothèse,  à  savoir  :  que  la 
vitesse  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe  varie  périodique- 
ment. 

»  Pour  examiner  celte  question  nous  avons  pris  toutes  les  observations  des 
éclipses  du  premier  satellite  de  Jupiter,  dont  nous  avons  fait  usage  dans  la  déter- 
mination de  l'équation  de  la  lumière.  Nous  avons  ajouté  aux  moments  observés 
les  corrections  du  midi  moyen,  trouvées  par  ÎScwcomb,  ensuite  nous  avons  pro- 
cédé comme  nous  l'avions  fait  pour  les  observations  sans  corrections. 

»  Voici  les  résultats  obtenus  : 

a.  Immersions  du  prem.ier  satellite.       h.  Kmersions  du  premier  satellite. 


jc^  —  —^'î,Z    ±7,9 
Jo  =  -^    6,83  zh  1,72 
z^-—  —    o ,  64  ib  3 ,  5o 

i\  —  —    9rj7 


Xy——S,r     ±6,0 

V,  — —  1,12  ib  1,2/4 

^1  :=-f-  I  ,82  ib  2,52 

/•;~rz8,97 


»  En  comparant  les  erreurs  probables  ainsi  trouvées  :  zt  9,77  et  zb  8,()7,  d'une 
observation  de  poids  égal  à  fin,  avec  celles  trouvées  lors  de  la  détermination  de; 
l'équation  de  la  lumière,  c'est-à-dire  avec  ±9%  82  et  ±9*,  09,  on  voit  que  rap])li- 
cation  de  la  correction  de  ^le^vconlb  aux  moments  observés  des  éclipses  améliore 
la  concordance  entre  les  observations  et  les  Tables  d'éclipsés  du  premier  satellite 
de  Jupiter. 

»  Cette  amélioration  dans  les  deux  cas,  des  immersions  du  premier  satellite  et 
des  émersions,  peut  ne  pas  être  considérée  comme  accidentelle,  mais  être  attri- 
buée à  la  vraisemblance  de  la  correction  de  Newcomb,  et  par  conséquent  à  celle 
de  son  hypothèse  relativement  à  la  variation  périodique  de  la  vitesse  du  mouve- 
nienl  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  sou  axe. 

»  Pour  déterminer  les  valeurs  des  corrections  du  jour  moyen  à  des  époques 
Fac.  de  T.,  2"  S.,  V.  2.\ 
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diflërcnlcs  au  moyen  des  obser\'alioDS  des  éclipses  du  premier  salellile,  c^esl- 
à-dire  faire  ce  qu'a  fail  Newcomli,  en  comparant  les  observations  de  la  Lune  avec 
les  Tables,  j*ai  procédé  comme  il  suit  :  j'ai  corrigé  les  moments  des  éclipses  du 
premier  salcllite,  donnés  par  les  Tables,  des  valeurs  de  x,  y^  z  trouvées  précé* 
demmenl,  et  après  a\oir  comparé  de  nouveau  toutes  les  observations  avec  les 
valeurs  tabulaires  corrigées,  j'ai  trouvé  les  valeurs  suivantes  pour  C  —  O 
(calcul  —  observalion)  pour  les  diverses  époques  : 


a.  Pour  les  immersions. 


b.  Pour  les  émersions. 


9 

Epoque. 


C-O. 


Poids. 


Epoque. 


C  — O. 


Poids. 


1848,86 

-^  6,9 

•1,7 

1849,22 

-  6,7 

i,\ 

i850,00 

H^2>.,7 

■>A 

1851,10 

9.^ 

■»,i 

18:i2,70 

-1-  -22 , 2 

!.(> 

1855,  :u) 

33,-2 

•'>" 

1856,58 

4- -20, 9 

4,7 

1857,72 

:  i6,3 

1858,82 

—  II.) 

1859,90 

^9/2,9 

•2,0 

1861,22 

-m4,j 

3,3 

1862.17 

-1-29,0 

2-9 

1863,15 

-i--22,0 

^"> 

1864.28 

Iw 

7r> 

1866. 4:i 

-h  2*2 , 6 

1,8 

1867.63 

-i3,9 

A. 6 

I8«>8.a5 

H-33,8 

•}. ,  0 

1869.76 

—  1 5 ,  '}. 

12,5 

1870,81 

-  8,  ', 

1871. ÎK) 

-   2.6 

9  •  6 

lH72.:iO 

-T-  5.3 

8,>. 

1873,2.% 

—  1  J.O 

10,2 

1848,24 

1849,27 

1850,32 

1853,50 

1855,70 

1856,97 

1858,10 

18:>9,15 

1860,21 

1861,30 

1862,32 

1863,37 

1864,60 

1865,70 

1866,72 

1867,82 

1868,83 

1869,45 

1870,05 

1871,14 

1872,21 

1873,24 


—  16,7 

—  4,5 
— 15,4 
— 3o,7 

—  «7, a 

—  11,5 

—  12,2 

—  5,9 

—  6,3 

-+-  4,4 

—  12,7 

—28,3 
— 11,5 
— 27,8 

—  18,8 

—  «6,9 
— 16,5 
—23 , 3 

—  24,2 
— 20,6 

—  «7,4 
— 16,5 


8,5 
7,6 

«,9 

2,7 
3,6 

4,5 

9,7 
8,1 

0,9 
4,i 
3,6 

1,6 

0,7 
3,3 

4,9 

6,7 
2,0 

1,8 

8,0 

'«i9 
26,1 


qui  nronl  servi  à  former  des  équations  de  condition  de  la  forme 


(0 


X  -\-k(t  —  t^)  H-m(/  — ^o)»-h(C  — 0)  =  o, 


où  pour  Iq  nous  avons  pris  Tannée  1861 ,00  et  où  x,  /r,  //i  doivent  être  déterminés 
d'après  les  valeurs  de  (C  —  O). 

)'    Les  équations  de  condition  nous  ont   donné   des  équations  normales   que 
voici  : 


EXPOSÉ   DE   LA   MÉTBODE   DE   M.    C.    GLASEXAPP    POUR    LA    RÉDICTIOX,   ETC.       187 

a.  Pour  les  immersions  du  premier  satellite. 
-4-    i26,9j:--+-      259,3X-f-      8227//!  —    1718,1^=^0, 

-+-  259. Sx -T-  8227   /—  35467  W—   I7«i6   r:r  o, 
-+-  8227  X  -f-  35467  k  -r-  923395/?!  -r-  85480   =  O. 

b.  Pour  les  émersions  du  premier  satellite, 

-♦-  1 4o . 5x  -!-  4*>-> «6 X  -i-  1 2239//!  —  2 1 1 1 . 8  j=:  o, 
H-  455. 6 jr -^  12239  ^"  "^  55i5o//i  —  982  j  =<>, 
-*-  1 2289     X  -:-  55 1 5o     k  —  1 5587 4 1  /?*  —  1 96478      =z  o. 

i>  La  solulion  de  ces  équations  normales  nous  a  fourni  les  valeurs  suivantes 
de  x^  k  et  m  pour  : 

a.  Immersions.  li.  Emersion%, 

jr^  =:  — 17.76        ±11.20,  ,r,  =-f-i2j}9       Z10.86. 

/-^  =1-1-  o.o832    ±:o,i553,  Â',  -  -  —  o.25i2    zi  0.^x117?, 

in,=iH-  o.o62|5^==  0.02178,         /?j,=: —  0.01753  zio.oi356, 

d'où  Ton  lire 

x  =  —  3.5î        Z10.71, 
i-  izi  —  o .  20-0    zi  o . ^/-83. 
mm  —  o.oWyî  =:  o.oi  i5i. 


»  Au  movcD  dex.  k  et  m  j*aî  trouvé  l'^s  corrections  du  midi  ni'i^c-n.  \yfi\\\  I'.* 
époques  considérées  parNewcomb.  La  Table  suivante  contient  à  l;j  foi^  Kr  forr^-^  - 
tioDS  de  Newcomb  et  les  miennes  '  '  •. 


f  1  ;  Les  BOflibrts  daas  la  troisième  coloan^  <  2  ont  ^t^  drKrrmîné^  |#^r  la  f'frm>j^<e  1  .  «i^ 
façon  qoe  la  corrertîoa  da  aidi  f»o«r  1970.  >  «oit  «fz^l'f  â  celle  «le  ^^nr^iiib  |#our  Jï  corm^ 
date. 
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Correction 
Kpoqnc.  <lr  Nowcoinb.  d'apn^'s  le  1  C  V. 

i8r>o,r)  -  9*  -i-3* 

lo. >;>,;>  -^    »  -^4 

1800,5  -*   lo  -+-0 

l8(î-2,5                                      M  -^\ 

(-n                             '   1861, :>  -   n»  ^3 

i8(;(),:i  6  -^'1 

18()8,:>  -i  -^i 

1870,. *>  '»  (> 

ISl'iyi  —  •>.  ->. 

)'    Los  nombres  dtî  celle  Table  nionlrrnl  : 

»•  i"  (  hie  les  si«;nes  des  correclions  du  midi  moven,  déterminé  au  moyen  des 
observations  des  ('(;li|)ses  du  premier  satellite  de  Jupiler,  ne  diffèrent  pas  de  ceux 
des  (!oiTeelions  de  Newcomb; 

»  •<"  (^ue  les  p<'rio(Ies  de  la  variai  ion  des  corrections  coïncident  dans  les  deux 
eas. 

)»  Maljçré  (|ue  mes  correclions  cl  celles  de  Newcomb  diffèrent  beaucoup  les 
unes  des  aulres,  ceriui  fait  que  nous  ne  pouvons  tirer  aucune  conclusion  définitive 
sur  la  vraisend)hince  de  Tlnpolbèse  de  Newcomb,  néanmoins  le  fait  que  mes 
eoiT<*elioiis  onl  l<*  même  si<;neet  la  même  période  que  celles  deNewcomb  trouvées 
au  moNcn  des  obs(»rvalions  de  la  Lune,  nous  donne  le  droit  d'affirmer  la  jj^rande 
probabilih'  d<'  riivpollièse  de  Newcomb  sur  la  non-unilormité  du  mouvement  de 
rolalion  de  la   Terre.    >» 
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TABLE   I  ('). 


(K) 
01 
Oî2 
0.3 
04 

0,j 

m 

07 

08 
09 

10 
11 
\± 
13 
U 

l.> 
IG 
17 
18 
19 

20 

2,3 
24 


25 
2() 
^27 
28 
29 


9, 

9. 

9 

9 

9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 


856 

77» 
701 

62) 

55: 


i75 

33o 
9. 59 

i8« 

118 
o/|8 
0981 
0913 
o8i6 


0780 
0710 

OG  H) 

9,o58<) 
9,o5'2i 

9,0 ifi^ 
9,o4oo 
9,0339 

9î"279 
9,0 >»9 

9,««'>9 
9,0100 

9,ooii 

»,99»> 
8,9928 


9, 1848 

9,i77<> 
9,»<'»9'i 
9,i()i8 

9;»4<'»7 

9,ï'59"^ 
9,i3'23 

9,i'25i 

9,1181 

9,1111 

9i'<>î« 

9,0974 
9,o9or> 

9,08  {9 

9,0774 

9) 0709 
9,of»43 

9,o58o 

9,on8 

9,04 '»  5 

9/>'94 
9, 0333 

9,0273 

9,0  u  3 

9,01 53 

9,0094 
9,0030 

«•9979 
8,99?/2 


3. 


9: 

1840 

9, 

9, 

1 7rv2 

9, 

9 

,  1  r>8(i 

9» 

9" 

,iGi  I 

9, 

9 

,i53J 

9, 

9 

,  1460 

9, 

9 

,i388 

9, 

9 

,i3ir) 

9' 

9 

,1-244 

9, 

9: 

,M74 

9, 

9 

)  1 1 04 

9, 

9- 

,  io35 

9, 

9 

,  09^>7 

9, 

9 

,  0899 

9, 

9 

08  3  3 

9, 

9^ 

0768 

9, 

9: 

0702 

9, 

9i 

0C37 

9' 

9, 

,057  î 

9, 

9 

,o5i>. 

9, 

9 

,0449 

9, 

9i 

o388 

9, 

9 

o3'27 

9, 

9 

,0267 

9, 

9i 

0207 

9, 

9j 

0147 

9, 

9" 

G088 

9, 

9, 

00  3 1 

9, 

«: 

9973 

8, 

8. 

.99'^ 

«, 

83i 
7^4 
679 

r)o3 

52- 


453 

38i 
3o8 
•>.37 
167 

<>97 
028 

09G0 

089*2 

0827 

07G1 
0G95 
o(')3 1 
o5G8 
o5o5 
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0-20I 
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9,»ii<'> 

9,i37'i 
9,i3oi 
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99 «o  1  8,9905 


5. 

6. 

9,i8iG 

9, 

1808 

9,» 740 

9: 

1733 

9  »  »  fi^4 

9 

,iG5G 

9, 1587 

9 

,»579 

9,i5i-2 

9, 

1 5o5 

9,  «439 

9' 

i',3' 

9 , 1 3GG 

9 

,i3"»« 

9,  «•^94 

9 

i>.87 

9,I'2'23 

9 

,  Il  i  G 

9, Il  53 

9. 

,  1 1 4<'> 

9, 108 3 

9 

►  107G 

9r«OIÎ 

9' 

,  loor 

9^0940 

9 

.0939 

9,0880 

9: 

0874 

9,0814 

9: 

0807 

9,0747 

9, 

0740 

9,oG8'2 
9,oGi9 
9,o555 
9oÎ9'2 

9, 0431 
9,0370 
9,o3o9 

9,0249 
9,0189 

9,0129 

9,0071 

9 ,  00 1 'i 

«,99^-> 
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9 
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9 
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9 
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9 

9 

8 

8 
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0'>.  I  ) 
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9 
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9 
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9 
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9 
9 

9 
9 

9 

8 

8 
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178} 
iG48 
1572 

•498 

1424 
i35i 
1280 

l'209 

1139 

10G9 
1000 
0933 
08G7 
0800 


0734 
0G70 
oGoG 

054-2 
0480 

0419 
o358 


0297 
0237 
0177 


0118 
0059 
000 1 
9943 
98«9 


8. 
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9,»7'7 
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9,»49« 
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9,»  M4 
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9,19.02 

9,ii32 

9,ioG>. 

9,099^ 

),o9i7 
9,0860 

>,o79'^ 

),o7-28 
),oGG4 
),o599 
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),oi74 
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9,o35>. 
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),"«7' 

9,0112 
9,oo53 

8.999 > 
8,9940 
8,9883 


9 
9 
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-   14,9 

-  14,7 

—  i4,5 

—  14,3 

-  14,1 
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TABLE  IV  (suite). 


s. 

0. 

1. 

2. 

3. 

4. 

* 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

0,23 

_^ 

i3*,8 

^.^^ 

i3*6 

^ 

i3*4 

_ 

l3,2 

_ 

i3*o 

—  12,8 

^,     ^ 

12,6 

—  12,1 

_ 

1  2 , 2 

8 
—      12,0 

0,26 

— 

«1,7 

— 

11,5 

11,3 

11,1 

— 

10,9 

10,7 

— 

10,5 

10,3 

10,  I 

9,9 

0,27 

— 

9w 

— 

9,5 

— 

9,3 

— 

9,» 

— 

8,9 

-     8,7 

8,5 

8,3 

— 

8,1 

-     7,9 

0,28 

7,6 

— 

7,4 

— 

7,2 

— 

7,0 

6,8 

—     6,6 

6,4 

-    6,2 

— 

6,0 

-     5,8 

0,29 

— 

5,6 

— 

5,4 

— 

5,2 

— 

5,0 

— 

4,8 

-    4,6 

— 

4,4 

-     4,2 

4," 

—     3, H 

0,30 

3,5 

— 

3,3 

3,1 

— 

2,9 

— 

2,7 

-      2,5 

— 

2,3 

2,1 

— 

',9 

—     ï,7 

0,31 

— 

1,5 

— 

1,3 

— 

i,ï 

— 

0,9 

0,8 

—     0,6 

— 

0,4 

—    0,2 

0,0 

4-     0,2 

0,32 

H- 

o,4 

-H 

0,6 

-H 

0,8 

-+- 

«,o 

-4- 

1,2 

-+-    1,4 

4- 

1,6 

4-      1,8 

_L_ 

• 

',9 

4-      2,1 

0,33 

■+■ 

2,3 

-h 

2,5 

-h 

2,7 

-+- 

2,9 

-4- 

3,1 

-4-     3,3 

-4- 

3,5 

4-     3,7 

4- 

3,9 

4-      4,1 

0,34 

-+- 

4,3 

-+- 

4,4 

-h 

4,6 

-f- 

4,8 

-4- 

5,0 

4-      5,2 

1 

-r- 

5,4 

4-     5,6 

4- 

5,8 

4-      6,0 

0,33 

-+- 

6,2 

-h 

6,3 

H- 

6,5 

-h 

6,7 

-4- 

6,9 

-*-     7,1 

-4- 

7,3 

-+-     7,5 

-k- 

7,9 

0,36 

-4- 

8,1 

■+■ 

8,3 

1 

8,5 

-h 

8,7 

4- 

8,9 

-+-     9)0 

-4- 

9,2 

-*-    9,4 

4- 

9,6 

^     9,8 

0,37 

-h 

10,0 

-f- 

10,2 

-+- 

10,4 

-+- 

10,6 

-4- 

10,8 

-h  10,9 

-h 

11,1 

4-  11,3 

4- 

11,5 

4-    11,7 

0,38 

-h 

i',9 

-h 

12,1 

-4- 

12,3 

-4- 

12,5 

■4- 

12,6 

-4-  12,8 

-H 

i3,o 

4-    l3,2 

1 

i3,4 

4-   i3,5 

0,39 

-h 

i3,7 

-h 

«3,9 

-h 

14,1 

-f- 

»4,3 

-4- 

14,5 

-^  14,7 

-4- 

14,8 

4-  i5,o 

4- 

l5,2 

4-  i5,4 

0.40 

-H 

i5,7 

-+■ 

i5,9 

-h 

16,1 

-{' 

16,3 

-4- 

16,5 

-f-  16,7 

-4- 

i6,9 

4-  17,1 

-h 

17,2 

-+-  «7,4 

0,41 

-+- 

17,6 

-h 

17,8 

-f- 

18,0 

-L. 

• 

18,2 

-f- 

18,4 

-H    18,6 

-+- 

18,8 

4-   19,0 

4- 

19»' 

-^  19,3 

0,42 

-f- 

ï9,5 

-h 

'9,7 

-H 

ï9,9 

-+- 

20,1 

t 

20,3 

4-20,5 

-4- 

20,7 

4-   20,9 

4- 

21,0 

4-    21,2 

0,43 

-4- 

'21,4 

-h 

21,6 

-+- 

21,8 

-h 

22,0 

-H 

22,2 

-4-    22,3 

-4- 

22,5 

4-    22,7 

4- 

22,8 

4-    23,0 

0,44 

■4- 

23,2 

■+- 

23,4 

■+■ 

23,6 

1 

23,8 

-h 

24,0 

-4-    24,1 

-4- 

24,3 

4-    24,5 

4- 

24,7 

-H   2'|,9 

0,45 

-+- 

25,1 

-h 

25,2 

-+- 

25,4 

-4- 

25,6 

"  î 

25,8 

-4-    26,0 

■4- 

26,2 

4-    26,4 

4- 

26,6 

-i-   26,8 

0,46 

-+• 

27,0 

-+- 

27,1 

-h 

27,3 

-i- 

27,5 

-4- 

27,7 

-+-    27,9 

4- 

28,1 

4-    28,3 

1 

28,5 

4-    28,7; 

0,47 

-+- 

^8,9 

H- 

•^9,0 

I 

29,2 

-4- 

29 , 4 

-h 

29,6 

-4-  29,8 

-4- 

3o,o 

4-    3o,2 

4- 

3o,3 

4-    3o/i 

Q,« 

4- 

3o,7 

■+■ 

3o,8 

1 

3i,o 

-¥ 

31,2 

-4- 

3i,4 

+  3i,6 

-4- 

3i,8 

4-    32,0 

4- 

32,1 

-r-    32,3 

0,49 

-+- 

32 , 5 

-h 

32,7 

-+- 

32,8 

-4- 

33,0 

-^ 

33,2 

+  33,4 

4- 

• 

33,6 

4-  33,8 

0 

1 

34,0 

-^    34,2 

0,5 

-h 

34,4 

-H 

3G,3 

-h 

38,2 

-h 

40,2 

-4- 

41,9 

-H  43,7 

4- 

45,6 

4-  47,5 

4- 

49,4 

-4-  5i,3 

0,6 

■4- 

53,1 

-h 

54,9 

-h 

56,8 

-h 

58,8 

-4- 

60,7 

-4-  62,6 

4- 

64,5 

4-  66,4 

4- 

68,4 

4-  70,3 

0,7 

-h 

72,3 

-h 

74,2 

-+- 

76,2 

-4- 

78,2 

-H 

80,3 

4-    82,3 

4- 

84,4 

4-  86,5 

-f- 

88,5 

4-  90,6 

0,8 

-h 

9^,7 

■+- 

94,9 

-+- 

97,  • 

-4- 

99 , 4 

-+-IOI  ,6 

-4-io3,8 

4-1 

[o6,i 

4-108,4 

4-110,7 

4-ll3,2 

0,9 

-4-1 15,8 

+  118,5 
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TABLE  V  (argument  - /c). 


180". 

170". 

160". 

150". 

140". 

130". 

120". 

110". 

100". 

W. 

&: 

10". 

20" 

30-'. 

«■■. 

50". 

60". 

70". 

80". 

90". 

—    I> 

^ 

^ 

o'o 

^ 

^ 

„ 

j, 

o'o 

o'o 

o'o 

o'o 

o'o 

' 

-  10 

4 

0,8 

>,4 

1,6 

'.7 

-  ai 

i 

i,G 

3,1 

^U 

3.'. 

-  3(1 

0,3 

fi 

5 

3,3 

4,T 

S.o 

-  « 

0,4 

3,1 

5,5 

6;3 

6,6 

-  r.u 

0,5 

-> 

3,9 

5,i 

0,8 

7,8 

8,3 

—  Bfl 

o,G 

't 

i    ' 

C,5 

8,1 

0.4 

Ml,i 

-  7(1 

0,8 

H 

fi 

7-5 

9.5 

^  Htl 

0,9 

6,3 

ia,G 

.3,7 

■■1^9 

-  90 

;i 

f. 

-1O0 

1 

7,8 

'3,7 

tS,8 

'7,3 

17.; 

-U« 

1,3 

I> 

8,î 

'1,8 

'5,1 

ri|,i 

-120 

'.4 

' 

a, 3 

'2,9 

16,5 

'9,1 

ao.9 

"■' 

TABLE  VI  (akcimest  +/•). 


u 

W. 

170'. 

160'. 

150". 

m: 

130". 

120". 

110". 

100". 

90". 

0". 

10". 

20', 

3ff'. 

40". 

50". 

60". 

70". 

80". 

90'. 

„ 

^ 

o'o 

o'o 

j, 

^ 

^ 

„ 

^ 

0*0 

^ 

-f-  10 

(1 

0 

0,1 

0 

■i 

0 

4 

0 

H 

[ 

1,3 

3 

',7 

I 

7 

i 

<t 

s. 7 

3  0 

.3 

3 

-1-  30 

0,3 

G 

4 

<^ 

4  5 

i!« 

h 

■+-  M] 

0,4 

ti 

-V  50 

o,i 

3 

3 

l> 

6,4 

73 

-^ 

" 

° 

' 

4 

^ 

8 

4 

3 

(i 

" 

7.6 

88 

9,4 

10 

C. 

A. 

3A. 

«" 

64^9 

10 

^ 

10 

65, 0 

20 

65,5 

30 

OC,  3 

10 

40 

67,2 

50 

C8,4 

co 

69,5 

10 

6 

7 

80 

8 

90 

;i,3 

10 

9 

„. 

ff- 

u. 

8- 

-1-  5 

0  2 

103* 

1   a 

-1-  8 

0,3 

109 

3 

-12 

113 

m 

11,5 

116 

1 

40 

0,6 

118 

6 

53 

120 

63 

o',S 

121 

8 

70 

122 

86 

123 

93 

',' 

124 

" 

i 
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Par  m.  p.  DUHEM. 


QUATRIÈME   PARTIE. 

DES  CONDITIONS  AUX  LIMITES. 

(SUITR   RT   PIN.) 


CHAPITRE  m. 

DU  RÉGIME  PERMANENT  AU  SEIN  D'UN  FLUIDE  VISQUEUX 


§  1.  —  La  condition  d'adhérence  doit  être  assimilée  a  l'introduction 
DE  nouvelles  liaisons.   —  Enoncé  et  démonstration  d'un  lemme  (M. 

Lorsque  deux  fluides  ne  peuvent  glisser  Tun  sur  l'autre,  lorsqu'un  (luide  ne 
peut  glisser  sur  un  solide,  doit-on  traiter  ie  système  où  deux  corps  adhèrent 
entre  eux  comme  on  traitait  le  système  où  ces  corps  glissaient  l'un  sur  l'autre, 
en  égalant  simplement  à  o  la  vitesse  relative  le  long  de  la  surface  de  contact? 
Doit-on  au  contraire  regarder  le  nouveau  système  comme  diflTérant  du  premier 
par  l'introduction  de  nouvelles  liaisons?  Les  deux  manières  de  voir  sont  plausibles, 
bien  que  la  seconde  paraisse  plus  logique. 

Ces  deux  manières  de  voir  ne  sont  pas  équivalentes;  la  première  exige  que  le 
vecteur  {px^  />/?  Pz)  aboutisse  normalement  ù  la  surface  de  contact,  ce  que  la 
seconde  n'exige  pas. 

Une  ambiguïté  analogue  s'est  présentée  dans  l'étude  du  frottement  de  deux  so- 
lides Tun  sur  l'autre  ;  dans  ce  cas,  la  première  manière  de  voir  a  dû  être  rejetée  ;  elle 
aurait  introduit  plus  de  conditions  que  le  j)roI)lènie  ne  comportait  d'inconnues. 

NVn  serait-il  pas  de  même  dans  la  question  qui  nous  a  occupé  au  Chapitre 
précédent?  C'est  ce  que  nous  nous  proposons  d'examiner  en  celui-ci. 

Dans  ce  but,  nous  allons  établir  un  lemme  qui  est  valable  seulement  dans 
l'hypothèse  ou  l'adhérence  d'un  fluide  a  un  solide   entiiaink   la   perpendicu- 

LARITÉ  DU  vecteur  (/>jr,  Py,  fz)   A   LA  SURFACE  DU  SOLIDE. 


(*)  Sur  certains  cas  d'adhérence  tCun  liquide  visqueux  aux  solides  quil  ùai^'nc 
(Comptes  rendus,  t.  GXXXIV,  p.  •?.^5;  3  février  iqoa). 

Fae.  de  T.,  2*  S..  V.  25. 
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Voici  l'énoncé  de  ce  leninic  : 

Si  unjluiilc  visqueux  et  non  compressible  adhère  à  un  corps  solide,  les  six 

quantités 

()ft       dr       ôi\' 

ox^     Or       Oz 

(89) 

Ov        (hv        àiv        ou        ou        ôx 

ôz       Oy       ôx        i)z        à  y        (h' 

S'annulent  aux  points  du  Jluide  qui  sont  infiniment  voisins  de  la  sur/ace  du 
solide. 

Soient,  en  elFel,  u\  r',  <v',  1rs  trois  composantes  de  la  vitesse  en  un  point  du 
solide;  nous  aurons 

il'  =r    -il,  y     hilyZ, 

ir' -  W  -  <>^  r -h  £2xy, 

U,  \  ,  \V,  ûjy  Qy,  ii-  étant  trois  cjuantités  qui  dépendent  exclusivement  de  /. 

S'il  j  a   adhérence   du  fluide  au  solide,  nous    avons,   en   tout  point  de    leur 
commune  surface, 

u  —  m'  =  o,         r  —  i'' =  o,         IV  —  \v'=zo, 

hes  trois  fonctions 

/z=zu  ^L;    -i-il,y  -ilyz, 

h  =:ir  —  W  -hilyx-ii^y 

s'annulent  donc  en  tous  les  points  de   la  suiface;  j)artant,   on  peut  trouver,  en 
chaque  point  de  celte  surface,  un  vecteur  F,  G,  II,  tel  que  Ton  ait 


àf          p 

OX 

dy-^^^ 

àf 
i)z 

-■/F. 

Air 

-.  -  —  ad, 
ôx 

ôy      ^ 

'h' 

■/C^, 

ôh          „ 
ôx       ""^ 

ôy       ^ 

dh 

0: 

-/II, 

égalilés  qui  peuvenl  encore  s'éerirc 

i^-5(II_o  î^'-QH  +  <2  '-----/Il 


». 
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Dans  ces  égalités,  on  a  posé 

cos{ni,x)  =2  a,         cos(w/,7)  =  |3         008(71/-,  <s)  =:y. 
Ces  égalités  nous  donnent  les  expressions  suivantes  des  six  quantités  (89)  : 

Les  Irois  premières  égalités  (91  )  donnent 
(02)  0=:  -—  -h  -f-  -h  -r-  =aF  -+-  pC  4-yH. 

Les  égalités  (43)  et  (44)  transforment  les  égalités  (5i)  de  la  h'  Partie  de  ces 
liécherches  en 

v^rz:-  ).  («F  -+-  ISG  H-  7H)  -  9,fJiaF, 

v-^=:— X(aF  4-(3r,  H-yll)  — 2/jl;3G, 

V.  rzr—  X  («F  -H  (3G  4-  7IÏ)  —  2p/ÏI, 

(93) 

T^  =  —  iu^(aH  -+-7F), 
r.  =  -/jL(|3F  -i-«G). 

Les  égalités  (4^)  de  la  première  partie  deviennent  alors 

(  A^x^(X-f-p)a(aF-^[3G4--/H)-^/xF, 
(94)  A>r=  (X  -+-  //)3(aF  -+-  jSG  -+-  y  H)  4-  //G, 

f  y9.=:(XH-//)y(aF4-;3G4-yn)4-]ULH. 

Mais,  si  le  fluide  adhère  au  solide,  le  vecteur  (px'^Px'iPz)  doit  être  normal  à  la 
surface  de  contact;  on  doit  donc  avoir  : 

y/^x— a/?.  —  o, 
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OU  bien 

^11 -yr.  —A, 

y  F  —  a  H  =r  o, 

ou  enfin 

(95)  FinKa,         G  =  K;3,         Il  =  Ky, 

K  étant  une  quantité  variable  d'un  point  à  l'autre  de  la  surface. 
D'ailleurs,  les  égalités  (92)  et  (95)  donnent 

(96)  e  =  K. 

Ce  que  nous  avons  écrit  jusqu'ici  s'applique  aussi  bien  aux  lluides  compres- 
sibles qu'aux  liquides  incompressibles;  si  nous  restreignons  dorénavant  notre 
analyse  à  ces  derniers,  nous  devrons  écrire  8  =  0,  partant,  selon  l'égalité  (96), 

(97)  K  =  o. 

Alors,  des  égalités  (91)  et  (93),  découlera  le  lemme  énoncé. 
En  outre,  les  égalilés  (90),  (93)  et  (96)  donneront,  en  tout  point  de  la  surface 
de  contact  du  solide  et  du  liquide 

""'^  dj' -  Tz  "= ''^'^ 

/   o\  ,  du        (hv 

(98)  /„^=.^___  =  2Û^, 

ÔK'        du  ^ 

Supposons,   en  particulier,  le  solide  immobile  ou  animé  d'un  simple  niotivc- 
ment  de  translation  ;  nous  aurons 

£>,=  o,         l>,  =  o,         12,  =  o 

et,  selon  les  égalités  (98), 

^iv       d\'  du       ôiv  d\'       du 

ây       ôz  dz        0.V  àv       ôy 

Ce  résultat,  Joint  au  lemme  précédent,  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

5/  un  fluide  visqueux  et  incompressible  adhère  à  un  solide^  et  si  ce  sotidr 
est  immobile  ou  animé  d'un  simple  mouvement  de  translation^  on  a,  en  tout 
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point  de  la  surface  commune  aux  deux  corps, 


(99) 


du 

dx      °' 

du 

-j-  =o, 

ày 

du 

dz  ""^' 

dv 

dx      °' 

do 

dv 
oz 

dx'""' 

ôy      ^' 

OZ 

§    2.    —    ËCOULEMEMT    PERMANENT    d'uN    LIQUIDE,    DE    PROFONDEUR    ET    DE    HAUTEUR 

INFINIES,    COULANT    ENTRE   DES    PAROIS    VERTICALES. 

Nous  nous  occuperons  exclusivement  de  liquides,  c'est-à-dire  de  fluides  incom- 
pressibles; nous  supposerons  que  ia  température  garde  une  valeur  uniforme  et 
constante  dans  toute  l'étendue  du  fluide.  Nous  nous  trouverons  alors  (P*  Partie, 
Chap.  ni.  §  2)  dans  un  cas  où  il  existe  une  fonction  A(â;,y,  z,  t)  permettant  de 
mettre  les  équations  de  l'H^drodjnamique  sous  la  forme  [/oc.  c/7.,  égalités  (i57)] 

^^    .^        9x 

OX         '  p 

(75  '  p 

et  cette  fonction  A  sera  donnée  par  l'égalité  \loc\  cit.,  égalité  (i58)] 
(loi)  A(j?,y,5,0  =  V,H- V,+  -. 

Dans  le  présent  Chapitre,  nous  nous  proposions  d'étudier  un  écoulement  per- 
manent, c'est-â-dire  un  écoulement  où  les  composantes  w,  v^  w  de  la  vitesse 
dépendent  de  o;,  y^  2,  mais  point  de  /;  dans  un  tel  écoulement,  on  a 

du  d\>  d^v 

-di='''       di='''        d7=°' 

partant, 

du         du  du 

y'="d^-^'dj^^'^d^' 

di>  di^  dv 

dw  dw  dKv 

'  dx  dy  dz 

Foc.  de  T,,  3*S.,  V.  26 
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D'autre  pari,  en  un  fluide  incompressible  où 

^       du       ôv        ôw 
ôx       oy       oz 

est  toujours  nul,  où  p  a  partout  la  même  valeur,  où,  en  outre,  d'après  les  hypo- 
thèses faites,  T  a  une  valeur  uniforme,  on  a  [!"*  Partie,  égalités  (58)] 

Les  équations  (loo)  deviennent  donc,  pour  les  mouvements  que  nous  avons  en 
vue  d'étudier, 

d\  du  du  du        UL  . 


ôju  ùx  dy  dz        p 

...  .  d\  dv  di'  dv        IJ-  A 

(loo  ois)  {  -. 1-  //  "1-  +  ^'  -î h  i^  -r-   —  —  av  ^=Of 

^  dv  dx  dy  dz        p 

d\  di%'         div  dw       UL  . 

'     U  -7 h  (•  -T h  tl'  -T —  ûiV  =:  O. 


dz  dx  dy  dz 

A  ces  équations,  il  faut  joindre  Téquation  de  continuité 

,        ,  .  .  r,       au       d\'       div 

(loi  bis)  ^=^ — H-^ — h-r-=<^' 

'  dx       dy       dz 

Le  fluide  dont  nous  étudierons  le  régime  permanent  sera  supposé  illimité  aussi 
bien  dans  le  sens  des  z  positifs  que  dans  le  sens  des  z  négatifs;  les  parois  du  canal 
dans  lequel  il  se  meut  seront  des  cylindres  dont  les  génératrices  seront  parallèles 
à  0.3.  La  vitesse  de  chaque  point  matériel  appartenant  au  fluide  sera  supposée 
parallèle  au  plan  des  x,  y^  z^  en  sorte  que  Ton  aura 

KVZ=1  O. 

Enfin,  Uj  s^  seront  supposés  indépendants  de  z. 

Le  canal  s'étendra  à  l'infini,  aussi  bien  en  amont  qu'en  aval.  A  cet  égard  nous 
ferons  les  hypothèses  suivantes  : 

Si  l'on  désigne  par  /  la  distance  d'un  point  du  plan  des  x,  y  k  l'origine  des 
coordonnées,  lorsque  /  croît  au  delà  de  toute  limite  : 

Les  parois  cylindriques  du  canal  s'écartent  infiniment;  la  largeur  du  canal  crott 
uu  delà  de  toute  limite; 

Les  composantes  </,  i*  de  la  vitesse  et  toutes  leurs  dérivées  partielles  tendent 


vers  o  ; 


Les  produits  m,  A',  /-  t"  *  /--;->  t^  -v- >  *   t->  "e  croissent  pas  au  delà  de  toute 
*■  d.r        dy        dx        dy  ^ 
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Les  équations  (loo  bis)  deviennent 

â\  du         du       a  . 

âûc         ax         ay       p 

/       X  i  dK  dv         dv       IX.  . 

( loa )  {  -r h  M  -5—  -f-  i' -7-  —  î-  Ac  =  o, 


(Jy  (J^         c^j       p 

tandis  que  Téqualion  de  continuité  (loi  bis)  devient 
,     ov  du       dv 

En  vertu  de  cette  égalité  (io3),  il  existe  une  fonction  ^{x^y)  telle  que  Ton 
ait 

(io4)  u=     ^\     -^    9  if  = ^ \     "^    » 

Si  nous  reportons  ces  valeurs  de  u  et  de  v  dans  les  deux  premières  égalités  (102), 
elles  deviennent 

d\       d(^    d*(^         d(^    d*(^         ^   ^  K    

dx       dy  dx  dy       dx    dy*         P  ày    ^        ' 
(io5)  { 

^J       dy    dx*        dx  dx  dy       p  dx    ^ 

De  ces  deux  égalités,  il  est  aisé  de  tirer  une  troisième  relation  où  ne  figure 
plus  que  la  fonction  inconnue  ^.  En  effet,  différentions  la  première  égalité  (io5) 
par  rapport  à  j^,  la  seconde  par  rapport  à  a:  et  retranchons  membre  à  membre  les 
résultats  obtenus;  nous  trouvons 

/       fix  <^?      ^     A  ^9      ^     A  /^  AA 

(joo)  -7^  -T-  A© r-  -<-  ^9  —  -  AA?  =  o- 

^       ^  dy  dx    ^       dx  dy    ^        p       ^ 

Traçons  une  circonférence  de  rayon  /,  ayant  pour  centre  l'origine  des  coordon- 
nées et  située  dans  le  plan  des  x,  y.  Soit  (t  la  partie  comprise  à  Pintérieur  de 
cette  circonférence,  du  plan  des  x^  y  que  recouvre  le  fluide.  Considérons  l'in- 
tégrale 

(107)  J  =/a9  [^  ^  A9-  ^  ^><P]''' 
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que  l'on  peut  encore  écrire 

Transformons-la  au  moyen  d^ine  intégration  par  parties. 
Soient  : 

L,  le  contour  de  l'aire  o-, 

/i/,  la  normale  au  contour  L  vers  l'intérieur  de  l'aire  a-, 

a  =:  cos(  ni,  x),        ^  =  cos(  w/,  y). 
Nous  aurons 

Mais,  selon  l'égalité  (107),  la  seconde  intégrale  n'est  autre  que  J;  nous  trouvons 
donc 

(108)  aJ  =  -y(A<p)'(g«-g(3]rfL. 


D'autre  part,  nous  avons 

Les  égalités  (106),  (107),  (108),  (109)  donnent  sans  peine 

Le  contour  L  se  compose  de  trois  parties  : 
1^  Une  partie  X  qui  coupe  le  canal  en  amont; 
*ji^  Une  partie  X'  qui  coupe  le  canal  en  aval  ; 

3**  Une  partie  qui  est  la  section  des  parois  du  canal  par  le  plan  des  jr,  y. 
Tout  le  long  de  cette  dernière  partie,  si  le  liquide  adhère  au  solide  et  si  l'on 
admei  f  hypothèse  énoncée  au  §  1,  on  a,  en  vertu  des  égalités  (99), 


parlant 


du  (^i* 

-r— =0,         3-=o, 
ây  ÔJc 


.  au       0%" 

àv       ÔJC 
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Nous  pouvons  donc  écrire 

<■■■'  U[(^)'-(^)']'"=  HT(%'-t^H'm'^ 

Faisons  maintenant  croître  au  delà  de  toute  limite  le  rayon  /.  D'après  les  hypo- 
thèses faites,  chacun  des  deux  termes  du  second  membre  tend  vers  o.  Il  en  est 
donc  de  même  du  premier. 

Mais,  au  premier  membre,  la  quantité  sous  le  signe  /  n'est  jamais  négative; 

le  premier  membre  n'est  donc  jamais  négatif  et  il  ne  peut  décroître  lorsque 
/  croit;  il  ne  peut  donc  avoir  o  pour  limite  que  s'il  est  constamment  nul.  Cela 
exige  que  Ton  ait,  en  tout  point  du  fluide, 

(J  A(p (J  Acp 

ôx  *  Oy 

D'ailleurs,  nous  avons  vu,  il  y  a  un  instant,  que  Ton  avait,  sur  les  parois, 

A©  =  0. 
On  a  donc,  dans  tout  le  fluide, 

0 

/       X  .         du       d^ 

Nous  voyons  alors  qu'il  existe  une  fonction  ^{x^y)  telle  que  l'on  ait 

La  condition  de  continuité  (io3)  nous  montre  que  celte  fonction  vérifie  l'équa- 
tion de  Laplace 

A^J;=:o. 

Il  en  est  nécessairement  de  même  de  ses  dérivées  partielles  ii  et  v,  en  sorte 
que,  dans  toute  la  partie  du  plan  des  x^  y  recouverte  par  le  fluide,  on  a 

Le  long  de  Tintersection  des  parois  du  canal  avec  le  plan  des  x^  y^  on  a  les 
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égaillés  (99),  partant  les  égalités 


du  ^"  fl ^^  

'         dx  ây         ânt 

__  âi^         di^  ^ ^  __ 

'         âx  ôy         drii 

Si  l'on  observe  en  outre  que 

lu,      /(',       r^->       ^3->       ^1-'       *^-T- 

ax  oy  ôœ  ôy 

tendent  vers  des  limites  finies  lorsque,  dans  le  plan  des  x,  y^  le  point  i^x^y^ 
s'éloigne  à  une  distance  infinie  /  de  l'origine,  on  voit  que  l'on  a  nécessairement, 
dans  tout  Fespace  occupé  par  le  fluide, 

(lî4)  M  =  0,  i'^iO. 

Le  fluide  ne  peut  présenter  d^  autre  régime  permanent  que  le  repos. 
Mais  ces  égalités  (ii4))  reportées  dans  les  égalités  (102),  exigent  que  Ton  ait 

d\  d\  d\ 

-j-  =0,  —  zzro,  -3-=0, 

ax  Ôy  az 

égalités  qui  sont  les  conditions  d'équilibre  de  la  masse  fluide.  SI  nous  supposons 
que  l'on  dispose  de  la  pression  II  de  telle  sorte  que  les  deux  premières  ne  soient 
pas  vérifiées,  le  repos  sera  impossible  et  nous  nous  heurterons  à  une  contradiction. 

§3.  —  Uh  cylindre  indéfini,  au  sein  d'un  fluide  indéfini,  éprouve  un 
mouvement  uniforme  dans  une  direction  perpendiculaire  aux  géné- 
ratrices (*). 

Une  analyse  très  voisine  de  la  précédente  va  nous  permettre  de  traiter  un  pro- 
blème dont  un  cas  particulier  a  été  examiné  par  Stokes. 

Un  cylindre  indéfini,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  O^,  est  animé 
parallèlement  à  O^  d*une  translation  uniforme  de  vitesse  U.  Il  est  plongé  dans 
un  fluide  visqueux  indéfini  qui  adhère  à  sa  surface.  Le  mouvement  dure  depuis 
très  longtemps,  de  sorte  que  l'état  du  fluide,  rapporté  à  un  système  d'axes 
coordonnés  invariablement  lié  au  cylindre,  est  un  état  de  régime  permanent. 
On  suppose  chaque  particule  fluide  animée  d'une  vitesse  normale  à  Oz  et  indé- 
pendante de  z 

(ll5)  W=iO,  —-1=0,  -~=:0. 

oz  clz 


(* )  Sur  certains  cas  d'adhérence  d'un  liquide  visqueux  aux  solides  qu'il  baigne 
(Comptes  rendus,  t.  CXXXIV,  p.  265;  3  février  1902). 
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Si  /  est  la  dislance  d'un  point  à  l'axe  des  z,  on  suppose  que,  lorsque  /  croît 
au  delà  de  toute  limite,  i/,  ç  et  toutes  leurs  dérivées  partielles  tendent  vers  o  et 
que 

ôx  oy  ôx  oy 

ne  croissent  pas  au  delà  de  toute  limite. 

D'après  l'une  des  hypothèses  faites,  chacune  des  composantes  //  et  s^  de  la 
vitesse  doit  avoir  la  même  valeur,  à  l'instant  ^,  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x^y  el,  à  Finstant  /',  au  point  dont  les  coordonnées  sont  ^'=  x  -H  U(/' —  ^), 
^=j%  c'est-à-dire  que  a  et  t'  ne  dépendent  de  x  et  de  ^  que  par  le  binôme 
(x —  U/),  ce  qui  permet  d'écrire 

Moyennant  les  égalités  (1 15)  et  (1 16),  les  équations  (100  bis)  deviennent 

dS.       .         t..  au  au       u  . 

âx  OX         <Jy       9 

(•17)  <di;^  +  ("-")5^-^''di^-p^''="' 

tandis  que  l'équation  de  continuité  (101  bis)  reprend  la  forme 

11  existe  donc  une  fonction  ?(^  —  U/,  y)  telle  que  l'on  ait 

do  ÔQ 

(.o4)  «  =  5^'        '  =  -ôi' 

en  sorte  que  les  deux  premières  égalités  (117)  deviennent 

î^   .    /'^  _  u\  ^-  ^^.    î^    _  e  A  Ao  =  o, 
àx       \0y         )  Oxôy       âx    ôy^         9  ^y 

Différentions  la  première  de  ces  équations  (118)  par  rapport  à  j,  la  seconde 
par  rapport  à  x  et  retranchons  membre  à  membre  les  résultats  obtenus  ;  nous 
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trouvons  que  la  fonction  cp  doit  vérifier  l'équation 

Dans  le  plan  des  x^  y^  la  section  du  cylindre  a  pour  contour  L;  dans  ce  plan, 
de  l'origine  des  coordonnées  pour  centre,  et  avec  un  rayon  /,  décrivons  une  cir- 
conférence de  cercle  X;  prenons  /  assez  grand  pour  que  le  contour  L  soit,  en 
entier,  à  l'intérieur  du  cercle;  soit  o*  l'aire  comprise  entre  les  contours  L  et  \* 

L'égalité  (119)  nous  permet  d'écrire 

Considérons  l'intégrale 
Nous  pouvons  écrire 

Mais,  selon  l'égalité  (121),  la  dernière  intégrale  est  précisément  J;  nous  trou- 
vons donc 

Les  égalités  (120),  (121)  et  (122)  donnent  sans  peine 

-X^'!T'[(|-)"-Ë?]-?^rj^. 


RECHERCHES    SUR    l'hYDRODYNAMIQUE.  209 

Au  second  membre  de  celle  égalilé  (i23),  la  première  intégrale  est  nulle  en 
vertu  des  égalités  (99),  en  sorte  que  ce  second  membre  se  réduit  à  la  seconde 
intégrale. 

Faisons  croître  le  rayon  /  au  delà  de  toute  limite.  Visiblement,  en  verUi  des 
hypothèses  faites,  cette  seconde  intégrale  tend  vers  o.  Il  en  doit  donc  êlre  de 
même  du  premier  membre  de  Péquation  (i23).  Or,  cela  n'est  possible  que  si  Ton 
a,  en  tout  point  de  Taire  0-, 

t)  Acp  (^  Acp 

et  comme  on  a,  en  tout  point  du  contour  L,  en  vertu  des  égalités  (99), 

A©  =  o, 

on  doit  avoir  aussi,  en  tout  point  du  plan  des  x,  y  extérieur  au  contour  L, 
/     f\  A         au        âi^ 

Il  doit  donc  exister,  en  tout  point  des  x.  y  extérieur  au  contour  L,  une  fonc- 
tion ^  telle  que 

'  ax  ay 

cette  fonction  pouvant  d'ailleurs  n'être  pas  uniforme.  Selon  l'égalité  (io3),  cette 
fonction  vérifierait  l'équation  de  Laplace  et  il  en  serait  de  même  de  u  : 

dx^       ôy* 

Mais  u  est  une  fonction  uniforme;  elle  s'annule  à  l'infini;  en  tout  point  du  con- 
tour L  on  a.  selon  les  égalités  (99), 

La  fonction  u  doit  donc  être  nulle  dans  tout  le  fluide,  ce  qui  est  impossible 
puisque  l'on  doit  avoir,  en  tout  point  du  contour  L, 

(127)  Wi=:U. 

Fac.  de  T.,  2*  S.,  V.  27 
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St(>kes(*)  avait  déjà  traité  ce  problème  dans  le  cas  particulier  où  le  cylindre 
est  à  section  circulaire.  Il  était  également  parvenu  à  cette  conséquence  que  le 
régime  permanent  considéré  ne  peut  s'établir  ;  mais,  pour  obtenir  ce  résultat,  il  avait 
uniquement  fait  usage  de  l'égalité  (127);  il  n'avait  pas  invoqué  les  égalités  (99), 
nécessaires  pour  que  le  vecteur  {px,  PytPz)  soit  normal  à  la  surface  du  cylindre. 
Le  raisonnement  qu'il  a  suivi  pourrait  donner  prise  à  certaines  critiques. 

En  elTel,  si  l'analyse  exposée  en  ce  paragraphe  et  au  paragraphe  précédent 
aboutit  à  des  contradictions,  elle  le  doit  à  l'emploi  des  équations  (99),  c'est- 
à-dire,  en  dernière  analyse,  à  l'hypothèse  que  le  vecteur  (/>jp.  py^  pz)  aboutit  nor- 
malement à  la  surface  le  long  de  laquelle  le  fluide  adhère  au  solide. 

Si  nous  regardons  cette  adhérence  comme  constituant  une  liaison*  nouvelle^ 
rien  n'oblige  plus  le  vecteur  (/?jr,  py^  pz)  à  aboutir  normalement  à  la  surface 
d'adhérence;  les  impossibilités  que  nous  venons  de  signaler  disparaissent  alors 
d'elles-mêmes.  Nous  sommes  donc  contraints  d'adopter  cette  supposition  dans 
Tétude  du  frottement  des  fluides  sur  les  solides,  comme  nous  l'avons  adoptée 
dans  l'étude  du  frottement  des  solides  entre  eux.  Par  là,  toute  ambiguïté  se  trouve 
levée  dans  l'établissement  des  conditions  aux  limites. 

Nous  allons  faire  usage  de  ces  conditions  pour  traiter  quelques  problèmes  très 
simples  relatifs  au  régime  permanent  des  fluides  incompressibles  de  température 
uniforme.  Nous  aurons  de  nouveau  occasion  de  constater  que  le  vecteur  {pxjPxjP*) 
ne  peut  aboutir  normalement  aux  surfaces  d'adhérence. 

§  4.  —  De  l'écoulement  permanent  par  filets  parallèles. 

Le  cas  le  plus  simple,  que  nous  allons  étudier  tout  d'abord,  est  celui  du  mou- 
vement permanent  par  Jilels  parallèles;  on  nomme  ainsi  un  mouvement  où  toutes 
les  vitesses  sont  constamment  parallèles  à  une  droite  fixe  que  nous  pouvons 
prendre  pour  axe  des  z.  Cette  hypothèse  s'exprime  par  les  égalités 

(128)  a=o,  v=:o. 

Moyennant  ces  égalités,  l'équation  de  continuité  (101  bis)  se  réduit  à  -r—  =  o; 

(/Z 

elle  nous  enseigne  que  iv  est  une  simple  fonction  de  x  et  de^  : 

(129)  a'z=:iv(ac,y). 


(»)  Stokes,  On  the  effect  of  ihe  internai  friction  of  Jluids  on  the  motion  of  pendu- 
lums  (Transactions  of  the  Cambridge philosophical  Society ,  vol.  IX,  p.  8;  9  décembre 
i85o;  Part  I,  Section  IV,  n'*'  45  à  48.  —  Mathematical  and  physical  Papers,  vol.  HI, 
p.  62.  —  Collection  de  Mémoires  publiés  par  la  Société  française  de  Physique,  t.  V, 
p.  344)- 
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Les  deux  premières  égalités  (loo  bis),  réduites  à 

dx  ^    *         ôy  ~'   ^ 
nous  enseignent  que  Â  est  une  simple  fonction  de  z  : 
(i3o)  A  =  A(5). 

Quant  à  la  dernière  égalité  (loo  bis),  elle  devient 

ci \  (z) 
Les  équations  (129)  et  (i3i)  nous  apprennent  que  —  y*    ne  dépend  pas  de  z, 

CLZ 

partant,  que  A  est  une  fonction  linéaire  de  z\  soient  Aq,  Ai  les  valeurs  que  prend 
cette  fonction  lorsqu'on  donne  à  z  les  valeurs  z^,  Z\»  L'égalité  (i3i)  deviendra 
alors 

,  5   .  d^w       d^w       p  A,  —  Ao 

(i3i)  — 


Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont  dépend  l'étude  du  mouvement 
permanent  par  filets  parallèles;  elle  a  été  donnée  par  Navier  (*). 

Pour  compléter  la  mise  en  équations  du  problème,  il  convient  de  joindre  à 
l'équation  précédente  les  conditions  qui  doivent  être  vérifiées  le  long  de  la  surface 
du  solide  où  le  fluide  est  contenu.  Cette  surface  ne  peut  être,  d'ailleurs,  qu'une 
surface  cylindrique  dont  les  génératrices  soient  parallèles  à  Oz, 

Selon  les  égalités  (128)  et  (129),  les  égalités  (5i)  de  la  V^  Partie  de  ces 
Recherches  deviennent 

l  v^  =  o,  >jy  =  o,  y-  =  o, 

Si  Hi  est  la  normale  à  la  surface  limite  dirigée  vers  l'intérieur  du  tluide,  nous 
aurons  cos  (ni, z)  =  o  et  les  égalités  (i33),  jointes  aux  égalités  (48)  de  la  première 
partie,  donneront 


(l34)  Px  —  O,  Py^O,  Pz  =  lJ- 


ÔHi 


(*)  Navier,  Mémoire  sur  les  lois  de  l'écoulement  des  fluides,  lu  à  l'Académie  royale 
des  Sciences  le  j8  mars  \%'xi  {Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  année  i8'23,  p.  4*7)' 
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Les  conditions  aux  limites  sont  de  formes  différentes  selon  que  le  liquide  glisse 
ou  ne  glisse  pas  à  la  surface  du  solide. 

Supposons  d^abord  que  le  fluide  glisse  à  la  surface  du  solide .  ,Les  conditions  à 
vérifier  seront  les  conditions  (80).  Mais  Tégalité  (85),  jointe  aux  égalités  (i34) 
que  nous  venons  d'écrire,  donne 

II  —  nr  r=  o. 

On  voit  alors  que  les  deux  premières  égalités  (80)  deviennent  deux  identités, 
tandis  que  la  troisième  devient 

Si  nous  supposons  que  /  et  &  soient  deux  constantes,  rien,  dans  les  condi- 
tions (iSa)  et  (i35),  ne  dépendra  plus  de  la  variable  z  et  le  problème  auquel  nous 
sommes  amenés  pourra  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Soient  (T  la  section  droite  du  cylindre  et  L  la  ligne  qui  sert  de  contour  à  cette 
section  droite  ;  la  direction  ni  sera  normale  à  la  ligne  L,  menée  dans  le  plan  de 
l'aire  a-  et  vers  l'intérieur  de  cette  aire. 

Il  s'agit  de  trouver  une  fonction  w(d:,  j^)  qui  vérifie  la  condition  (i32)  en  tout 
point  de  l'aire  7  et  la  condition  (i35)  en  tout  point  du  contour  L. 

Le  sens  positif  de  l'axe  des  z  est  arbitraire.  Choisissons  ce  sens  de  telle  sorte 

que  A  soit  une  fonction  croissante  de  ^;  -  -^ ^"  sera  alors  une  quantité  posi- 

|X    Zi  Zq 

tive  que  nous  désignerons  par  K^  : 

(i36)  p    "^^-^0^^, 

f*  --1  —  ^0 

L'équation  (1 32)  deviendra 
(  162  ois)  -r-v+- -5— r  =  ^^  • 

Je  dis  que  la  fonction  iv(x,  j>'),  continue  en  tout  point  de  l'aire  a-,  ne  peut  être 
positive  en  aucun  point  de  cette  aire. 

Supposons,  en  eflet,  qu'elle  puisse  être  positive  en  certains  points  de  l'aire  a-; 
comme  elle  ne  peut  être  infinie,  elle  admettrait  une  limite  supérieure  positive  et, 
comme  elle  est  fonction  continue  de  x  et  de  y,  elle  atteindrait  sa  limite  soit  en 
un  point  de  Taire  o-,  soit  en  point  du  contour  L. 

Imaginons,  d'abord,  que  cette  limite  soit  atteinte  en  un  point  M  du  contourL; 
écrivons,  au  point  M,  la  condition  (i35);  cv  étant  supposé  posilif,  cette  condition 
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deviendra 

(•37)  f*|^=-/'^-*- 

cv  serait  positif  par  hypothèse  ; /et  ®  sont  essentiellement  négatifs  [IV*  Partie, 
inégalités  (46)  et  (53)];  |x  est  essentiellement  positif  [1*^'^  Partie,  inégalité  (62  bis)]. 
La  condition  (iS^)  donnerait  donc 

Ôfli 

w  croîtrait  lorsqu'on  s'éloignerait  du  point  M  selon  la  normale  /i/,  en  sorte  que  w 
ne  pourrait  avoir  atteint,  au  point  M,  sa  limite  supérieure. 

Imaginons  maintenant  que  vv  atteigne  sa  valeur  maximum  en  un  point  M  inté- 
rieur à  l'aire  o-;  il  faudrait  qu'en  ce  point  la  forme  quadratique  en  X  et  Y 

f^  X«  -+-  2  -^^  X  Y  4-  —  Y» 
dx^  dx  ôy  ôy^ 

ne  fût  positive  pour  aucun  système  de  valeurs  de  X  et  de  Y;  partant,  que  ni 

^-y>  ni  -y-^  ne  fussent  positifs,  ce  qui  est  incompatible  avec  la  condition  (182  615). 

La  fonction  w(^x^y)  n'est  donc  positive  en  aucun  point  de  l'aire  a;  partout  le 
fluide  coule  dans  le  même  sens,  et  ce  sens  est  celui  où  A (3)  va  en  diminuant. 
w  étant  négatif  en  tout  point  de  la  ligne  L,  la  condition  (i35)  devient 

(i35^i5)  ^-_Zcr-h-. 

Le  problème  que  nous  avons  à  résoudre  se  ramène  sans  peine  à  un  problème 
connu. 

Soit  r  la  distance  entre  deux  points  {^x^  y)j  {x' ^  y')  de  Taire  t.  Posons 

(i38)  ^o(^,y)=-^fpo^rdx'dy, 

l'intégrale  double  s'é tendant  à  l'aire  t.  Nous  savons  que 

Soit 

Le  problème  se   ramènera  à  déterminer   Wi(x,y);    mais,    selon  les  égalités 
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(i32  bis)  el  (iSg),  iV|(x,y)  vérifiera,  en  tout  point  de  Taire  o-,  l'équation  de 
Laplace 

tandis  qu'en  vertu  des  égalités  (i35  bis)  et  (14^)9  on  aura,   en  tout  point  de  la 
ligne  L, 

('^^)  ïï^r  -^^  ^«  =  0-  m'^o— -71-' 

Ofli  11  jUL  jUL  Cffli 

égalité  où  le  second  membre  a  une  valeur  connue  en  tout  point  de  la  ligne  L. 

Dans  le  cas  où  l'aire  9  est  une  aire  simplement  connexe  et  convexe,  le  problème 
ainsi  posé  rentre  comme  cas  particulier  dans  un  problème  que  M.  Zaremba  (*) 
a  complètement  résolu  en  suivant  les  méthodes  de  M.  H.  Poincaré. 

D'ailleurs,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  problème  est^  en  toutes  circonstances, 
déterminé,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  comporter  plus  d'une  solution.  Supposons, 
en  effet,  qu'il  en  comporte  deux  distinctes,  (V|  {x^y)  et  w\  {x^y)  et  posons 

(i43)  Wi  (j?,  y)  =  w/j  ( J?,  y)  —  w'i  {œ,  y). 

Selon  (i40)  '^^  fonctions  (V|,  w\  vérifient  l'équation  de  Laplace  en  tout  point 
de  l'aire  a;  il  en  est  donc  de  même  de  leur  différence  W|,  ce  qui  permet  d'écrire 

D'autre  part,  selon  l'égalité  (14^))  on  a,  en  tout  point  de  la  ligne  L, 

-r— ^   4-   ^  W,  =1  O. 

Ofli  [t. 

L'égalité  (i44)  peut  donc  s'écrire 


Si  l'on  observe  que  ^  est  essentiellement  négatif,  on  voit  que  cette  égalité 

exige  que  1  on  ait 

W,=o 


(*)  S.  Zaremba,  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  AM-H{it-H/=  o  et  sur  les 
fonctions  harmoniques  {Annales  de  V École  Normale  supérieure,  3*  acrie,  t.  XVI,  1899, 
p.  435 
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en  tout  point  du  contour  L  et 

àW^  (^W,  dW, 

— - —  r=  O,  — r—  =  O,  —- —  =:  O, 

aar  à  y  ôz 

en  tout  point  de  Faire  o*;  il  en  résulte  que  la  fonction  W|(^,  y^  est  nulle  en 
tout  point  de  l'aire  o*  et  que  leç  deux  fonctions  Ws  (:r,  j^),  w\  ( x,  y)  y  sont  iden- 
tiques, ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

La  proposition  que  nous  venons  d'établir  justifie  l'emploi  de  méthodes  synthé- 
tiques pour  trouver,  dans  chaque  cas  particulier,  la  valeur  de  wi^x^y^. 

Nous  nous  contenterons  de  traiter  le  cas  très  simple  et  bien  connu  où  le  tuyau 
a  la  forme  d'un  cylindre  droit,  à  base  circulaire,  de  rayon  R.  Dans  ce  cas,  si  nous 
désignons  par  r  la  distance  du  point  (^)^}  à  l'axe  du  cylindre,  w  deviendra  une 
simple  fonction  de  r  qui  vérifiera  l'équation 

(.«5,  ^)  +  i  t^.  =K.. 

transformée  de  l'équation  (i32  bis)\  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

K* 

(r(r)  =  -Y  /•*-+-  B  logr  -h  A, 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires;  mais  comme  (p(r)  doit  demeurer  fini 
pour  r  =  o,  il  nous  faut  prendre  B  =  o  et 

(i46)  «'(/•)=^/-'-hA. 

4 

Exprimant  alors  que   la  condition   (i35  bis)  est  vérifiée   pour  r  =  R,    nous 

trouvons 

._      K«R/R       fjL\       e 

et,  par  conséquent, 

047)  -('•)  =  - f(R'-r«)-^?^-^. 

Si,  dans  cette  formule,  on  suppose  égal  à  o  le  coefficient  de  frottement  41^,  on 
retrouve  le  résultat  obtenu  par  Navier. 

La  vitesse  le  long  de  la  paroi  (r  =  R)  a  pour  valeur 

048)  .„(R)=!iL^_*. 
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En  même  temps^  la  troisième  égalité  (i34)  nous  donne 

(«49)  Pz^ E— • 

Supposons  que  Ton  donne  à  la  quantité  K^  des  valeurs  de  plus  en  plus  petites, 
de  telle  sorte  que  K^uR,    tout  en  demeurant   supérieur  à  — 2®,  tende  vers 

—  2®;  «'(R),  tout  en  restant  négatif,  tendra  vers  o;  en  même  temps,  p^  tendra 
vers  (ft. 

Si  nous  supposons  que  K^jjlR,  continuant  à  décroître,  devienne  inférieur  à 

—  2®,  il  ne  pourra  plus  y  avoir  glissement  le  long  des  parois  du  tube;  en  effet, 
s'il  y  avait  glissement,  p^  deviendrait,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  — ®;  en 
même  temps,  la  formule  (i48)  donnerait  pour  iv(R)  une  valeur  négative  que  nous 
savons  inacceptable. 

Il  est  aisé  d'expliciter  davantage  la  condition  limite  que  nous  venons  d'obtenir 
dans  le  cas  où  l'on  suppose  le  fluide  soumis  seulement  aux  actions  capillaires  et  à 
la  pesanteur. 

A  Tintérieur  du  tube  supposé  illimité,  V/  aura  la  même  valeur  tout  le  long 
d'une  même  parallèle  àO^;  il  en  sera  de  même  de  la  partie  V^  qui  provient  des 
actions  capillaires  ;  dès  lors,  si  l'on  désigne  par  a  l'angle  que  les  génératrices  du 
cylindre  font  avec  l'horizon  et  par  g  l'accélération  de  la  pesanteur,  les  égali- 
tés (101)  et  (1 36)  donneront 

(i5o)  K»^e^sin«4-    "^^"\- 

Donc,  tant  que  l'on  aura 

(i5i)  iR/'p^sina-t-^^^^W-e, 

le  fluide  glissera  sur  la  paroi  solide;  mais  si  l'on  a 
(i5i^i5)  ~Rfp^sina-h"^"""")  <-€», 

2        \  Z^        Zq  / 

le  fluide  demeurera  soudé  à  la  paroi  solide. 

Étudions  donc  maintenant  le  régime  permanent  qui  s'établit  dans  le  cas  où  le 
fluide  demeure  adhérent  à  la  paroi  solide. 

iv(^,y)  continuera  à  vérifier  l'équation  aux  dérivées  partielles  (i3a  bis)  en 
tout  point  de  la  section  droite  7;  mais,  en  tout  point  du  contour  L,  on  aura 

(i52)  w{x,y)  —  o, 

La  détermination  de  w  est  alors  ramenée  à  un  problème  connu  qui  n'admet 
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qirune  solution.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  solution  est  négative  en  tout  point 
(le  l'aire  a*;  en  effet,  si  elle  était  positive  en  quelque  partie  de  cette  aire,  elle 
admettrait  une  limite  supérieure  positive;  cette  limite  ne  pourrait  être  atteinte  le 
long  de  la  ligne  L  où  iv  est  nul;  la  fonction  (v  présenterait  donc  un  maximum  à 
l'intérieur  de  Taire  o",  et  nous  avons  vu  que  cctle  hypothèse  était  incompatihie 
avec  l'équation  (iSa  bis). 

La  quantité  que  l'expérimentateur  détermine,  c'est  la  vitesse  moyenne 

(i53)  V.=  lJ^v{.r,y')ch. 

Si  l'on  multiplie  K^  par  a  et  les  dimensions  de  l'aire  7  par  un  rapport  de  simili- 
tude  p,  il  est  clair  que  les  égalités  (182  bis)  et  (i52)  demeureront  vérifiées  pourvu 
que  l'on  multiplie  w{x^  y)  par  ol^^  ;  U  sera  multiplié  parla  même  quantité;  nous 
pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivanle  : 

Pour  un  même  liquide  et  pour  des  tubes  de  même  substance  ayant  des 
sections  semblables,  la  vitesse  moyenne  est  proportionnelle  à  -^ — -^  et  au 
carré  des  dimensions  de  la  section. 

C'est  la  loi  découverte  expérimentalement  par  Poiseuille. 

Si  le  tube  est  à  section  circulaire,  (v(^,  y)  devient  une  simple  fonction  de  /*, 
donnée  encore  par  l'égalité  (i46);  mais  selon  la  condition  (i52),  cette  fonction 
doit  s'annuler  pour  /•  =:  R,  ce  qui  donne 

4 

OU,  plus  explicitement,  en  vertu  de  Tégalité  (i5o), 

054)  -(;■)  =  TM^  4-  ,"■.-"'    1  ('•'  -  U'). 

C'est  le  résultat  trouvé  par  Hagen,  par  Emile  Mathieu,  par  M.  Boussinesq  (voir, 
au  dernier  Chapitre,  l'historique  de  cette  question). 

L'analyse  précédente  s'accorde  fort  bien  avec  les  faits  d'expérience;  elle  est 
d'ailleurs  complète  si  nous  assimilons  l'adhérence  du  liquide  au  solide  à  une  con- 
dition de  liaison.  Mais,  si  nous  ne  faisions  pas  cette  assimilation,  nous  serions 
conduits  à  adjoindre  aux  conditions  déjà  invoquées  la  condition  suivante,  qui 
entraînerait  une  impossibilité  : 

Pour  que  le  fluide  adhère  à  la  paroi  du  tube,  il  ne  suffit  pas  que  la  fonction  iv 
vérifie  la  condition  (i52)  en  tous  les  points  de  la  ligne  L;  il  faut  encore  que  le 
vecteur  dont  px',  pyt  Pz  sont  les  composantes  soit  normal  à  la  paroi  du  tube,  ce 
Foc.  de  T.,  2'  S.,  V.  28 
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<|ui,  en  verlu  des  égaillés  u3.{)7  s'exprime  par  Tégalilé 

(  I  .^D  )  a  - —  =  o 

'   an, 

vérifiée  en  tous  les  points  de  la  ligne  L. 

Si  le  fluide  n*est  pas  un  fluide  parfait,  u.  esl  positif  et  l'égalité  (  i55  )  de\ient 

(!.».>  OIS)  - —  =  o. 

Or,  il  est  impossible  que  cette  égalité  soit  vérifiée  en  tout  point  de  la  ligne  L.  car 
on  aurait 


ce  qui  est  incompatible  avec  Fégalité  (i32  bis)^  à  moins  que  l'on  ait 
(i5G)  K*=o        ou         .Vo=:  A,. 

Mais,  dans  ce  cas,  les  conditions  (  i32  bis)  et  (102)  donnent,  en  tout  point.  %v  --^  t». 
ce  qui  ne  saurait  nous  étonner,  puisque  la  condition  (i56)  est  la  condition  d'équi- 
libre du  fluide. 

Le  problème  de  l'écoulement  permanent  par  filets  parallèles  nous  montre  donc 
(|ue  Ton  doit,  sous  peine  de  se  heurter  à  une  impossibilité,  traiter  Tadhérencc  du 
liquide  à  la  paroi  solide  comme  une  condition  de  liaison. 

§  5.   —   Fluide  vis<^)ueix  compris  estre  deux  plaxs  parallèles. 

Deux  plans  solides,  z  =  o  ei  z  =  h,  sont  parallèles  et  maintenus  à  une  distance 
invariable  Tun  de  l'autre;  le  premier  est  immobile,  le  second  se  meut  parallè- 
lement à  Ox  avec  une  vitesse  uniforme  U.  Entre  ces  deux  plans  se  trouve  un 
liquide  visqueux.  On  suppose  que  ce  liquide  soit  parvenu  à  un  régime  permanent 
tel  que  tous  les  points  matériels  se  meuvent  parallèlement  à  Ox  et  Ton  se  propost» 
d'étudier  ce  mouvement. 


Les  égalités 


c  =z  o,         «r  -=  o, 


jointes  à  Téquation  de  continuité,  exigent  que  //  soit  indépendant  de  x;  </ est  aussi 

indépendant  de  /,  puisque  le  régime  est  permanent;  //  ne  peut  donc  dépendre  que 

de  ^  et  de  w;  par  raison  de  svmétrie,  il  ne  dépendra  que  de  z.  Les  deux  dernières 

(équations  fioo)  donnent 

d\  à\ 

-r—  =  o,  -    =0, 

0/  àz 
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cil  soiie  que  A  ne  dépend  que  de  x,  La  première  équation  (loo)  devient 

d\         jUL  ci' u 


dx       p   dz* 


zzzo. 


Elle  nous  enseigne,  en  premier  lieu,  que  A  est  une  fonction  linéaire  de  x,  en 

sorte  que 

d\       A -A 

dx       x'  —  X 

Kllc  nous  enseigne,  en  second  lieu,  que  //  est  une  fonction  du  second  degré  de  z, 
en  sorte  que 

II.)-)  u—   ^'      , s'  -h  A  w  -+-  B, 

'  ili.(x'  —  X) 

A  et  B  étant  deux  constantes  qui  devront  être  déterminées  par  les  conditions  aux 
limites. 

Supposons,  tout  d^abord,  que  le  fluide  glisse  sur  les  plans  entre  lesquels  il  est 
compris;  soient  Uq  sa  vitesse  le  long  du  plan  ^  ==  o  et  W|  sa  vitesse  le  long  du 
plan  z  =  h. 

Les  conditions  (80)  se  réduisent  ici  à 


pour         5  =  0, 


)         pour         z:=i  h. 


Mais  nous  avons,  en  vertu  des  égalités  (5^)  de  la  1*"  Partie  de  ces  Recherches, 

du 
Px—      IJ--JZ         pour         c  =  o, 

du  , 

pjgzzz—  ix-^         pour         z=i/t. 
oz 

Nos  conditions  aux  limites  sont  donc 

'',       e  \  du 

(i58)         l    ^ 

(Z-^-  |Tr4^)(U-«.)+F^  =  o         pour         z  =  /,. 

Ces  conditions  détermineront  les  constantes  A  et  B  de  la  formule  (157). 

Traitons  le  cas  très  simple  où  A  est  indépendant  de  x.  C'est  ce  qui  arrive,  par 
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raison  de  svmétrie,  si  les  deux  plans  sont  supposés  horizontaux  et  si  les  seules 
forces  agissantes  sont  la  pesanteur  et  les  actions  capillaires. 
La  formule  (107)  se  réduit  alors  à 

(15;  bis)  u  =  \z  -^\l 

el  les  conditions  (i58)  deviennent 

(i.iS  bis)  4 


Ces  conditions  nous  enseignent  que  les  trois  quanliu's 

A,     B,     U-AA~H 

sont  de  même  signe,  car/ et  ©  sont  négatifs,  tandis  que  [jl  est  positif. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  U  soit  posilif.  Alors  nous  voyons  sans 
peine  que  la  condition  précédente  exige  que  A  el  B  soient  positifs.  Les  con- 
ditions (i58  bis)  deviennent 


(»î>9) 


Elles  donnent 


(160) 


cl,  par  conséquent, 


\  /B4-e-h/xA  =  o, 

1 /(U  -  AA  -  B) -+- e  4- fxA  =  o. 


2e-4-/u 

1  i\i.-fh 


^  2,U— /A 

Mais  cette  solution  n'est  acceptable  que  si  les  égalités  (i5())  peuvent  être  substi- 
tuées aux  égalités  (i58  bis)^  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

B>o,         U  — AA  — B>o. 

Si  Ton  tient  compte  de  la  seconde  égalité  (160)  et  si  Ton  observe  que,  selon  les 
mêmes  égalités  (160), 

2{X  — //< 
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•m    k. 


OU  voilquc  celte  double  inégalité  équivaut  à  rinégalité  unique 

(162)  u>-~. 

Si  donc  on  a 

( 1 6îi  ^w)  U  < ) 

V- 

il  est  impossible  d^admettre  que  le  fluide  glisse  sur  les  deux  plans  entre  lesquels 
il  est  contenu.  On  est  obligé  d'admettre  qu'il  adhère  à  ces  plans,  ce  qui  donne 

//  :=  O  pour  w  rr:  O, 

a  11  u         pour        w  =  /* 
et,  par  conséqueni, 

H  =  o,         A  =  -^  , 

(i63)  u  =z  j  z. 

Mais,  en  outre,  si  Ton  n'assimilait  pas  à  une  liaison  radliérence  du  liquide  au 
solide,  on  devrait  avoir,  pour  ^  =  0  aussi  bien  que  pour  z  =  /ij  pjp==o,  c'est- 
à-dire  -7^  =  o,  ce  qui  est  impossible,  car  l'égalité  (i63)  donne 
oz 

ôz"  h' 

Nous  rencontrerions  donc  ici  une  impossibilité  semblable  à  celle  qui  nous  a 
arrêtés  au  paragraphe  précédent  lorsque  nous  avons  examiné  les  conséquences  de 
la  même  hypothèse. 


§6.   —  Fluide  compris  e.\tre   delx   cy  lin  rues    de    uévolltio.n    de   weme    axe 

ET  ANIMÉ  d'un  MOUVEMENT  DE  ROTATION  UNIFORME  AUTOUR  DE  CET  AXE. 

Nous  allons  examiner  un  dernier  exemple,  1res  simple,  et  dont  l'intégration  peut 
être  menée  jusqu'au  bout. 

Une  surface  cylindrique  indéfinie  Cq,  de  révolution  autour  de  l'axe  des  >3, 
enferme  à  son  intérieur  un  autre  cylindre  C|,  également  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  5.  Chacun  des  deux  cylindres  est  homogène.  Le  cylindre  Co  est  immo- 
bile, tandis  que  le  cylindre  Ci  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  de  l'axe  des  5;  Û|  est  la  vitesse  angulaire  de  ce  mouvement. 

Entre  les  deux  surfaces  Cq,  C|  se  trouve  un  liquide  visqueux.  La  position  d'un 
point  de  ce  liquide  peut  être  repérée  au  moyen  des  coordonnées  rectangulaires  x, 
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r.  z  OU  hirn  iiii  iiiovcii  des  coordonnées  cyllndi'ic|ues  /*,  H,  z.  Lo  passage  d*iiD  sxs- 
Irnic  dr  coordonnées  à  Taulre  est  assuré  par  les  formules 

.r  =  /•  eos  (?,         V  =  /•  sin  0, 
(|ui  donnent 


(Hi'i) 


dr         .    , 

i  dO            sin  9 

«)5        rosO 

!  (>.r-~     r    ' 

Oy          r 

NoHH  supposerons  i|uc  U  ronclion  polenlSelle  \\.  des  aclîons  extérieures  et  que  hi 
Tonriion  potentielle  V|  des  aelions  înlérieures  sont  uniforines  dans  tout  le  fluide 
et  indépendiinles  de  H:  e^est  ce  qui  aura  lieu,  en  particulier,  si  le  fluide  est  soumis 
à  lii  pesanteur^  supposée  parallèle  à  O^,  et  aux  aclioos  capillaires. 

I.ii  pression  11  étant  essentiellement  uniforme,  il  en  sera  de  même  de  la  quantiti* 

i       "       1        \ 

û 

Il  HOMihle  évident  que  le  niou\ement  d'un  pareil  fluide  tendra  vers  un  régime 
pernuinent  dans  lequel  chaque  élément  fluide  sera  animé  d*un  mouvement  de 
roliition  uniforme  autour  de  O^;  en  outre,  la  vitesse  O  de  ce  mouvement  sera 
iiitlépendante  de  0  et  de  z. 

h'tudions  ce  régime  permanent. 

Nous  aurons,  en  ce  régime, 

(Hi*»)  //r=  — Bsin^,  i  =BcOsO,  «rr=o. 

I.e^  éj;idilés  (t().()  et  (i(>j)  donnent 

Ou       ,  e       d%  \    .    ^ 
ô.v       \r        dr  ^ 

Ou  e        fc       ^^    •   ^c 

ÔY  r  dr 

ar  r  dr 


c^V  Vr         dr) 


l.'i^ihHilion  de  continuité,  réduite  à 


du       âr 
OJr       âr 


\%\  yiMllli^o  d'elle-même. 
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Les  rgalllés  (iGi)  el  (166)  donnent  sans  peine 

ÔUi        f]^__  A/^e        l^_^\    '    r 

(•^>7)  ^; 

cosv. 


ôx^        dv*  \^/**        r  df 


-,)co^0 


Les  ëgalilés  (164)  donnent  aussi 


1  ôv        dr  r  dO 

(168) 

'  c^^>'        Or  rOJ 


H'- 


EnHn  raccriéralion  de  cliaqne  élément  fluide  a  pour  grandeur —j- et  sa  direction 
est  opposée  à  celle  du  rayon  vecteur  r;  on  a  donc 


■/= 


^=0. 


Les  érpiations  (100  bis)  deviennent  donc 

-T-  cosv       — r^  siu9 cosl?  -H  <-     -7—,    H y sin  V  -to, 

c^/-  r  00  r  p  \t//-*         /•  (Ir        r-  J 

('7<>)  \  -T-  î>in9  +-  — TTT  cos9 sin{?    -  -     -j-r  H —  -, :     cosO 

'       \  d/'  /•  «;7  r  p   \ar^         r  lir        r- J 


—  <., 


-    -    —  «». 

Oz 
Les  deux  premières  égalités  (170)  donnent  sans  peine 

/       ,  à\       B^ 

(171) =0, 

Au  premier  membre  de  l'égalité  (172),  le  second  terme  est  indépendant  de  0  ; 
A  ne  pourrait  donc  dépendre  de  6  que  s'il  en  était  fonction  linéaire;  mais  alors  A 
ne  pourrait  pas  être,  comme  il  le  doit,  fonction  uniforme  de  x  et  dej';  A  esl 
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tlonc  indrpendanl  de  6.  r/éqiialion  (172)  se  réduit  à 
landis  que  IVijualion  (17  i)  dcvîenl 

(171  A/a)  _!_£  —  _. 

L'équation  diUérentieUc  (171  bis)  a  déjà  été  rencontrée,  dans  la  question  qui 
nous  occupe,  par  M.  Max  Margules  (*)  et  par  M.  N.  Pelroff  (*). 
L'intégrale  générale  de  celle  équation  est 

A  el  13  étant  deux  constantes. 

Les  égalités  (iGO)  deviennent,  moyennant  cette  égalité  (171), 

,  ()u       2A    .    .        , 
-7—  =  —r-  sinycosy, 
(Ir         /•* 

^"  ^4(s"i'^      cos^(/)-n, 
f'  Lz:  \  (s:n-()-cos*{/)-+-H, 

f^i'  2A     .     ,  ^ 

-r  - SIU  7  COh  V. 


iSous  aurons,  d'ailleurs. 


r       au       ,  [ou        i)v\\ 
r    (au        Ov\  ^c)4l 


/>z-0 


(*)  Max  Maugilks,  Ueber  die  Bestimmung der  Reibanf^s-  und Gleilungscoe/Jtcienten 
nus  ebenen  liewefi^ungen  einer  Flussigkeit  {Silzungsberichte  der  Akademie  der  Wis- 
xffuschaften  zu  Wien,  Bd.  LXXXIII,  Ablh.  II,  1881,  p.  12). 

(^}  \.  Petroff,  Neue  Théorie  der  Reibung.  Hambourg  et  Leipzig,  1887,  p.  9^. 
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OU  bien,  en  vertu  des  égalités  (175), 

Px^=  -^  [2s\n6cosO(x  -h  (sin*ô  — cos*0)(3], 
^'^^^  \py=:  ^[2sin0cos0{34-(sin«0-cos»0)«], 

Pz=0. 

Si  nous  désignons  par  g  la  projection  du  vecteur  (px,  Py^  pz)  sur  la  direction  de 
la  vitesse  6,  nous  avons 

q  1=  —/^a-sinô  -^ pyCOsQ 
ou,  en  vertu  des  égalités  (176), 

(177)  ^=  '^~T~  [— 2sin0cos0((3cos0-+-asin0) 

4-(sin*ô  — cos*0)(acos0  — (3sin0)]. 

En  un  point  du  cylindre  Gq,  dont  Rq  est  le  rayon,  on  a 

r  =  Ko,        «  =  — COS0,        p  =  — sinô, 

(•78)  y-^^- 

En  un  point  du  cylindre  C|,  dont  R|  est  le  rayon,  on  a 

r  =  Rj,        a  =  cos0,        (3  =  sin^, 
(178^/5)  ^,  =  — H^. 

Supposons  d'abord  que  le  liquide  glisse  sur  chacun  des  deux  cylindres  que, 
pour  simplifier,  nous  supposerons  de  même  nature. 

Le  cylindre  Co  est  immobile;  la  vitesse  relative  du  Quide  par  rapport  à  cette 
paroi  se  réduit  à 

(179)  eo=^4-BRo. 

On  aura  donc,  en  vertu  de  Tégalité  (178),  en  tout  point  du  cylindre  Co, 

La  vitesse  avec  laquelle  tourne  un  point  de  la  surface  C|  est   û|Rf.  La  vitesse 
Foc.  de  T.,  a*  S  ,  V.  29 
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relative  du  fluide  j)ar  rapport  au  solide  est 

On  doit  donc  avoir,  en  verlu  de  l'égalité  (178  bis),  en  tout  poinldu  cylindre  Ci, 

08o6«)       ^^-(/-^  |a.K.-e.|)[-è^(^'-»H- 

Les  égalités  (i8o)  et  (i8o  his)  nous  enseignent  que  les  deux  quantités  0o  et 
(ûiRi  —  8|)  sont  toutes  deux  de  même  signe  et  que  ce  signe  est  le  signe  de  A. 
Supposons  que  ce  signe  soit  le  signe  -h.  Les  égalités  (i 80)  et  (180  bis)  donneront 
les  deux  égalités 

^  =  -/(,|.Bn.)-., 

(181)  '         "  ^ 


t^=      /|^«!_(£2,_B)R.]-6. 


qui  déterminent  A  et  B  et  donnent,  en  particulier, 

.„.  [(6-h/Q.R.)Ho+6R.]R;R^ 

^       '  2fx(RJ  +  R;)-/(KÎ-KÎ)«»«.' 

Le  dénominateur  de  cette  expression  est  assurément  positif,  car  on  a 

i^>o,        /<o,         Ro>Ri. 

Mais  l'usage  des  égalités  (j8i)  et  (182)  n'est  légitime  que  si  Tonales  inégalités 

A>o,         0o>o,         12,11, —  e,>o 

qui,  en  vertu  de  l'inégalité  /  <C  o  et  des  égalités  (181),  exigent  que  l'on  ait  les 

inégalités 

*  ^  2aA       ^  2aA       ^ 

De  ces  trois  inégalités,  la  seconde,  en  vertu  des  conditions  ©  <;  o,  RoI>  R|, 
entraîne  les  deux  autres;  d'ailleurs,  en  vertu  de  Tégalité  (182),  cette  seconde 
condition  devient 

6(RJ  -  Rî)(.,^_ /R,)  -  2fz/i2,RÎ  >  o 
ou  bien 

(183)  ii.>_^ik_.^Jil(2^_/H,). 
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Si,  dans  les  conditions  (ï8o)  et  (180  bis)^  nous  avions  supposé  que  le  signe 
commun  de  A,  de  ©o  et  de  (ÛiRi  —  S^)  fût  le  signe  —,  nous  aurions  obtenu, 
pour  déterminer  A  et  B,  les  conditions 

(181  bis)  i       °  ^  ^ 

^=    /[J;-(".-B)R.]^6. 

Mais,  pour  que  l'usage  de  ces  deux  inégalités  fût  légitime,  il  faudrait  que  Ton  eût 

(i83  6«)  û,<__^M^(2p_yR,). 

Lors  donc  que  l'on  a 

le  liquide  ne  peut  glisser  sur  les  deux  cylindres  Co,  C|  ;  il  adhère  au  moins  à 
Vun  d^ entre  eux, 

La  condition  (184)  étant  vérifiée,  peut-il  arriver  que  le  Huide  adhère  au  cy- 
lindre C|  et  glisse  sur  le  cylindre  Cq? 

L'égalité  (179  bis)  nous  donnerait  alors  la  première  relation 

(i85)  A4_BR,4-a,Ri, 

Kl 

à  laquelle  il  faudrait  continuer  de  joindre  la  relation 

(■^)         ^  -  (/*  w)  (è  -  »"• 


Comme  /  et  ^  sont  tous  deux  négatifs,  cette  égalité   (180)  montre  que  A  et 

A 

00=  p — h  BRo  sont  de  même  signe.  Supposons  d'abord  que  ces  quantités  soient 
Ko 

positives.  Alors,  à  Téquation  (180),  nous  pourrons  substituer  l'équation 

Les  égalités  (i85)  et  (186)  déterminent  A  et  B;  elles  donnent,  en  particulier, 
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Mais    celte    solution    n'est    acceplable    que    si   elle   donne   pour  A   et   pour 

A 

©0=  Vj-  4-  BRo  des  valeurs  positives;  or,  selon  l'égalité  (i86),  elle  donne  à  ©o  'e 

môme  signe  qu'à  -^, — h  ®  et,  comme  ©  est  négatif,  cette  dernière  quantité  ne 

peut  être  positive  que  si  A  est  positif.  Donc,  pour  que  la  précédente  solution  soit 
acceptable,  il  faut  et  il  suffît  qu'elle  vérifie  la  condition 

(i88)  ?^4-e>o. 

En  vertu  de  l'expression  (187)  de  A,  expression  dont  le  dénominateur  est  essen- 
tiellement positif,  cette  inégalité  devient 

ou  bien,  puisque /"est  essentiellement  négatif, 

e(Rî-nn 


(«89)  a,>- 


2fxRî 


Si  nous  avions  supposé  que  le  signe  commun  de  A  et  de  60  fût  le  signe  — ,  nous 
aurions  obtenu,  pour  déterminer  A  et  B,  les  équations 

(i85)  A-BR.=  i2,R„ 

U86  bis)  le^  .-^_/^^  +  BU.)  --  é. 

Mais,  pour  que  cette  solution  fût  valable,  il  faudrait  que  l'on  eût 

(189  6«)  i>,<^^'^\;'^'^ 

2|jlRi 


^  J^l llt 

La  quantité  -j  — ^m — -  étant  assurément  positive, 


on  a 


e   r;-rî  -,,  ,^     e(Rî-R;) 

On  peut  donc  trouver  des  valeurs  de  Û|  qui  vérifient  à  la  fois  la  condition  (i84)  et 
Tune  des  conditions  (i8o^  ou  (189  bis). 

Lors  donc  que  /\)/i  a  oa  bien 
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OU  bien 

('9'  6«)  -^-^-l(a^-/R.)  <  £2,  <  -^^njj- ' 

/e  liquide  ne  peut  glisser  à  la  fois  sur  les  deux  cylindres  Co,  C<  ;  mais  il  peut 
adhérer  au  cylindre  Ct  et  glisser  sur  le  cylindre  Cq,  Au  contraire,  ce  régime 
est  impossible  si  l'on  a  la  condition 

m 

e(R;-Rî)  <      <  _  e(R;--Rî), 

qui  entraîne  la  condition  (184). 

La  condition  (i84)  étant  vérifiée,  peut-il  arriver  que  le  liquide  glisse  sur  le 
cylindre  C|  et  adhère  au  cylindre  Co? 

Les  équations  qui  doivent  déterminer  A  et  B  sont  alors 

(193)  ^-hBRo  =  o, 

(.80  Bis)  ^  =  -  [/-  jç^^-^  (^^-.1^.  -  ^  -  BR,). 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  nous  trouverons  que,  pour  que  ces 
conditions  déterminent  des  valeurs  acceptables  de  A  et  de  6,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait  ou  bien 

094)  ^.>-?(^^-RÎ) 


iliWl 


ou  bien 


//1.x  r^      e(R3~R;) 

(.94  M  ^'<— .olu-- 


f^i^S 


D'ailleurs,  on  a 


(195) 


e(R;-RÎ)  ^ _  e(R;-Rî) 

2[Jl|{2  ~"  2piRJ 


el,  a  fortiori,  seloa  l'inégalité  (190), 

(.06)  e(R;-R?)      6  r;-rî(,„    f^. 

Les  condilions  (ig4)  el  (194  bis)  sonl  donc  compatibles  avec  la  condition  (184), 
et  nous  pouvons  énoncer  les  propositions  suivantes  : 
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Lorsque  Von  a  ou  bien 

ou  bien 

fe  liquide  peut  adhérer  au  cylindre  Co  ^^  glisser  sur  le  cylindre  Gj  ;  lorsque 
Von  a,  au  contraire, 

fe  liquide  adhère  forcément  aux  deux  cylindres. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  constantes  A  et  B  sont  déterminées  par  les  inégalités 

('99)  A+BR,.z.£2,R„  A-hBRo^o. 

En  résumé,  lorsque  Con  a 

le  liquide  glisse  sur  les  deux  cylindres. 
Lorsque  l'on  a 

^^°'^  2^RÎ         <l"'l   =   Ï^—Rf-^"'* -/**•)' 

le  liquide  est  susceptible  de  deux  régimes  permanents  distincts;  en  l'un  des 
régimes,  il  adhère  au  cylindre  C|  et  glisse  sur  le  cylindre  G©;  en  l'autre,  il 
adhère  au  cylindre  Go  et  glisse  sur  le  cylindre  C^ . 
Lorsque  Von  a 

^  2fxRJ  '     *  '  -  2fxR; 

le  liquide  adhère  au  cylindre  G©  et  glisse  sur  le  cylindre  C^ . 
Enfin,  lorsque  Von  a 

le  liquide  adhère  aux  deux  cylindres  Gq,  G<. 
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Considérons  un  corps  qui  présente,  avec  les  corps  voisins,  des  liaisons  bilaté- 
rales, accompagnées  de  viscosité  et  de  frottement;  imaginons  que  ce  corps 
éprouve  une  modification  réelle  ou  virtuelle;  soient  : 

SUi  la  variation  que  subit  son  énergie  interne; 

dÏ£>e\  le  travail  virtuel  des  actions  extérieures  qui  lui  sont  appliquées; 
dÎDji  le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie; 

c/G/i  le  travail  des  actions  fictives  de  liaison,  définies  à  la  manière  de  Lagrange, 
qui  s'exercent  à  sa  surface. 

La  quantité  de  chaleur  rfQj  que  dégage  le  corps  considéré  esl  définie  par  l'égalité 

(  2o4 )  EdQi  —  —  E  ôUi  4-  d(^ei  -H  d^ji  -h  d^^. 

Supposons  que  nous  ayons  affaire  à  une  masse  fluide  i,  limitée,  d'une  part,  par 
une  surface  5|  le  long  de  laquelle  elle  est  soudée  aux  corps  voisins,  fluides  ou 
solides,  et,  d'autre  part,  par  une  surface  S  le  long  de  laquelle  elle  glisse,  avec 
viscosité  et  frottement,  sur  un  autre  corps  2. 

Selon  ce  que  nous  avons  vu  au  Chapitre  II,  les  actions  de  liaison  qui  doivent 
figurer  dans  le  calcul  de  c/G/  se  composent  : 

i^  D'une  pression,  de  composantes  rsx^  rsy,  xsz^  appliquée  en  chaque  point  de 
la  surface  s^  ; 

2^  D'une  pression  m,  normale  à  la  surface  S  et  dirigée  vers  l'intérieur  du 
fluide  I,  appliquée  en  chaque  point  de  la  surface  S. 

Si)  comme  nous  l'avons  fait  au  Chapitre  II,  nous  désignons  par  N  la  normale  à 
la  surface  S  dirigée  de  1  vers  2,  nous  aurons 

(ao5)      ^5.  =  -/.[cos(N..)ax.  +  cos(N.^)3^.-Hcos(N,.)3..]rfS 

Le  milieu  auquel  le  corps  i  est  soudé  le  long  de  la  surface  s^  peut  être  fluide  ; 
xsxi  ^r»  ^s  sont  alors  donnés  par  les  équations  (71);  il  peut  être  solide;  73^,  m^, 
TSz  sont  alors  donnés  par  les  équations  (87),  qui  ont  même  forme  que  les  éga- 
lités (71).  En  toutes  circonstances,  l'égalité  (2o5)  peut  s'écrire 

(,06)    rf5.  =  -/..[cos(N.  .)3..4-cos(N.y)3^.-H  cos(N,  .)a..]^ 

+  /  {Pxi  i^i  -+-  Pyi  ôy,  4-  p^i  $Zi  )  ds^ 

-h  /  ni[cos(n/,  a7)dj?i4-cos(/i/,  y)iyi4-cos(/i/,  z)  iz^']  dsif 
ni  étant  la  normale  à  la  surface  61,  vers  l'intérieur  du  corps  i . 
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Rien  n'empêche  de  supposer  que  le  milieu  auquel  le  fluide  i  est  soudé  le  long 
de  la  surface  St  ne  soit  la  continuation  du  fluide  i  lui-môme;  la  surface  s^  sera 
une  surface  quelconque  tracée  à  l'intérieur  du  fluide  i . 

Soient  X  une  quantité  constamment  positive,  variable  d'une  manière  continue 
le  long  de  la  surface  S,  donnée  une  fois  pour  toutes,  et  e  une  quantité  positive 
infiniment  petite,  la  même  en  tout  point  de  S.  Par  chaque  point  M  de  S  élevons, 
vers  l'intérieur  du  fluide  i,  une  normale  M/?i|  de  longueur  5  =:  çX.  Prenons  le  lieu 
du  point  nii  pour  surface  5<. 

Si  nous  considérons  le  point  M  et  le  point  correspondant  nl^,  nous  pourrons 
écrire  les  égalités 

cos(/i/,  jr)  =  cos(N,  ao),        cos(/i|,  y)  =  cos(N,7),        cos(/t/>  5)  =  cos(N,  z). 

En  chacune  de  ces  égalités  sont  négligées  des  quantités  de  l'ordre  du  produit 
de  e  par  la  grandeur  écrite  en  l'un  ou  l'aulre  membre. 
Lors  donc  que  e  tend  vers  o,  rfG/ a  pour  limite 

-+-  [Pyi-^i^i  -  ^)  cos(N,  y)]  ô/, 
[/?5,  -h (II,  —  Gy)cos(N,  5)]â5,  j  ^S. 


Si  nous  tenons  compte  des  égalités  (56)  et  (67)  et  si  nous  observons  que,  dans 
ces  égalités, 

cos(/ii,  a-)  =  —  cos(N,  jo),  cos(/i,,  y)  r=—  cos(N,  y),  cos(/i,  i;)  =  — cos(N,  z), 
nous  trouvons  que  rfS/  a  pour  limite^  lorsque  e  tend  vers  o, 

(207)     d^n  -=  -  jUf^  \7])^^"'  ~  "'^  ^^'  -+-  (^1  -  <^0  ^Ji  -^  C^^i  -  ^t) àzA  dS. 

D'autre  part,  lorsque  e  tend  vers  o,  chacune  des  quantités  SU,  rfG^,  rfC/  qui 
figurent  dans  l'égalité  (204)  tend  vers  o  comme  les  produits  tùx^^  e  3j^o  e  8^< . 
D'où  la  conclusion  suivante  : 

.  En  un  fluide,  on  considère  une  couche  infiniment  mince  qui  confine  à  une 
partie  de  la  surface  limite;  on  suppose  que,  le  long  de  cette  surface,  le  fluide 
glisse  avec  viscosité  et  frottement  sur  les  corps  voisins.  Lorsque  l'épaisseur 
de  cette  couche  tend  vers  o,  la  quantité  de  chaleur  qu'elle  dégage  en  une 
modification  virtuelle  quelconque  ne  tend  pas  en  général  vers  o;  cette  quan- 

Fac,  de  T.,  a-  S.,  \\  3o 
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tité  a  pour  limite  : 

(ao8)     dQ,  =  -^J\^(^f^^[{u,-u,)^x,^{i>,-i>^)ày,-^-{^^ 

Par  définition,  cette  quantité  est    la   quantité  de  chaleur   dégagée  par  la 

VISCOSITÉ  ET  le  FROTTEMENT  EN   LA   PARTIE   S   DE  LA  SURFACE  LIMITE  DU  FLUIDE   1. 

La  formule  (208),  que  nous  venons  d'obtenir  en  supposant  que  le  corps  1  soit 
un  fluide,  est  un  cas  particulier  d^une  formule  plus  générale,  indépendante  de  la 
nature  du  corps  i.  Pour  établir  cette  formule  générale,  nous  imposerons  aux 
indices  1  et  2  une  permutation  qui  nous  sera  commode  dans  la  suite.  Nous  dési- 
gnerons par  2  le  corps  dont  nous  étudions  le  dégagement  de  chaleur  û^Qj,  par  i  le 
corps  sur  lequel  il  glisse  le  long  de  la  surface  S,  par  s^  la  surface  qui  le  soude  à 
d'autres  corps.  rfQa  sera  donnée  par  l'égalité 

(  ao4  bis  )  E  ^Qî  =  —  E  au,  -^  dde^  -+-  ^Gy,  H-  ^G/j. 

D'autre  pari,  les  é({uations  du  mouvement  de  ce  corps  2  sont  données  par  les 
principes  généraux  que  nous  avons  posés  ailleurs  (*). 
Soient  : 

S|>^2  Id  variation  virtuelle  du  potentiel  interne  ^2;  prise  en  supposant  toutes  les 

températures  invariables; 
d(t^^  le  travail  virtuel  de  la  viscosité  interne  du  corps  2,  supposé  dépourvu  de 

frottement  interne; 
r/(ru«2  1^  travail  virtuel  des  viscosités  de  contact  qui  agissent  le  long  de  la  surface 

terminale; 
rfÇ^j  le  travail  virtuel  des  frottements  de  contact  le  long  de  la  même  surface. 

Les  équations  du  mouvement  du  corps  2  sont  condensées  dans  la  formule 

(  209)  fl^(*  -r-  d^/t  —  ^r-'î  -^  d^ji  -t-  </<?»fî  -r-  ^^at  -T-  ciG,^i  -=  o. 

Comparée  à  l'égalité  (204  Ois)j  cette  égalité  (209)  donne 
(210)  E  //Q,  -  OTt*.  —  E  oL\  —  ^/e..j  —  c/t^^^  —  ^ê^,. 

Supposons  que  le  corps  2  se  réduise  à  une  couche  intininient  mince,  d'épaisseur  S, 
qui  confine  à  la  surface  S;  les  quantités  Oj.*;»,  oL  j,  c/ê^j  tendront  vers  zéro  avec  e; 


.  »  .  r/i<  *rie  rht'rm.^'tyrut'ni'jtic'  tic  ta  v:s:jsttt\  liu  frottement  et  des  faïuc  équilibres 
chimiques.  Chapitre  \  I.  §  I,  équations  kHI^  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  phy- 
siquts  ei  n.ttur^lU's  de  Bordeaujr,   y  $01  io.  t.  11,  iîhX>  cl  Paris,  A.  Uermann,  1896). 
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comme  le  long  de  la  surface  S2  le  corps  2  est  soudé  aux  corps  voisins,  il  n'y  a  le 
long  de  celle  surface  nî  frottement  de  contact,  ni  viscosité  de  contact; 
(dtôwi-^  û^G^a)  est  donc  le  travail  virtuel  des  viscosités  et  frottements  de  contact 
qui  agissent  le  long  de  la  surface  S;  cette  somme  est  indépendante  de  e;  en  sorte 
que  lorsque  e  tend  vers  o,  rfQa  a  pour  limite 

(an)  dQi  =  —  g(^Stv2-Hc^S4„). 

En  un  corps  quelconque,  on  considère  une  couche  Infiniment  mince  qui 
confine  à  la  sur/ace  limite;  on  suppose  que,  le  long  de  cette  sur/ace,  le  corps 
glisse  avec  viscosité  et  frottement  sur  les  corps  voisins.  Lorsque  C épaisseur 
de  cette  couche  tend  vers  o,  la  quantité  de  chaleur  qu^elle  dégage  ne  tend 
pas  vers  o;  elle  a  pour  limite  le  quotient  par  V équivalent  mécanique  de  la 
chaleur  du  travail  virtuel  changé  de  signe  du  frottement  de  contact  et  de  la 
viscosité  de  contact  qui  s^ exercent  sur  le  corps  considéré,  le  long  de  la  sur- 
face considérée. 

Les  développements  donnés  au  Chapitre  II  nous  montrent  que  si  le  corps  i  est 
un  fluide  ou  un  solide  isotrope,  la  valeur  limite  de  ûJQa  est 

{208  bis)     dQ^  =  —^j\(f-{-  ~^\[{u^-u,)dxi^{v^-v,)dy^^ 


§2.  —  La  condition  supplémentaire  en  une  surface  le  long  de  laquelle 

DEUX    CORPS    GLISSENT    l'uN    SUR    l'aUTRE. 

Soit  s  une  aire  finie  quelconque  découpée  en  la  surface  par  laquelle  deux  corps 
confinent  l'un  à  l'autre  et  glissent  l'un  sur  Taulrc.  A  partir  de  cette  aire,  traçons, 
au  sein  des  deux  corps,  les  surfaces  s^,  s^-,  infiniment  voisines  de  S,  qui  ont  été 
considérées  au  paragraphe  précédent. 

Dans  le  temps  dt,  la  masse  matérielle  comprise  entre  les  surfaces  5|,  ^2  et 
formée  des  couches  i  et  2  dégage  réellement  une  quantité  de  chaleur  rfQ  dont  la 
théorie  de  la  conductibilité  fournit  l'expression  : 


dO  ^=idt  l  k,  - —  dsi  -{-  dt  I  k*  - —  ds*^ 


Ati  étant  le  coefficient  de  conductibilité  du  corps  i,  k^  le  coefficient  de  conducti- 
bilité du  corps  2,  la  normale  ni  étant  menée  vers  l'intérieur  du  corps  i  le  long 
de  la  surface  5<,  et  vers  l'intérieur  du  corps  2  le  long  de  la  surface  53. 
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Lorsque  e  tend  vers  o,  celte  quantité  de  chaleur  a  pour  limite 
(...)  dQ  =  dcf[A,(^\-k,[§\]dS. 

Mais  celte  limite  peut  s'obtenir  d'une  autre  manière;  rfQ  est  égal,  en  eflet,  à  la 
somme  (<iQi  H- rfQ2)  des  quantités  de  chaleur  réellement  dégagées,  dans  le 
temps  dt,  par  les  couches  i  et  2  ;  et  les  valeurs  limites  de  rfQi  et  rfQj  se  tirent 
des  égalités  (208)  et  (208  bis)  en  y  faisant 

dxi  :=  //|  dtf         ày^  ^=^  <^i  dt,         dz^  =  (ï',  dt, 
èar^  z=z  u^dt,         ô/,  =^v^dt^         ô^j  z=i  w^  dt, 

ce  qui  nous  donne  pour  valeur  de  la  quantité  de  chaleur  réellement  dégagée^ 
dans  le  temps  dt,  en  une  portion  quelconque  de  la  surface  par  laquelle  deux 
corps  glissent  l'un  sur  l'autre,  la  valeur  essentiellement  positive 

(2i3)      ^Q  =-  ^f{/-^  p^')[("i-  «0'-+-  (^,-  ^,)*^-  (^»'.-  «'O']  dS 

Les  seconds  membres  des  égalités  (212)  et  (21 3)  doivent  être  égaux  entre  eux, 
quelle  que  soit  Taire  S  découpée  sur  la  surface  de  contact  des  deux  corps;  pour 
cela,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  en  tout  point  de  la  sur/ace  le  long  de  laquelle 
deux  corps  glissent  l'un  sur  l'autre,  et  à  tout  instant,  la  relation 

qui  peut  aussi  s'écrire,  en  désignant  par  /ij,  /i2,  les  deux  demi-normales  à  la  sur- 
face S  dirigées  Tune  vers  l'intérieur  du  corps  i,  l'autre  vers  l'intérieur  du 
corps  2, 

(2I4^W)       k,—  -\-k^^^--'^^\^f-hYJj'J[{u,--~U,y-^{  O. 

Dans  le  cas  où  les  corps  i  et  2  sont  soudés  entre  eux  le  long  de  la  surface  S, 
OQ  doit,  comme  nous  le  savons,  faire 

/  =  o,         «  =  o. 
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Uégalilë  (2i3)  devient  alors 
(2i5)  dQ  =  o 

et  Tégalilé  (214  ^'«s)  se  réduit  à 

(216)  A:, h  A'i-t —  =0. 

a/il  ^/22 

DaDS  le  cas  où  les  deux  corps  en  contact  glissent  Tun  sur  l'autre  avec  viscosité, 
mais  sans  frottement,  nos  diverses  égalités  prennent  des  formes  que  l'on  obtient 
aisément  en  j  faisant  ©  =  o.  Ces  formes  ont  été  données  par  G.  Kirchhoff  (*). 
Il  importail  de  les  étendre  au  cas  où  il  y  a  frottement  et  de  les  déduire  rigoureu- 
sement de  nos  définitions  générales  de  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  un 
système. 


CHAPITRE  V. 


ÉTUDE  HISTORIQUE  SUR  LES  CONDITIONS  VERIFIEES  AUX  LIMITES 

D'UN  FLUIDE. 


Les  lois  de  la  résistance  qu'un  fluide  oppose  au  mouvement  des  solides  qui  y 
sont  immergés,  qu'il  éprouve  de  la  part  des  parois  solides  au  long  desquelles  il 
coule  avaient,  de  bonne  heure,  préoccupé  les  physiciens,  sans  que  ceux-ci  s'accor- 
dassent dans  leurs  opiuions;  Newton,  Daniel  BernouUi,  s'Gravesande,  Chezy, 
Tabbé  Bossut,  Du  Buat,  avaient  proposé,  pour  représenter  ces  lois,  les  formules 
les  plus  diverses  ('). 

Parmi  ces  physiciens,  il  en  est  un  dont  les  recherches  méritent  d'arrêter  un 
instant  notre  attention  :  c'est  Du  Buat  (  ^). 

Les  expériences  de  Du  Buat  sur  Técoulement  de  l'eau  dans  les  tuyaux  Tamènent 
à  supposer  qu'une  couche  d'eau  demeure  adhérente  à  la  paroi  solide  et  ne  prend 


(*)  G.  KiRCUHOFP,   Vorlesungea  iiber  die  Théorie  der   Wdrme,  herausgegeben  von 
D*"  Max  Planck,  XP*  Vorlesung,  §  4;  Leipzig,  1894. 

{})  On  trouvera  d'iatéressanls  retiseigtieinents  sur  ces  aaciennes  recherches  dans  le  Mé- 
moire de  Girard  sur  le  mouvement  des  fluides  dms  les  tubes  capillaires,  Mimoire  qui  sera 
cité  plus  loin. 

(»)  Du  Buat,  Principes  d'Hydraulique,  vérifiés  par  un  grand  nombre  d'expériences 
faites  par  ordre  du  Gou\?ernement,  2  vol.   (i"  édition,  Paris,  1779.  —  2"  édition,  Paris, 
1 786  ). 
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aucune  part  an  mouTement  qui  entraîne  le  reste  du  fluide  [^)y  lac.  cii>.  a*  étiition* 
t.  I,  p.  o-î^.  De  même,  lorsqu'un  corps  solide  se  meut  dans  un  fluide,  il  entraîne 
<A  avec  lui  une  certaine  quantité  du  même  fluide  qui  varie  peu  avec  la  différence 
des  vitesses  :  de  sorte  que  la  masse  en  mouvement  ne  consiste  pas  seulement  en 
la  masse  propre  du  corps«  mais  encore  en  celle  du  fluide  entraîné»  ce  qui  convîeni 
très  bien  avec  ce  que  nous  avons  appelé  poupe  et  proue  fluide  '>  (/oo.  ctl.« 
t.  IL  ni*  Partie,  Section  L  Chap.  \T1,  p.  a34).  L*étnde  de  cet  entraînemenl  d« 
fluide  par  un  solide  en  mouvement  apparaît  à  Du  Buat  comme  un  objet  d^oiie 
extrême  importance  :  ««  Il  n*est  pas  de  moven  plus  propre^  dit-il  i^ioc^  cii.y,  t.  D, 
p.  -^39)  pour  déterminer  la  quantité  du  fluide  qu*entraîne  avec  lui  un  corps  ploo^ 
que  de  faire  osciller  le  corps  dans  le  fluide On  connaît  les  expériences  de  New- 
ton sur  les  oscillations  des  globes  dans  différents  fluides:  comme  il  n'avait  pour 
objet  que  de  déterminer  directement  la  résistance  il  ne  s'attacha  qu'aux  pertes 
des  amplitudes,  sans  observer  la  durée  des  oscillations,  v 

De  quelle  manière  devons-nous  concevoir  cet  entraînement?  Le  fluide  se  sépare^ 
t-il,  par  une  surface  précise,  en  deux  parties,  l'une  qui,  pour  ainsi  dire,  perdrait 
sa  fluidité  et  ferait  corps  avec  le  solide:  l'autre^  demeurée  fluide  et  glissant  sar  la 
première  conuoie  glissait  la  masse  fluide  entière  à  la  surface  du  solide,  selon  fkvpo- 
tkèse  admise  avant  Du  Buat?  Ou  bien,  au  contraire,  la  vitesse  du  fluide,  identique 
à  celle  du  solide  le  lon«;  de  leur  commune  frontière,  varie-t-elle  d'une  manièffe 
continue  lorsqu'on  s'éloigne  de  cette  surface? 

Si  Ton  s'en  tenait  seulement  aux  passages  que  nous  avons  cités,  on  attribuerait 
sans  doute  à  Du  Buat  la  première  opinion  :  mais  il  est  moins  aisé  de  la  concilier 
avec  d'autres  passages  de  ses  Principes  d* Hydraulique. 

La  masse  même,  qu'il  attribue  au  fluide  entraîné,  semble  peu  compatible  avec 
l'hvpothèse  que  les  mouvements  de  cette  masse  sont  rigoureusement  solidaires 
des  oscillations  du  solide,  v^  On  voit,  dit-il  ^/oo,  oiV.;  t,  IL  III*  Partie,  Section  I, 
Cbap.  VU"),  qu'en  général,  un  gtobe,  mii  dans  l'eau,  entraîne  avec  lui,  tant  eM 
avant  que  derrière,  une  portion  du  fluide  dont  le  volume  excède  un  peu  la  moitié 
du  sien.  ^> 


v'»  Cette  *upjï«>*iti«>Q  sVtiit  J-'jà  prt^eQtée  incidemoieat  à  Tesprit  de  Daaiel  Beraottllt, 
comme  propre  à  expliqueriez  dîrergeaoe?  eatre  Ie<  priacipe*  de  TH^draulique  et  le*  doaaéif» 
de  rob5ervatioa.  *  \c>q  dubito.  écrit-il  \^'*».  quin  hjec  ad  amu<>itu  e\perieiiti«  e^seat  nt*- 
poasura.  $i  modoadh^rsto  aqux  ad  latera  tabi  motam  non  retardaret:  puto  tamea,  eventum 
expertmeatorum  talem  esse  posse,  ut  intelli^eati,  qui  horum  impedimeatonsm  ralionem 
habeat.  «Jti^  o^teadaat  propo>itioaam  veritatem.  >  Et  plu<  loin  \  ^  >  :  Eaonrie<  hasditfereA- 
tia$  ma\ima  e\.  partie  adbxzioni  aquz  ad  latera  tubi  tribuo.  qu«  corCe  adhxsto  ta  bajusoiodi 
ca5ibuz  iacreviibilem  e\ercere  potest  effectum.  » 

i  *     OfiU..  Jd.  I  17,    p.   jç. 
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d'unités  adopté,  comme  Girard  devait  le  reconnaître  avec  bonne  grâce  quelques 
années  plus  lard  (*). 

Dissipant  cetle  erreur,  de  Prony,  dans  ses  Recherches  physico-ma théma- 
tiques  sur  la  théorie  des  eaux  courantes,  reprend  la  formule  primitive  de 
Coulomb  et  s'allache  à  déterminer  la  valeur  des  coefficients  a  et  b. 

De  Prony  admet  d'ailleurs,  comme  Du  Buat,  dont  il  s'inspire,  qu'une  masse 
fluide  notable  demeure  adhérente  aux  parois  d'un  canal  où  coule  un  liquide;  il 
croit  cette  couche  adhérente  assez  épaisse  pour  que  ni  la  nature  de  la  paroi,  ni 
les  petites  aspérités  qu'elle  présente,  n'aient  d'influence  sur  le  mouvement  du  li- 
quide. «  Lorsque  le  fluide  coule  dans  un  tuyau  ou  sur  un  lit  susceptible  d'être 
mouillé,  une  lame  ou  couche  du  fluide  reste  adhérente  à  la  matière  qui  compose  ce 
tuyau  ou  dans  laquelle  ce  lit  est  creusé;  cetle  couche  peut  ainsi  être  regardée 
comme  la  véritable  paroi  qui  renferme  la  masse  fluide  en  mouvement.  » 

En  1816,  Girard  revint  (^)  à  l'étude  de  la  résistance  que  les  parois  solides 
opposent  à  l'écoulement  des  fluides;  il  aborda  cette  étude  au  double  point  de  vue 
théorique  et  expérimental.  Il  demeure  attaché  aux  lois  posées  par  Coulomb,  dont 
le  Mémoire  «  contient  les  principes  qui  doivent  conduire  à  la  solution  de  cette 
question  »  (loc.  cit.,  p.  253). 

Ces  principes,  toutefois,  il  les  précise  et,  en  les  précisant,  il  les  altère  de 
manière  à  les  rapprocher  des  idées  de  Du  Kuat  et  de  Prony.  Coulomb,  en  un  pas- 
sage que  nous  avons  cité,  admettait  qu'un  solide  et  un  liquide  en  mouvement 
relatif  adhèrent  le  long  de  la  surface  de  contact,  puis  que  la  vitesse  varie  graduel- 
lement, à  partir  de  cette  surface  de  contact,  lorsqu'on  pénètre  au  sein  du  liquide. 
Pour  Girard,  une  gaine  fluide  très  mince  adhère  à  la  surface  du  solide;  une  sur- 
face de  discontinuité  sépare  cette  gaine  du  reste  du  liquide  et  la  vitesse  qui  figure 
dans  ses  formules,  c'est  la  vitesse  relative  des  deux  masses  fluides  que  sépare  cette 
surface  :  <(  Par  l'effet,  dit-il  (lac,  cit.,  p.  254),  de  l'adhérence  du  fluide  aux  parois 
du  canal  qui  le  contient,  il  arrive  qu'une  couche  très  mince  de  ce  fluide  reste 
attachée  à  ces  parois,  de  sorte  que  le  courant  s'établit  en  glissant  sur  cette  couche.  » 

Cette  couche  très  mince  qui  adhère  au  solide  oppose  au  mouvement  du  reste 
du  fluide  une  résistance  au  proportionnelle  à  leur  vitesse  relative  (loc.  cit., 
p.  255);  cette  résistance  est  donc  attribuable,  non  aux  actions  du  solide  sur  le 
fluide,  mais  aux  actions  mutuelles  des  diverses  parties  du  fluide.  Elle  existerait 
seule  si  la  paroi  solide  était  parfaitement  polie;  mais  la  paroi  ofl^re  une  multitude 


(1)  Girard,  Mémoire  sur  le  mouvement  des  Jl aides ,  etc.  (voir  ci-dessous),  p.  236. 

(*}  Mémoire  sur  le  mouvement  des  fluides  dans  les  tubes  capillaires  et  r  influence  de 
la  température  sur  ce  mouvement,  par  M.  Girard.  Lu  à  rAcadémie,  le  3o  avril  et  le 
6  mai  181G  {Mémoires  de  la  classe  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  l'Institut 
de  France,  années  i8i3,  1814  et  j8i5). 
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d'aspérités  qu'épouse  fidèlement  la  couche  adhérente  et  qui  se  reproduisent  à  la 
surface  par  laquelle  cette  couche  confine  au  reste  du  fluide;  c^est  à  ces  aspérités 
qu'il  faut  attribuer  la  présence,  dans  l'expression  de  la  résistance,  d'un  terme  bu^ 
proportionnel  au  carré  de  la  vitesse  u  (loc.  cit.,  p.  255).  Girard,  on  le  voit, 
suppose  à  la  gaine  liquide  adhérente  moins  d'épaisseur  que  ne  lui  en  attribuaient 
Du  Buat  et  de  Prony. 

Les  expériences  efiectuéespar  Girard  ne  s'accordent  guère  avec  les  fondements 
de  sa  théorie;  la  valeur  du  coefficient  «,  au  lieu  d'être  constante  pour  un  fluide 
donné,  dépend  du  diamètre  du  tube  par  lequel  le  liquide  s'écoule  (loc,  cit.,  p.  297 
et  p.  328).  Girard,  il  est  vrai,  ne  s'émeut  guère  de  cette  contradiction  ;  bien  plus,  il 
lui  semble  (/oc.  cit,,  p.  328)  que  «  l'existence  de  celte  couche  fluide  (immobile, 
qui  tapisse  intérieurement  le  tuyau),  par  laquelle  nous  avons  explique  les  phéno- 
mènes précédents,  se  trouve  démontrée  par  celui  qui  nous  occupe  actuellement  ». 
D'ailleurs,  pour  rétablir  l'accord  entre  sa  théorie  et  les  faits  d'expérience,  il 
n'hésite  pas  à  supposer  que  l'épaisseur  de  la  couche  adhérente  dépend  de  la  cour- 
bure de  la  paroi. 

Les  hypothèses  touchant  les  actions  moléculaires  qui  ont  fourni  à  Navier  (*) 
les  formules  relatives  à  la  viscosité  intérieure  des  fluides  lui  fournissent  également 
la  théorie  de  la  résistance  qu'une  paroi  solide  oppose  à  récoulcment  d'un  fluide. 

Pour  Navier,  le  fluide  n'est  pas  adhérent  au  solide;  au  contact  d'une  paroi 
immobile,  le  fluide  a  une  vitesse  dont  les  composantes  u,  t^,  (v,  difl'érentes  de  o, 
vérifient  seulement  la  condition  {loc.  cit,y  p.  4^^) 

u  cos  (/i/,  x)  -h  r  cos  (/i/,  7)  -h  «>  cos  (/II,  :;)  =  o. 

Le  travail  virtuel  des  actions  du  solide  sur  la  couche  fluide  contiguë  a  pour 
valeur  (/oc.  cit.,  p.  4n) 


—  1  E{udj;  4-  rây-l-vv^c)r/S, 


rfS  étant  un  élément  de  la  surface  de  contact  et  Sx,  2)-,  03  les  composantes  du 
déplacement  virtuel  de  la  masse  liquide  qui  confine  à  cet  éléaicnl.  E  est  un  coef- 
ficient positif  qui  dépend  seulement  de  la  nature  du  liquide  et  du  solide  et  de  leur 
commune  température. 

Cette  expression  du  travail  de  la  viscosité  de  contact  rentre  comme  cas  parti- 
culier dans  notre  formule  (48),  à  condition  d'y  réduire  notre  quantité  /à  —  E. 


(*)  Navier,  Mémoire  sur  les  lois  du  mouvement  des  JluideSy  lu  à  l'Académie  royale  des 
Sciences,  le  18  Mars  1822  {Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  de  l'Institut  de 
France,  année  1823,  p.  389).  On  trouve  un  exposé  des  formules  de  Navier  dans  Bksal, 
Traité  de  Mécanique  générale,  t.  II,  p.  252;  1874. 

Foc.  de  r.,  2«  S.,  V.  3l 
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La  théorie  proposée  par  Navier  rentre  donc  comme  cas  particulier  dans  celle  que 
nous  avons  exposée,  à  la  condition  de  faire,  en  celle-ci. 

Et,  en  effet,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  conditions  (76),  on  obtient 
les  équations  qui  doivent,  selon  Navier,  être  vérifiées  en  tout  point  de  la  surface  de 
contact  du  solide  et  du  liquide  [loc,  cit.,  p.  4' 5). 

Ces  conditions,  Navier  en  fait  usage  pour  traiter  de  l'écoulement  d'un  fluide 
par  un  tuyau  rectiligne  dont  la  section  est  rectangulaire  (loc.  cit.,  p.  4'7)j 
puis  de  l'écoulement  d'un  fluide  par  un  tuyau  rectiligne  dont  la-section  est 
circulaire  {loc.  cit.,  p.  ^11).  Les  formules  qu'il  donne  pour  résoudre  ce  pro- 
blème sont,  au  fond,  identiques  à  celles  que  Girard  avait  déduites  de  sa  théorie. 

Ce  rapprochement  entre  les  conséquences  de  la  théorie  de  Girard  et  les  consé- 
quences de  la  théorie  de  Navier  ne  doit  pas  nous  surprendre;  distinctes  par  une 
de  leurs  hypothèses  fondamentales,  la  théorie  de  Girard  et  la  théorie  de  Navier 
ne  tardent  guère  à  se  rejoindre;  pour  celui-ci,  c'est  sur  la  paroi  solide  même  que 
glisse  le  liquide;  pour  celui-là,  c'est  sur  une  mince  couche  fluide  adhérente  au 
liquide;  mais,  pour  \\u\  comme  pour  l'autre,  une  surface  de  discontinuité  sépare 
les  masses  mobiles  des  masses  immobiles  et  les  premières  retardent  les  secondes 
par  une  viscosité  à  laquelle  les  deux  phvsiciens  imposent  les  mêmes  lois. 

La  contradiction  que  les  formules  de  Girard  rencontrent  dans  ses  propres  expé- 
riences s'oppose  donc  également  à  l'adoption  des  formules  de  Navier. 

En  1829,  Poisson  compose  un  Mémoire  ('),  capital  pour  le  développement  de 
la  physique  moléculaire,  qui  contient  une  théorie  fort  originale  du  mouvement 
des  fluides  visqueux;  les  hypothèses  qu'il  formule  touchant  l'action  d'une  paroi 
solide  sur  un  fluide  en  mouvement  ont  d'étroites  relations  avec  les  suppositions 
que  Girard  avait  émises. 

«  Si  un  fluide,  dit-il  (/or.  cit.,  p.  c)p,  est  en  contact  avec  un  corps  solide 
susceptible  d'agir  sur  ses  molécules,  celle  action  produira  une  compression  par- 
ticulière qui  peut  se  transmettre  de  proche  en  proche,  jusqu'à  une  distaDce 
extrêmement  petite,  mais  sensible,  de  la  surface  du  solide,  quoique  l'action 
immédiate  de  ce  corps  n'ait  Heu  qu'à  une  distance  insensible.  Il  se  peut  que,  dans 
l'épaisseur  de  cette  couche  ainsi  comprimée,  le  lluide  perde  sa  fluidité,  ou,  autre- 
ment dit,  il  est  possible  que  ses  molécules  soient  assez  rapprochées  les  unes  des 
autres  pour  que  leur  forme  influe  sur  leur  action  mutuelle,  comme  dans  les 
corps  solides.  Dans  cette  hypothèse,  la  contraction  linéaire  et,  par  suite,  la 
pression  moléculaire,   n'y   seront  plus   égales   en   tout    sens    autour  de  chaque 


K  *  »  Mémoirit  sur  tes  t'tjuations  ^encrâtes  de  i'tUfuitit^re  et  itu  mousrement  des  corp 
solides  élastiques  et  ties  jluides,  par  S.-D.  Toisson.  lu  à  rAcadcniie  des  Sciences,  / 
la  octobre  i8>y  {Journal  de  l  École  I*ol^'techniqut\  W  cahier,  t.  XIII,  i83i,  p.  1). 
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point;  et  c'est  sans  doute  ce  qui  a  lieu  dans  la  couche  extrêmement  mince  qui 
s*attache  à  un  corps  mouillé  par  un  liquide  et  ne  coule  plus  le  long  de  sa  sur- 
face; ce  qui  est  un  effet  distinct  de  Tadliésion  apparente,  due  à  la  même  cause 
que  les  phénomènes  de  la  capillarité.  » 

Comme  Girard,  Poisson  admet  qu'une  véritable  surface  de  discontinuité  sépare 
cette  couche  immobile,  adhérente  à  la  paroi,  de  la  masse  fluide  mobile  : 

«  Nous  avons  déjà  remarqué  (/oc.  cit.,  p.  i6i)  qu'il  est  possible  qu'une  couche 
très  mince  du  fluide  devienne  adhérente  à  cette  paroi  et  perde  sa  fluidité;  dans 
ce  cas,  nous  regarderons  cette  couche  comme  faisant  partie  de  la  paroi  qui  aura 
pour  surface  celle  de  cette  même  couche  où  se  termine  le  fluide  qui  sera  resté 
mobile.  » 

L'accord  entre  les  vues  de  Poisson  et  celles  de  Girard,  que  nous  venons  de 
constater  dans  les  hypothèses  fondamentales,  se  retrouve  dans  leurs  conséquences: 
celles-ci,  dès  lors,  s'accordent  également  avec  les  formules  de  Navier.  Les  condi- 
tions vérifiées  à  la  surface  de  contact  du  solide  et  du  fluide  {loc.  cit.,  p.  169) 
sont  ce  que  deviennent  nos  égalités  (76)  si  Ton  y  remplace  ®  par  o  et  y  par  un 
coefficient  u  qui  dépend  <(  de  la  nature  du  fluide  et  de  celle  de  la  paroi.  Il  sera 
constant  dans  le  cas  d'un  fluide  incompressible  et  homog  ène  qui  aura  partout  la 
même  température.  S'il  s'agit  d'un  fluide  aériforme,  il  pourra  dépendre  de  la 
compression  variable  du  fluide  ». 

Si  les  suppositions  de  Poisson,  dans  le  Mémoire  que  nous  venons  de  citer, 
s'accordent  très  exactement  avec  celles  de  Girard,  elles  sont  au  contraire  pleine- 
ment conformes  à  celles  de  Navier  dans  le  Mémoire  que  Poisson  consacre  à  la 
théorie  du  pendule  (^).  Les  vitesses  des  molécules  adjacentes  au  solide  ne  sont 
plus  supposées  identiques  à  celles  du  solide;  le  fluide  peut  glisser  à  la  surface 
du  solide;  il  est  assujetti  seulement  à  cette  condition  :  «  Les  vitesses  des  molé- 
cules adjacentes  à  ce  corps  sont  constamment  les  mêmes,  dans  le  sens  normal, 
que  celles  des  points  correspondants  de  sa  surface.  »  Mais,  en  glissantà  la  surface 
du  solide,  le  fluide,  par  son  frottement,  produit  une  action  tangentielle  pro- 
portionnelle à  la  vitesse  relative  des  deux  corps  en  contact. 

Ces  principes  sont  bien  ceux  qu'admet  Navier;  mais,  par  une  singulière 
inconséquence.  Poisson  omet  de  tenir  compte,  dans  ses  équations,  de  la  visco- 
sité interne  du  fluide;  il  aurait  dû,  dès  lors,  en  vertu  même  de  ses  hypothèses, 
admettre  que  le  fluide  demeure  adhérent  au  solide  tout  le  long  de  leur  com- 
mune surface. 

L'idée,  émise  par  Coulomb,  selon  laquelle  le  fluide  se  meut  avec  une  vitesse 
exactement  égale,  le  long  des  parois,  à  celle  du   solide  qu'il  baigne,  et  graduel- 


(»)  S.-D.  Poisson,  Mémoire  sur  les  niouveinents  simultanés  d'un  pendule  et  de  Vair 
environnant  {Mémoires  de  r Académie  des  SciènceSy  t.  XI,  i83p.,  p.  5->.r)- 
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Icmcnt  vniiahle  avec  la  distance  à  ces  parois,  semble  donc  généralement  aban- 
donnée; Girard,  Mavier,  Poisson  s'accordent  à  admeltre  Texistencc  d'une  surface 
au  travers  de  laquelle  la  vitesse  subit  une  brusque  variation;  leurs  opinions 
divergent  seulement  touchant  le  siège  de  cette  surface.  Nous  retrouvons  toute- 
fois, en  1889,  l'opinion  de  Coulomb  dans  un  travail,  d'ailleurs  médiocre,  de 
Ilagen  (*);  lorsqu'un  liquide  coule  dans  un  tube  étroit,  Hagen  admet  sans  dis- 
cussion (loc,  cit,y  p.  433)  que  la  vitesse  d'écoulement,  nulle  à  la  paroi,  est,  en 
chaque  point,  proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  à  la  paroi.. 

L'opinion  émise  par  Coulomb  et  abandonnée  par  la  plupart  de  ses  successeurs, 
allait  trouver  en  Stokes  un  partisan  convaincu;  à  l'appui  de  cette  opinion, 
Stokes  allait  invoquer  un  argument  nouveau,  qui  sera  repris  ensuite  par  divers 
théoriciens.  Voici  sous  quelle  forme  il  présente  cet  argument  (*)  : 

Au  sein  d'un  fluide  visqueux  en  mouvement  (Papers,  Vol.  I,  p.  96)  imaginons 
une  surface  et  supposons  qu'au  voisinage  de  cette  surface,  les  dérivées  partielles 
des  composantes  //,  w  \v  de  la  vitesse,  soient  extrêmement  grandes;  les  actions 
tangentioUes,  dues  à  la  viscosité,  seront  aussi  extrêmement  grandes;  elles  produi- 
ront une  rapide  atténuation  de  la  vitesse  relative  des  parties  voisines.  Passons  à  la 
limite  et  supposons  qu'à  un  instant  /,  les  composantes  a,  i\  tv  de  la  vitesse  soient 
discontinues  le  long  d\ine  certaine  surface;  à  cet  instant,  les  actions  tangentielles 
seraient  infinies  le  long  de  cette  surface;  elles  détruiraient  immédiatement  la 
vitesse  relative  des  deux  masses  fluides  qui  confinent  l'une  à  l'autre  le  long  de 
cotte  surface:  on  ne  peut  donc  trouver,  au  sein  d*un  fluide  visqueux  en  meuve- 
ment«  de  surlaces  le  long  desquelles  les  composantes  de  la  vitesse  soient  discon- 
tinues. Raisonnant  |var  analogie^  il  est  naturel  d^admellre  que  les  actions,  au 
contact  d\in  fluide  et  d\iu  solide  qu^il  baigne,  sont  semblables  aux  actions 
qu\^\orcent  Tune  sur  Tautre  deux  masses  fluides  contiguës;  que,  par  conséquent, 
la  \itesse  ne  peut  être  discontinue  le  long  d*une  semblable  surface.  Par  là,  on  est 
conduit  à  admettre  que  le  fluide  adhère  au  solide  le  long  de  leur  commune  fron- 
tière. 

Le  misounemont  de  Stokes  est  une  sorte  dVsquisse  des  considérations  que 
nv>us  avons  dôvoloppoes  précédemment  ^11'  Partie,  Chap.  l\;  mais  la  comparaison 
de  ce  que  nous  a\ous  ét^rit  a\ec  ce  raisonnement  trop  sommaire  montre  qne  ce 
dernier  nVst  {vis  entièremout  exact.  Il  est  bien  \rai  qu*une  surface  an  passage  de 


V*  r.  G.  >Tv>kKïii.  i>i  thf  t^^r.^rùs  .\r  ikf  imUrn^ti  fri^tL>m  xifjiaids  îm  mofioii.  atui  0/ 
tk.^  <*^*,\,,;.*'-i\*'>5  .î-î.:*  -s.*.*;.  1  1/'  ^/.wnV  jf.^/i.:*;?,  lu  le  14  j\ril  iS45  à  la  Philcsopkical 
S.\:i i  \t  xi ."  i"! Ji  ni  b 1 1  à v: o  TrvJ  'i *. i o .* i  j  »8*  of  tke  Ca  'h h  ^ùi^e  Pkj't j^st^phical  Society\  Vol.  Mil. 
)v  >S^    —   U,>;»,'^  ar.AJ.*  *i.n.3' r\i*ÀM/  /\i^''*.  VoL  I.  p   75". 
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laquelle  les  composantes  w,  v,  w  de  la  vitesse  varieraient  d'une  manière  discon- 
tinue ne  peut  persister  pendant  un  temps  fini  au  sein  d'un  fluide  visqueux;  mais 
il  n'est  pas  exact  que  les  actions  de  viscosité  donnent,  au  long  d'une  telle  surface, 
des  résultantes  infinies,  et  le  raisonnement  de  Stokes,  suivi  rigoureusement, 
aurait  pour  conséquence  de  justifier  l'opinon  de  Navier,  bien  loin  de  la  réfuter. 

D'ailleurs,  en  dépit  de  ces  considérations,  qui  lui  semblent  démontrer  l'adhé- 
rence du  fluide  au  solide  et  la  continuité  du  mouvement  au  sein  du  fluide,  Stokes 
hésite  à  adopter  cette  opinion;  car,  en  la  suivant,  il  a  étudié  l'écoulement  d'un 
liquide  dans  un  tuj'au  et  il  a  trouvé  une  formule  qui  ne  s'accorde  pas  avec  les 
expériences  de  l'abbé  Bossut  et  de  Du  Buat. 

Il  tente  alors  de  revenir  à  l'opinion  de  Navier  (qu'il  désigne  sous  le  nom 
à*opinion  de  Poisson)]  mais,  dans  cette  voie,  il  rencontre  de  nouvelles  diffi- 
cultés; selon  les  expériences  de  Du  Buat,  une  couche  liquide  reste  adhérente  aux 
parois  du  tuyau  au  sein  duquel  coule  un  fluide;  il  n'est  possible  de  mettre  cette 
observation  d'accord  avec  les  formules  de  Navier  qu'en  supposant  infini  le  coef- 
ficient E,  et  l'on  est  ainsi  ramené  à  la  précédente  opinion. 

Cette  hésitation  entre  les  diverses  suppositions  émises  par  Coulomb,  par  Girard, 
par  Navier,  par  Poisson,  se  retrouve  dans  le  Rapport  (*)  écrit  par  Stokes, 
en  1846. 

Peut-être  les  conditions  vérifiées  au  contact  d'un  solide  et  d'un  liquide 
changent-elles,  selon  que  le  liquide  mouille  le  solide,  comme  l'eau  mouille  le 
verre,  ou  que  le  liquide  ne  mouille  pas  le  solide,  comme  il  arrive  dans  le  cas  du 
mercure  et  du  verre. 

Les  idées  de  Stokes  touchant  le  problème  qui  nous  occupe  se  fixent,  en  i85o, 
dans  son  célèbre  travail  :  De  l'effet  du  frottement  intérieur  des  fluides  sur  le 
mouvement  des  pendules  (^).  11  a  adopté  définitivement  l'hjpothèse  de  Coulomb. 
Les  raisons  qui  déterminent  son  choix  sont,  sous  une  forme  plus  explicite,  celles 
qu'il  avait  déjà  indiquées  en  i845;  voici  en  quels  termes  il  les  présente  {Col- 
lection de  Mémoires,  t.  V,  p.  9.92)  : 

»  Pour  que  le  fluide,  immédiatement  en  contact  avec  un  solide,  pût  couler  sur 
lui  avec  une  vitesse  finie,  il  faudrait  que  le  solide  exerçât  sur  le  fluide  un  frotte- 


(')  P.  G.  Stokes,  Report  on  récent  researches  on  Ilydrodynainics  {Report  of  the 
British  Association  for  1846,  Part.  I,  p.  1.  —  Mathematical  and  physical  Papers, 
Vol.  I,  p.  167). 

(•)  P.  G.  Stokes,  On  the  effectofthe  internai  friction  offluids  on  the  motion  of  pendu- 
lumSf  lu  à  la  Philosophical  Society  de  Cambridge,  le  9  décembre  i85o  {Transactions  of  the 
Cambridge  Philosophical  Society,  Vol.  IX,  Part.  II,  p.  8.  —  Philosophical  Magazine, 
Vol.  I,  i85i,  p.  337.  —  Collection  de  Mémoires  relatifs  à  la  Physique,  publiés  par  la 
Société  française  de  Physique,  t.  V,  1891,  p.  277.  —  Mathematical  and  physical  Papers 
Vol.  III,  p.  I). 
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ment  infiniment  plus  faible  que  celui  que  le  fluide  exerce  sur  lui-même.  Car,  con- 
cevons la  couche  élémentaire  de  fluide  comprise  entre  la  surface  du  solide  et  une 
surface  parallèle  à  la  surface  //,  et  ne  considérons  que  la  portion  de  cette  couche 
qui  correspond  à  une  portion  élémentaire  rfS  de  la  surface  du  solide.  Il  doit 
y  avoir  écjuilihre  entre  les  forces  qui  a^jissent  sur  l'élément  fluide  et  les  forces 
eflectives,  |)rises  en  sens  contraire  (*).  Concevons  maintenant  que  h  s'évanouisse 
par  rapport  aux.  dimensions  linéaires  de  dS,  et  que,  finalement,  rfS  s'évanouisse 
également.  11  est  évident  que  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  finalement  à 
celle-ci,  que  la  pression  oblique  que  Télémenl  fluide  éprouve  du  côté  du  solide 
doit  être  égale  et  opposée  à  la  pression  qu'il  éprouve  du  côté  du  fluide.  Or,  si  le 
fluide  pouvait  couler  le  long  du  solide  avec  une  vitesse  finie,  il  s'ensuivrait  que 
la  pression  tangentielle,  mise  en  jeu  par  le  glissement  continu  du  fluide  sur  lui- 
même,  ne  serait  pas  même  contrebalancée  par  le  glissement  rude  et  inégal  du 
fluide  sur  le  solide.  Comme  cela  paraît  a  priori  excessivement  improbable,  il 
semble  raisonnable  d'examiner  en  premier  lieu  les  conséquences  delà  supposition 
qu'il  n'y  a  pas  de  pareil  glissement  du  fluide  sur  le  solide,  d'autant  mieux  que  les 
difficultés  mathématiques  du  problème  seront  ainsi  matériellement  diminuées. 
Je  prendrai  donc,  comme  condition  devant  être  satisfaite  aux  limites  du  fluide, 
que  la  vitesse  d'une  particule  fluide  doit  être  égale,  en  grandeur  et  en  direction, 
à  celle  de  la  particule  solide  avec  laquelle  elle  est  en  contact.  Les  résultats  déduits 
de  cette  hypothèse  montrent,  eu  réalité,  Taccord  le  plus  satisfaisant  avec  l'obser- 
vation .   » 

En  admettant  qu'un  liquide  adhère  aux  parois  des  tuyaux  dans  lesquels  il  coule 
et  en  étudiant  le  régime  permment  qui  s'établit  dans  ces  tuyaux,  Slokes  avait 
obtenu  des  résultats  qui  ne  s'accordaient  pas  avec  les  observations  de  Bossut  et 
de  Du  Buat;  ce  désaccord  l'avait  fait  hésiter  sur  la  légitimité  de  son  hypothèse. 

Cette  hésitation  lui  eût  été  évitée,  s'il  eût  connu  les  expériences  poursuivies  à 
la  même  époque  par  Poiseuille  ;  le  résultat  du  calcul  eût  été  pleinement  conforme 
aux  données  de  Tobservation. 

L'étude  de  l'écoulement  des  liquides  dans  les  tubes  de  très  petit  diamètre 
apparaît  comme  particulièrement  propre  à  contrôler  les  hypothèses  qui  pourraient 
être  faites,  touchant  la  résistance  que  les  parois  opposent  à  cet  écoulement. 
D'autre  part,  celte  étude  intéresse  à  un  haut  degré  le  physiologiste  qui  veut  ana- 
lyser les  phénomènes  de  la  circulation  capillaire.  Ce  fut  surtout  cette  seconde 
raison  qui  porta  Poiseuille  (-)  à  reprendre  cette  étude  au  point  de  vue  expéri- 
mental et  à  soumettre  à  l'observation  des  tubes  beaucoup  plus  étroits  que  les  tubes 


K  M  Par  celle  dernière  expression,  Slokes  entend  \ts  forces  d'inertie. 
{-)  Poisi^i'iLLE,  Recherches  expérimentales  sur  le  mouvement  des  liquides  dans  les 
tubes  de  petit  diamètre  {Mémoires  des  savants  étrangers^  t.  IX,  1846,  p.  433). 
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Grâce  à  ce  changement  apporté  aux  conditions  aux  limites,  Tapalyse  de  Navier 
fournit  sans  peine  à  Hagenbach  les  lois  mêmes  que  Poiseuille  avait  tirées  de 
Texpérience. 

Peu  de  temps  après,  et  sans  connaître  le  travail  de  Hagenbach,  Emile  Mathieu  (•) 
reprit,  avec  le  même  succès,  une  analyse  semblable.  «  Quand  un  liquide  coule 
dans  un  tube  capillaire,  dit-il,  il  existe  une  couche  de  liquide  adhérente  au  tube...  ; 
cette  adhérence  lient  à  la  force  de  cohésion  du  liquide  et  du  verre,  ou  plutôt  au 
frottement  qui  est  proportionnel  à  cette  force.  Ainsi,  la  condition  à  la  surface 
est  que  la  vitesse  du  liquide  soit  nulle  sur  la  paroi.  » 

Plus  tard,  par  des  méthodes  analogues,  le  même  sujet  fut  repris  par  M.  Bous- 
sincsq(^);  en  modifîant  la  condition  aux  limites  admise  par  Navier,  M.  Bous- 
sinesq  justifiait  cette  modification  par  des  raisons  semblables  à  celles  qu'avaient 
invoquées  Stokes  et  Hagenbach. 

Bien  que  très  général,  le  consentement  à  l'opinion  de  Coulomb  ne  fut  cependant 
pas  universel;  certains  hydrauliciens,  et  non  des  moindres^  tinrent  pour  les  hypo- 
thèses de  Girard  et  de  Navier;  parmi  ceux-ci,  il  convient  de  citer  Darcy  (*). 

Darcy  n'ignore  pas  les  considérations  par  lesquelles,  depuis  Prony,  on  lente 
de  prouver  qu'un  fluide  ne  peut  couler  le  long  d'une  paroi  solide  avec  une  vitesse 
finie;  il  sait  qu'en  supposant  du  même  ordre  de  grandeur  les  actions  mutuelles 
des  diverses  parties  du  fluide  et  les  actions  du  solide  sur  le  fluide,  on  prétend 
démontrer  qu'un  tel  glissement  engendrerait  un  frottement  infini;  mais  il  se  range 
à  l'opinion  queDupuit  avait  émise  dans  ses  Études  sur  le  mou\>ement  des  eaux 
courantes,  et,  sans  discuter  la  rigueur  du  raisonnement,  il  révoque  en  doute 
l'hypothèse  même  qui  lui  sert  de  fondement.  <(  On  voit  par  ce  qui  précède,  dit-il 
(/oc.  cit.,  p.  Soq),  qu'il  suffit  d'une  vitesse  relative  infiniment  petite  pour  faire 
naître,  dans  les  couches  fluides  en  contact,  une  résistance  comparable  à  celle  qui 
pourrait  être  engendrée  par  une  vitesse  finie  du  liquide  glissant  sur  une  paroi 
solide.  M.  Dupuit  a  donc  pu  prétendre  que  de  Prony  ne  paraît  pas  avoir  exprimé 
une  idée  précise  lorqu'il  a  dit  :  «  Cette  cohésion  des  molécules  fluides  entre  elles, 
et  celle  des  mêmes  molécules  à  la  matière  dont  le  tuyau  est  formé  ou  dans  laquelle 
le  tuyau  est  creusé,  doivent  être,  en  général,  représentées  par  des  valeurs  diffé- 
rentes, mais  comparables  ou  du  même  ordre  les  unes  par  rapport  aux  autres.   » 

<(  L'adhérence  à  la  paroi,  en  ellet,  peut  être  expérimentée  sous  une  vitesse  finie 

(*)  Emile  Mathieu,  Sur  le  mouvement  des  liquides  dans  les  tubes  de  très  petit  dia» 
mètre  {Comptes  rendus j  t.  LVÏI,  i863,  p.  3!>.o.  —  Cours  de  Physique  m^athématigue, 
p.  66.  Paris,  1873). 

(*)  BoussiNESQ,  Théorie  des  expériences  de  M.  Poiseuille  sur  l'écoulement  des  liquides 
dans  les  tubes  capillaires  {Comptes  rendus,  l.  LXV,  1867,  p.  46). 

(*)  Darcv,  Recherches  expérimentales  sur  le  mouvement  de  Veau  dans  les  tuyaux 
{Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XV,  i858,  p.  i4i). 
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quelconque,  tandis  que  ce  qu'on  appelle  Isl  cohésion  ne  peutTêtre  que  sous  l'in- 
fluence d'une  vitesse  relative  infiniment  petite;  car,  de  quelque  manière  qu'on 
fasse  l'expérience,  ajoute  justement  M.  Dupuit,  la  cohésion  du  liquide  sera 
toujours  assez  forte  pour  que  la  vitesse  relative  des  deux  surfaces  soit  sensi- 
blement nulle  ». 

«  Ces  deux  forces  de  l'adhérence  et  de  la  cohésion  sont,  on  le  voit,  d'un  ordre 
diff<érent  et  sans  mesure  commune.  » 

De  ce  passage  une  conclusion  semble  se  dégager  nettement  :  Le  liquide  peut, 
comme  le  voulait  Navier,  glisser  avec  une  vitesse  finie  à  la  surface  d'une  paroi 
solide;  mais  il  ne  peut  se  produire,  entre  deux  masses  fluides,  une  de  ces  surfaces 
de  discontinuité  dont  Girard  admettait  l'existence. 

Cette  conclusion  n'est  pas,  cependant,  celle  qu'adopte  Darcy.  S'il  admet  que, 
dans  certains  cas  exceptionnels,  le  liquide  glisse  à  la  surface  même  du  solide,  il 
pense  que,  le  plus  souvent,  l'écoulement  a  lieu  selon  le  mode  que  Girard  a  ima- 
giné. Voici,  en  efiet,  quelques-unes  des  propositions  par  lesquelles  Darcy  résume 
ses  recherches  (/oc.  a7.,  p.  34;)  : 

»   Il  résulte  des  expériences  faites  : 

»  i**  Que,  même  dans  un  tuyau  verticalement  placé  et  à  raison  de  l'attraction 
de  ses  parois,  une  couche  liquide  leur  reste  adhérente. 

»  2**  Que  l'épaisseur  de  cette  couche  est  beaucoup  trop  faible  pour  faire  dispa- 
raître les  aspérités  de  la  paroi;  que,  d'ailleurs,  elle  doit  présenter  une  épaisseur 
sensiblement  constante  et,  par  conséquent,  off*rir  à  sa  surface  les  mêmes  reliefs  que 
la  paroi  elle-même. 

»  Sans  doute,  dans  un  courant,  il  ne  peut  y  avoir  entre  les  vitesses  de  deux 
filets  contigus  qu'une  diff*érence  insensible;  mais  il  ne  saurait  en  être  ainsi 
lorsqu'il  s'agit  de  la  couche  adhérente;  elle  est,  pour  ainsi  dire,  passée  à  l'état 
à^ émail,  d'enduit  aqueux  de  la  paroi.  » 

Cette  couche  tend  à  retarder  le  mouvement  du  liquide  qu'elle  enserre  : 

»  Si  donc,  d'une  part,  l'attraction  des  parois  doit  être  considérée  comme  une 
des  causes  retardatrices  du  mouvement,  on  doit  reconnaître,  d'autre  part,  que 
cette  cause  agit  vraisemblablement  eu  grande  partie  par  l'intermédiaire  de  la 
cohésion  du  fluide  que  la  surface  extérieure  du  cylindre  mobile  doit  surmonter. 

»  Ainsi  le  mode  d'agir  de  l'attraction  des  parois  semblerait  pouvoir  se  résumer 
ainsi  : 

»  Force  nécessaire  pour  vaincre  l'attraction  des  parois,  dans  les  parties  où  le 
liquide  viendrait  à  s'en  détacher,  et  force  nécessaire  pour  surmonter  la  cohésion 
quand  le  cylindre  liquide  passe  sur  l'enduit  aqueux. 

»  Enfin,  les  aspérités  de  la  surface  qui  viennent  modifier  brusquement  le 
mouvement  et  la  direction  des  filets  fluides  forment,  évidcmmcnl,  une  autre 
cause  retardatrice.  )> 
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Une  inconséquence  assez  étrange  semble  donc  faire  le  fond  des  considérations 
développées  par  Darcy  touchant  l'action  des  parois  sur  une  masse  fluide  en 
mouvement. 

C'est  aux  hypothèses  de  Navler  que  revient  M.  Oskar  Emil  Meyer  (*). 

Reprenant  des  expériences  analogues  à  celles  de  Coulomb,  M.  Oskar  Emil 
Meyer  fait  osciller  un  disque  métallique  au  sein  d'une  masse  d'eau  que  recouvre 
une  couche  d'huile;  la  face  supérieure  du  disque  est  amenée  tou  t  près  de  la  surface 
de  séparation  entre  l'eau  et  l'huile. 

Conformément  à  l'opinion  de  Coulomb,  M.  O.-E.  Meyer  admet  (Diss,,  p.  6; 
Pogg.  Ami. y  p.  6i)  que  l'eau  adhère  au  disque  métallique  :  Discum  Jluido 
circumfuso  tanto  modo  hume c tan  porto ^  ut  stratum  fluidi  disco  vicinum 
eadem  gaudeat  celeritate  qua  ipse  discus.  Mais  il  suppose  que  les  deux 
liquides  glissent  l'un  sur  l'autre  le  long  de  leur  surface  de  contact;  ce  glissement 
engendrerait  une  résistance  soumise  à  des  lois  semblables  de  tout  point  à  celles 
que  Navier  imposait  au  frottement  d'un  liquide  sur  un  solide.  Il  semble  par  là, 
que  l'opinion  de  M.  O.-E.  Meyer  s'accorderait  aisément  avec  l'hypothèse  de  Girard 
et  de  Darcy;  mais  ce  n'est  là  qu'une  apparence  dissipée  par  la  lecture  des  écrits 
où,  peu  après,  M.  O.-E.  Meyer  développe  plus  explicitement  sa  pensée. 

Dans  son  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  Poggendorff,  tout  en  admettant  en 
générall'adhérencedu  liquide  au  solide,  M.  O.-E.  Meyer  écrit  (Po^^.  Ann  .',  p.  68) 
quelques  lignes  où  il  déclare  que  les  lois  vérifiées  au  contact  d'un  so  lide  et  d'un 
liquide  sont  tout  à  fait  analogues  à  celles  qui  sont  vérifiées  au  contact  de  deux 
liquides;  il  les  suppose  donc,  en  ce  passage,  données  par  les  formules  de  Navier. 
De  plus,  il  écarle  (ibid,,  p.  69)  l'objection  présentée  par  Slokes  contre  ces  for- 
mules; avec  Dupuit  et  avec  Darcy,  il  admet  ce  principe  :  Les  lois  de  la  viscosité 
interne  d'un  fluide  sont  d'une  tout  autre  nature  que  les  lois  dont  dépend  la  visco- 
sité au  contact  de  deux  substances  différentes. 

Dans  son  travail  publié  au  Journal  de  Borchardt,  M.  O.-E.  Meyer  s'exprime 
plus  explicitement  encore;  il  admet  que  les  conditions  vérifiées  à  la  surface  de 
contact  de  deux  fluides  sont  données  par  les  équations  de  Navier  {loc.  cit.,  p.  238)  ; 
qu'il  en  est  de  même  des  conditions  vérifiées  à  la  surface  de  contact  d'un  liquide 
et  d'un  solide  (ibid.,  p.  289);  mais  que,  dans  le  cas  où  le  solide  est  mouillé  par  le 
fluide,  le  coefficient  E  est  infini,  en  sorte  que  la  vitesse  relative  du  solide  et  du 
fluide  tombe  à  o. 


(»)  OrrocvRius  .£\iilil'S  Mever,  De  mutua  du irum  Jluido rum  frictione  :  Dissertatio 
inauguralis;  Regimonti  Prussorum  (^Kœnigsber^'),  anno  MDCGCLX.  —  Oskar  Emil  Meyer, 
Ueber  die  Beibung  der  Flussigkeiten  {^PoggendorJjTs  Annalen  der  Physik  und  Chem,ie, 
Bd.  CXIÏÏ,  p.  55;  1861).  —  Ueber  die  Reibung  der  Flussigkeiten;  iheoretischer  Theil 
{Borchardt^s  Journal  Jur  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  LIX,  p.  229;  i86i). 
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quVlle  diflere  de  o,  il  est  aussi  sûr  et  plus  simple  de  la  supposer  rigoureusement 
égale  à  o  (Scienti/ic  paperSj  vol.  II,  p.  9). 

Comme  Helmhoitz  et  von  Piotrovvski,  Stefan  (*)  admet  qu'un  liquide  peut 
glisser  sur  une  surface  solide;  il  applique,  en  particulier,  celte  hypothèse  au  glis- 
sement du  mercure  sur  le  verre  qui,  selon  lui,  suit  les  lois  tracées  par  Navier. 
D^ailleurs,  dans  ce  cas,  Thypothèse  semblait  fort  plausible;  car  les  expériences  de 
Poiscuille  lui-même  avaient  prouvé  que  les  lois  de  l'écoulement  d'un  liquide 
dans  un  tube  capillaire,  découvertes  par  ce  physicien,  ne  s'appliquaient  pas  à 
Técoulement  du  mercure  dans  le  verre. 

Mais,  chose  remarquable,  cette  exception  n'était  qu'apparente  et  due  à  des  ob- 
servations incorrectes;  en  18^0,  M.  Emil  Warburg  (2)  reprit  l'étude  de  l'écoule- 
ment du  mercure  dans  des  tubes  de  verre  capillaires;  contrairement  à  son  attente, 
il  trouva  que  cet  écoulement  suivait  les  célèbres  lois  de  Poiseuille;  il  fallait  néces- 
sairement conclure  de  cette  observation  que  le  mercure  adhérait  au  verre  (/oc. 
cU,^  p.  3^0).  Cette  découverte  expérimentale  paraît  à  M.  Warburg  (/oc.  cit., 
p.  3^9)  s'accorder  pleinement  avec  le  raisonnement  de  Stokes,  selon  lequel  le 
glissement  d'un  liquide  sur  un  solide  est  impossible  si  l'on  admet  que  le  frotte- 
ment du  solide  sur  le  fluide  dépend  de  lois  analogues  à  celles  qui  régissent  le 
frottement  mutuel  de  deux  couches  fluides. 

Quelques  années  plus  tard,  l'observation  de  M.  E.  Warburg  était  confirmée 
successivement  par  M.  E.  Villari  {^)  et  par  M.  Syn.  Koch  (*);  ces  deux  auteurs 
reconnurent  que  le  mercure,  coulant  dans  de  très  fins  tubes  de  verre,  suivait  les 
lois  de  Poiseuille. 

Les  hypothèses  formulées  par  Navier  touchant  le  glissement  des  liquides  sur 
les  solides,  un  moment  remises  en  honneur  par  les  recherches  de  Helmhoitz  et 
de  von  Piotrowski,  se  trouvaient  de  nouveau  rejetées  en  suspicion  par  ces  obser- 
vations qui  ramenaient  l'attention  vers  l'hypothèse  de  Coulomb. 

Une  tendance  analogue  se  dégageait  des  importantes  recherches  expérimen- 
tales, historiques  et  critiques  poursuivies  par  M.  Couette  (^).  En  précisant  par 

(•)  Stefan,  Sitzungsberlchte  der  niatkein7,tisch-naturivlss3nschaftliche  Classe  der 
Akademie  der  Wissenscha/ten  zu  IVlen,  Bd.  XLVI,  1862. 

(*)  Emil  Warburg,  Ueber  den  Ausjluss  des  Qwjcksilbers  ans  gldsernen  Capillar^ 
rôhren  {PoggendorJjTs  Annalen,  Bd.  GXL,  1870,  p.  SOy). 

(')  E.  Villari  {Memorle  dell'  Accademia  délie  Scienze  dell'  Istituto  di  Bologna^ 
3*  série,  t.  VI,   1876,  p.  i). 

(*)  Syn.  Kocii,  Ueber  die  Abhànglgkeit  der  Beibungsconstante  des  Quecksilbers  von 
der  Temperatur  (  Wiedeniann* s  Annalen^  Bd.  XïV,  1881,  p.  i). 

(*)  iM.  Couette,  La  viscosité  des  liquides  {Bulletin  des  Sciences  Physiques  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  i"  année,  Paris,  1888-1889;  pp.  49,  i'^-3,  201,  262).—  Etudes 
sur  le  frottement  des  liquides  {Thèse  de  Paris,  3o  mai  1890,  et  Annales  de  Chimie  et 
de  Physique^  6*  série,  l.  XXI,  p.  433  ;  1890). 
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solution  préconisée  par  Du  Buat,  par  de  Prony,  par  Girard,  par  Poisson,  par 
Darcy.  Il  ne  peut  pas  se  faire  qu'une  couche  fluide  demeure  adhérente  au  solide 
et  que  le  reste  du  fluide  glisse  avec  une  vitesse  finie  sur  cette  couche.  Les  raison- 
nements exposés  au  Chapitre  I  de  la  II*  Partie  de  ces  Recherches  nous  ont 
démontré  qu'au  sein  d'un  fluide  visqueux,  aucune  surface  ne  peut  être,  pour  les 
composantes  de  la  vitesse,  une  surface  de  discontinuité  ('). 

::  Les  composantes  de  la  vitesse  varient  donc  d'une  manière  continue  d'un  point 
à  l'autre  du  fluide;  par  là,  le  doute  se  trouve  restreint  et  nous  ne  pouvons  plus 
hésiter  qu'entre  l'hypothèse  de  Coulomb  et  l'hypothèse  de  Navier. 

Comme  nous  l'avons  fait  remarquer,  l'hypothèse  de  Navier  est  impliquée, 
comme  cas  particulier,  dans  notre  théorie.  Pour  retrouver  les  formules  de  Navier, 
il  nous  suffit  d'admettre  que  le  coefficient  du  frottement  de  contact®  est  identi- 
quement nul  et  que  le  coefficient  de  la  viscosité  de  contact  y*  ne  dépend  pas  de  la 
vitesse  relative  r' , 

.  L'hypothèse  de  Coulomb  admet  que,  pour  deux  corps  diff*érents,  dont  l'un  au 
moins  est  fluide,  la  vitesse  relative  est  nulle  le  long  de  la  surface  de  contact.  Si 
les  fluides  sont  dénués  de  viscosité  intrinsèque,  ce  n'est  point  là  une  hypothèse 
nouvelle,  mais  une  conséquence  des  principes  posés  par  Navier. 

Dans  le  cas,  au  contraire,  où  les  fluides  étudiés  sont  des  fluides  visqueux,  l'hy- 
pothèse de  Coulomb  se  présentait  jusqu'ici  comme  une  hypothèse  première  que 
rien  ne  reliait  aux  principes  généraux  de  la  Mécanique.  Ce  n'était  pas,  en  eflet, 
relier  cette  hypothèse  aux  principes  de  la  Mécanique  de  remarquer,  avec 
F.-E.  Neumann,  Ilelmholtz,  M.  O.-E.  Meyer  et  tant  d'autres,  que  les  formules 
de  Navier  donnent  cette  hypothèse  à  titre  de  loi  limite  lorsqu'on  y  fait  croître 
au  delà  de  toute  limite  le  coefficient/  de  la  viscosité  de  contact;  c'est  pro- 
prement remarquer  que  lorsque  la  théorie  de  Navier  perd  tout  sens,  on  est 
contraint  d'adopter  l'hypothèse  de  Coulomb;  ou  mieux,  c'est  faire  la  remarque 
suivante  :  Lorsque  f  prend  de  grandes  valeurs  sans  que  jji  dépasse  certaines 
limites,  les  composantes  de  la  vitesse  relative  deviennent  très  petites,  ce  qui 
assure  une  adhérence  approchée,  mais  non  pas  une  adhérence  rigoureuse  des 
deux  corps. 

La  théorie  que  nous  avons  exposée  permet  de  prévoir  des  cas  où  un  fluide 
adhérera  forcément  et  rigoureusement  aux  corps  solides  qu'il  baigne;  Thypothèse 


(*)  Récemment,  M.  Hadamard  (")  a  montré  que  cette  proposition  devait  être  admise 
même  pour  les  fluides  parfaits.  Des  surfaces  le  long  desquelles  deux  parties  distinctes  d'un 
même  fluide  glisseraient  Tune  sur  l'autre  pourraient  persister,  une  fois  nées;  mais  il  est 
impossible  qu'elles  naissent  à  aucun  instant. 

(  *)  J.  Hadamabo,  Sur  les  glissements  dans  les  fluides  {Comptes  rendus,  a  février  et  a  mars  1903,  t.  CXXXVI,  p.  299 
et  545  )• 
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de  Coulomb  est  aînsî  reliée  aux  principes  généraux  de  l'Energétique.  Mais,  en 
outre,  elle  montre  qu'un  même  fluide  cl  un  même  solide  pourront,  selon  les  cir- 
constances du  mouvement,  adhérer  Pun  à  Tautre  ou  glisser  l'un  sur  l'autre;  cette 
conclusion  est  conforme  à  l'opinion  émise  par  certains  h^drauliciens  et  notam- 
ment par  Darcv  dans  un  passage  que  nous  avons  cité. 
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SUR  LES 


COURBES  DE  TRACTIO?S^  DU  CAOUTCHOUC  VULCANISÉ, 


Par  xMM.  II.  DOUASSE  et  Z.  CARRIKRK. 


Nous  devons  préciser  le  but  que  nous  avons  poursuivi  en  éluJianl  le  caout- 
chouc. Il  ne  peut  entrer  dans  notre  esprit  d'étudier  toutes  les  espèces  de  caout- 
chouc. Leur  nombre  est  indéfini;  elles  peuvent  différer  par  Tarbre  qui  fournit  la 
gomme  et  le  mode  d'extraction,  par  la  quantité  de  soufre  introduit  et  par  le 
procédé  de  vulcanisation.  Nous  serions  d'abord  amenés  à  caractériser  ces  espèces 
par  des  constantes,  et  c'est  justement  l'existence  de  ces  constantes  que  nous 
discuterons  et  que  l'expérience  nous  montrera  de  plus  en  plus  douteuse. 

Il  ne  nous  est  pas  possible  d'étudier  en  général  les  propriétés  du  caoutchouc, 
sans  passer  en  revue  les  espèces  et  sans  retomber,  par  conséquent,  dans  les  difii- 
cultés  précédentes.  Nous  nous  limiterons  donc  à  étudier  un  échantillon  de 
caoutchouc  y  il  est  plus  que  probable  que  les  autres  caoutchoucs  présenteraient 
qualitativement  les  mêmes  phénomènes;  mais  ce  n'est  pas  sûr,  et  d'ailleurs  assez 
indifférent  pour  le  but  que  nous  poursuivons. 

Nous  considérons  ce  caoutchouc  comme  le  subslratum  de  certaines  lois, 
comme  possédant  certaines  propriétés  caractéristiques  que  nous  nous  proposons 
de  classer.  Nous  l'avons  choisi,  après  un  grand  nombre  de  physiciens,  comme 
sujet  d'étude,  parce  que  ces  propriétés  sont  chez  lui  exlraordinairement  grossirs 
et  comme  caricaturales;  mais  elles  se  retrouvent  dans  bien  des  corps  à  un  moindre 
degré;  et  Ton  peut  espérer  que  des  phénomènes,  débrouillés  dans  ce  cas  extrême, 
pourront  être  plus  facilement  classés  dans  d'autres  cas  où  ils  ne  sont  plus  aussi 
nettement  tranchés. 

Notre  échantillon  de  caoutchouc  a  été  fourni  par  une  des  premières  usines  de 
France  comme  ne  contenant  que  de  la  gomme  et  du  soufre  :  nous  le  possédons 
sous  forme  de  cordes  de  4"™  de  diamètre  et  nous  en  avons  utilisé  plusieurs 
kilogrammes.  Sa  densité  est  0,980;  sa  surface  est  grise  et  contient  un  excès  de 
soufre  pulvérulent.  Nous  n'avons  pas  cherché  à  savoir  d'où  provenait  la  gomme  ..., 
par  quel  procédé  on  l'avait  vulcanisée  ....  Nous  n'aurions  eu  que  de  vaines  pré- 
cisions, sans  intérêt,  du  moment  que  nous  ne  pouvions  pas  assister  à  toute  la 
série  des  manipulations. 

Fac,  de  T.,  a»  S.,  V.  33 
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La  plus  élémentaire  discrélion  empêche  de  demander  à  un  industriel  de 
révéler  ses  secrets  de  fabrication,  et  ensuite  de  les  publier,  à  supposer  qu'il  les 
communique.  Si  d'ailleurs  on  veut  bien  se  mettre  à  notre  poinl  de  vue,  on 
comprendra  que  nous  ne  regrettons  que  médiocrement  de  n'avoir  pu  satisfaire 
noire  curiosilé. 

Nous  ne  voulons  pas  donner  comme  résultat  de  notre  travail  que  tel  caoutchouc 
de  telle  origine,  après  telle  préparation  dans  telles  conditions,  présente  telles 
propriétés.  Nous  voulons  conclure  qu'il  est  possible  de  rencontrer  des  corps, /?e// 
importe  leur  nom  et  leur  composition,  qui  présentent  certains  phénomènes  que 
nous  étudions  et  classons.  H  y  a  des  chances  pour  qu'on  reproduise  ces  phéno- 
mènes en  utilisant  du  caoutchouc;  mais  admettons,  par  impossible,  que  l'échan- 
lillon  que  nous  avons  étudié  soit  seul  au  monde  à  les  présenter,  ils  n'en  per- 
draient pas  leur  intérêt.  Et,  à  supposer  bien  entendu  que  nos  observations  soient 
correctes,  une  théorie  n'aurait  pas  le  droit  de  les  négliger. 

Nous  savons  que  de  telles  opinions  sont  encore  considérées  comme  para- 
doxales :  ce  n'est  |)as  une  raison  pour  qu'elles  soient  erronées.  H  peut  sembler 
bizarre  d'étudier  un  corps  qui  présente  de  si  nombreuses  et  de  si  importantes 
applications,  comme  le  substratum  de  certaines  lois  curieuses  :  mais  chacun  a  son 
rôle  dans  la  Science  :  il  faut  bien  que  quelques-uns  s'occupent  des  phénomènes 
indép.endamment  de  leur  utilité. 


APPAREIL    POUR    DECRIRE    LES    COURBES    DE   TRACTION. 

1^  figure  I  représente  schématiquement  l'appareil  que  nous  avons  employé 
pour  décrire  les  courbes  de  traction.  Suivant  un  principe  auquel  on  doit  toujours 
se  conformer,  les  charges  sont  imposées  d'une  manière  continue  et  les  longueurs 
sont  observées  par  une  méthode  qui  permet  de  les  déterminer  à  tout  instant. 

Le  principe  de  la  mise  en  charge  est  le  déroulement  ou  l'enroulement  d'une 
chaînette  de  cuivre  pesant  à  peu  près  exactement  5o*  par  mètre.  Elle  est  con- 
tenue dans  le  vase  V,  passe  sur  un  cvlindre  de  bois  R,  de  20*"  de  diamètre,  glisse 
sur  une  gouttière  cb  et  tombe  dans  le  cornet  du  clinquant  E.  On  peut,  par  des 
procédés  mécaniques  appropriés  et  qu'il  est  inutile  de  décrire,  donner  au 
cvlindre  R  des  mouvements  de  rotation  uniformes  dans  un  sens  ou  dans  l'autre, 
changer  instantanément  ce  sens,  ou  arrêter  brusquement.  Par  un  entraînement 
direct  par  poulies,  ou  en  utilisant  un  entraînement  par  vis  tangente  et  friction, 
on  peut  obtenir  la  mise  en  charge  de  1'°  de  chaîne  en  un  nombre  de  secondes 
variant  de  5  à  1^0.  Tous  les  mètres,  la  chaîne  porte  un  anneau  de  fil  rouge. 

On  observe  avec  une  lunette  le  passage  de  ces  fils,  et  simultanément,  dans  la 
même  lunette,  on  lit  la  position  d'une  règle  en  bois  mince  DC  qui  est  suspendue 
à  la  corde  de  caoutchouc  étudié  :  la  longueur  de  la  corde  en  expérience  est  ainsi 
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connue  à  |^  de  millimètre  près,  approximation  généralement  plus  que  suffi- 
sante. 

Le  cornet  E  est  équilibré  par  des  contrepoids  P  rattachés  par  des  fils  passant 
sur  des  poulies  d'aluminium  1res  légères  et  lri;s  mobiles  FF. 

Après  des  efforts  infruclueui  pour  trouver  un  mode  d'alla<:lie  parfaitement  cor- 
rect, nous  avons  dû  nous  résigner  à  pincer  les  cxlrémitcs  de  la  corde  de  caout- 


chouc dans  des  pinces  de  bijoutier.  Le  serrage  doit  être  considérable  lorsqu'on 
veut  pouvoir  allonger  de  6  ou  ^  fois  la  longueur  initiale  sans  que  la  corde  échappe. 
Mais  l'expérience  montre  qu'une  fois  desserrée  la  corde  reprend  bien  son  dia- 
mètre primitif  et  ne  semble  pas  avoir  souffert.  Une  dos  pinces  (non  représentées) 
est  invariablement  fixée  à  la  pièce  B.\  qui  enire  à  froUcment  doux  dans  le  tube 
servant  d'axe  au  disque  gradué  UU.  L'autre  pince  est  reliée  par  un  crochet  à  la 
régie  CD.  Pour  mettre  la  corde  en  expérience,  on  la  fixe  à  ses  pinces,  on  intro- 
duit le  tout  par  en  haut  après  avoir  accroché  la  règle.  On  peut  aisément  régler 
cette  dernière  en  azimut  grâce  an  disque  LU.  Nous  avons  d'ailleurs  installé 
l'appareil  comme  il  vîenl  d'être  dit,  en  vue  d'expériences  sur  la  torsion. 
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La  pince  et  la  règle  que  supporte  toujours  le  caoutchouc  pèsent  ensemble  Gi^  : 
nous  désignerons  cetle  charge  par  Pq. 

Nous  avons  elTeclué  des  expériences  à  des  températures  autres  que  la  tempé- 
rature ordinaire. 

Il  est  très  difficile  de  maintenir  à  une  température  constante,  même  grossiè- 
rement, l'eau  renfermée  dans  une  enceinte  de  i™,4o  de  hauteur  :  il  est  à  peu  près 
impossible  d'agiter,  tant  à  cause  des  difficultés  mécaniques  à  vaincre,  qu'à  cause 
des  trépidations  qui  résulteraient  de  cetle  agitation. 

D'ailleurs,  le  refroidissement  et  le  réchauffement  demanderaient  un  temps  con- 
sidérable. Nos  expériences  sont  basées  sur  un  principe  tout  différent. 

La  corde  est  entourée  d'un  tube  de  laiton  de  o™,o4  de  diamètre  :  un  autre  tube 
de  o™,  06  de  diamètre  coaxial  au  premier,  forme  avec  lui  une  enceinte  dans  laquelle 
on  fait  circuler  un  courant  d'eau  chaude  ou  froide.  L'eau  arrive  à  la  partie  infé- 
rieure de  l'enceinte  par  le  tube  GH  et  sort  parle  tube  MN.  Un  robinet  K  permet  la 
vidange  :  le  trop  plein  s'écoule  en  O  et  est  amené  dans  les  égouls.  La  température 
de  l'eau  est  prise  par  le  thermomètre  T.  L'ensemble  du  tube  HH'  et  des  tubes 
concentriques  formant  l'enceinte  est  entouré  d'une  couche  de  corde  d'amiante 
pour  éviter  un  trop  grand  rayonnement  extérieur. 

Une  chicane  S,  formée  d'une  gouttière  circulaire  remplie  d'huile  et  d'un  chapeau 
glissant  à  frottement  sur  l'axe  du  disque  UU,  empêche  un  courant  d'air  froid  de 
s'établir  autour  du  caoutchouc,  sans  gêner  les  mouvements  de  rotation. 

Reste  à  chauffer  l'eau  qu'on  enverra  dans  l'enceinte.  Nous  avons  utilisé  des 
appareils  du  commerce,  robustes  et  bon  marché,  que  Ton  emploie  aujourd'hui 
couramment.  Avec  un  débit  de  plus  de  i*  à  la  minute,  ils  échauffent  l'eau  d'une 
quarantaine  de  degrés  :  en  en  mettant  deux  en  série,  nous  avons  obtenu  un  débit 
de  plus  de  1'  par  minute,  avec  un  échauffement  de  70**  à  80".  Ils  se  composent 
essentiellement  d'un  tube  de  cuivre  deux  fois  replié  sur  lui-même  et  entouré 
d'ailettes  en  cuivre  :  une  rampe  de  brûleurs  chauffe  le  tout.  L'encombrement  de 
ces  appareils  est  très  petit  :  ils  sont  longs  d'une  trentaine  de  centimètres  :  les 
ailettes  ont  o™,07  de  diamètre.  Pour  que  la  température  soit  constante  à  i"  près, 
il  faut  régler  la  pression  d'arrivée  du  gaz  :  on  fait  varier  la  température  en  modi- 
fiant le  débit. 

Les  cordes  employées  ont  généralement  de  o"*,i5  à  o*",3o  de  longueur.  Sans 
sortir  du  tube,  elles  s'allongent  d'un  peu  plus  de  i°*.  Le  caoutchouc  pouvant 
prendre  jusqu'à  7  à  8  fois  sa  longueur  primitive,  dans  quelques  cas  particuliers  la 
corde  a  comme  longueur  initiale  une  douzaine  de  centimètres.  Il  y  a  avantage, 
tant  au  point  de  vue  de  la  précision  que  de  la  définition  des  déformations  subies,  à 
prendre  cetle  longueur  aussi  grande  que  possible. 

On  s'aperçoit  immédiatement,  rien  qu'à  regarder  la  corde  d'un  même  paquet, 
que  le  diamètre  n'est  pas  constant  :  cette  circonstance  augmente  beaucoup  la 
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diTtlcullë  des  comparaisons  numériques,  d^aulant  plus  que  rhomogénéilé  de  la 
malicre  à  la  surface  et  au  centre  est  très  imparfaite.  Les  expériences  devant  être 
le  plus  souvent  exécutées  sur  des  bouts  différents  pour  avoir  un  sens,  ce  n'est  que 
parleur  répétition  que  l'on  parvient  à  assurer  certaines  conclusions. 

Notations,  — Nous  appellerons  Lq  la  longueur  initiale  de  la  corde,  L  sa  lon- 
gueur actuelle.  Nous  poserons  A  =  L  :  Lq. 

Les  charges  seront  données  en  mètres  de  chaîne  :  dire  qu'un  cycle  est  de  /itî 
signifiera  que  la  variation  de  charge  est  de  n  fois  le  poids  Tt  de  1™  de  chaîne,  soit 
sensiblement  5o/i-grammes. 

La  charge  étant  prise  comme  variable,  nous  appellerons  amplitude  /  d'un  cycle 
la  différence  entre  les  longueurs  initiale  et  finale,  avant  et  après  l'imposition  de 
la  charge. 

Toutes  les  courbes  sont  construites  en  portant  les  longueurs  en  abscisses  et  les 
charges  en  ordonnées. 

A  moins  d'indications  contraires,  la  charge  croît  proportionnellement  au  temps 
à  raison  de  i™  en  27  secondes,  soit  approximativement  loo^  en  54  secondes. 

Les  longueurs  Lq,  L,  /  sont  toujours  données  en  dixièmes  de  millimètre. 

Nous  appelons  T©  et  T,  les  temps  écoulés  à  charge  constante  aux  extrémités 
des  cycles. 

Historique.  —  L'historique  de  la  question  sera  très  bref,  non  que  le  nombre 
des  gens  qui  ont  tiré  sur  du  caoutchouc  ne  soit  considérable;  mais  ils  se  sont 
placés  à  un  point  de  vue  qui  n'est  pas  le  nôtre. 

Le  premier  Mémoire  qu'il  vaille  la  peine  de  citer  est  celui  de  Villari  {Pogg, 
Ann.,  t.  CXLIII,  1871). 

L'auteur  trace  la  courbe  de  traction  du  caoutchouc,  mais,  comnie  tous  ceux 
qui  Vont  suivi,  les  charges  sont  installées  à  la  main,  sans  précautions  spéciales. 
Il  trouve  un  point  d'inflexion. 

Sa  principale  préoccupation  est  de  calculer  le  module  d'élasticité  pour  lequel 
il  donne  une  définition  inadmissible,  a  supposer  qu'il  ait  la  prétention  d'exprimer 
par  ce  module  un  paramètre,  constant  ou  variable  peu  importe,  mais  caracté- 
ristique de  la  longueur  ou  de  la  charge  actuelle  d'un  caoutchouc  donné.  Nous 
reviendrons  là-dessus  dans  un  prochain  Mémoire. 

Imbert  [Thèse  de  Marseille,  1880)  allonge  des  lames  de  caoutchouc;  sa  tech- 
nique n'est  pas  meilleure  que  celle  de  Villari.  11  retrouve  le  point  d'inflexion. 
Nous  ne  discuterons  pas  ici  les  conséquences  qu'il  lire  de  ses  expériences. 

Canlone  (/î.  Istituto  lombardo,  t.  XXXT,  1898)  décrit  des  cycles  selon  une 
technique  tout  aussi  rudimentaire  :  il  semble  encore  que  son  objectif  principal 
soit  le  calcul  du  module  d'élasticité. 

A.insi  la  forme  générale  des  courbes  de  traction  du  caoutchouc  est  connue 
depuis  longtemps;  la  technique  a  toujours  été  défectueuse. 
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On  a  mêlé  à  rëliidc  de  ces  courbes  des  considérations  sur  le  module  d'élaslicilé 
dont  le  moindre  défaut  est  de  ne  pas  avoir  de  sens,  comme  il  ressortira  à  l'évi- 
dence du  présont  travail.  Quand  on  se  sera  rendu  compte  de  la  variabilité  extraor- 
dinaire des  courbes  avec  la  techni(|ue,  on  se  demandera  comment  il  a  pu  venir  à 
ridée  de  calculer  le  module  d'élasticité  d'aprrs  les  propriétés  de  ces  courbes. 

Enfin,  personne  n'a  étudié  systématiquement  comment  les  cycles  se  Gxaient, 
comment  la  température  intervenait  sur  celte  fixation,  ...,  questions  qui  font 
Tobjet  principal  de  notre  Mémoire. 


RÉSULTAT    DES    EXPÉRIEIVCES. 

I.  Allongement  permanent.  —  Nous  avons  cherché  tout  d'abord  à  nous  rendre 
com[)lc  des  charges  que  les  cordes  supportent  et  des  allongements  permanents 
qui  peuvent  en  résulter.  Les  cordes  se  rompent  toujours  aux  points  d'attache.  Les 
pinces  fixent  assez  correctement  la  partie  utilisée,  mais  diminuent  la  charge  de 
rupture.  En  prenant  le  caoutchouc  doublé  dans  un  nœud  coulant  qui  se  serre 
automatiquement  à  mesure  que  la  tension  croit,  on  augmente  la  charge  de 
rupture,  mais  la  partie  utilisée  se  trouve  assez  mal  déterminée.  On  tourne  cette 
difficulté  en  mesurant  les  allongements  entre  deux  repères  tracés  à  l'encre  sur  la 
surface  du  caoutchouc.  Nous  n'avons  pas  pu  employer  généralement  celte  tech- 
nique, parce  (pi^elle  exige  deux  expérimentateurs,  est  plus  compliquée  que 
celle  que  nous  avons  précédemment  exposée  et  ne  peut  pas  être  employée  quand 
on  veut  élever  la  température  du  caoutchouc.  D'ailleurs  les  courbes  obtenues 
avec  Tune  ou  l'autre  technique  ne  diflerent  pas  sensiblement. 

Chaque  expérience  est  faite  sur  un  caoutchouc  diflerent  : 

Première  série  :  la  charge  est  maintenue  24  heures. 
Charges.  200^.  500«ï.  1000^.  1500^. 

Al 1,9.68  2,600  4,744  6,624 

A3 1,012  1,016  i,o36  i,o44 

A4 1,008  1,012  1,020  i,o3o 

A|  est  la  longueur  un  peu  avant  la  décharge;  A2  est  la  longueur  10  minutes 
après  la  décharge;  A3  24  heures  après,  et  A4  7  jours  après  : 

Deuxième  série  :  la  charge  est  maintenue  2  jours. 

Charges.  200?.  500ïr.  1000».  1500». 

Al 1,332  3,100  5,544  7,184 

Aj 1,028  1,068  i,io4  1,1 Î2 

A3 1,012  I ,o3o  i,o56  1,068 

A; 1,008  1,018  1,044  i,o!>6 
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Troisième  série  :  la  charge 


t  lente  d'appeler  pi^r- 
:  mais  la  question  csi 
nant  le  fil  v. 


'S- 


Ces  expériences  montrenl  que  rallongemenl,  que  l'c 
nianenl,  croît  avec  la  charge  el  avec  la  durée  d'applicai 
de  savoir  s'il  ne  diminue  presque  indéHnimciil  en  m: 
temps  sons  charge  nulle. 

La  corde  de  4"°"  que  nous  avons  emplojiie  (pnre  goinme  et  soufre)  supporte 
encore  des  charges  plus  considérahics;  nous  sommes  parvenus  à  lui  faire  subir, 
pendant  quelques  minuLes,  2700^,  qui  produisaieal  une  longueur  A  =  8,  a. 


2.  Courbe  de  charge  el  de  décharge  continuées  jitsçu'aux  plus  /orles 
charges.  —  Noos  avons  tracé,  d'après  la  technique  précédente,  quelques  courbes 
de  charge  et  de  décharge.  La  figure  2  représente  deux  parcours  complets  entre  3- 


et  43n,  soit  sensiblement  entre  lôo^ei  aijo^.  L'allure  de  ces  courbes  est  tout  à 
fait  caractéristique. 

On  remarquera  à  quel  point  elles  se  relèvent  pour  les  fortes  charges.  Le  rap- 
port des  valeurs  maxinia  et  minima  des  allongements  qui  correspondent  à  un 
même  accroissement  de  charge  attcinl6  sur  lacourbe  de  charge  du  second  cvcle. 
Au  début  de  la  courbe  de  décharge,  il  y  a  encore  allongement  pour  le  premier 
cycle;  la  courbe  est  sensiblement  verticale  pour  le  second. 
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3.  Mode  de  fixation  des  cycles  de  traction  d'amplitude  constante,  —  Cycles 
de  3o7:,  parcourus  sans  arrêt  aux  exlrémitës  To=T|  =  o.  On  trace  8  courbes 


Fig.  3 


isoo 


c 


UXX). 


soo. 


••  .5 

Allongements 


6 


8 


coni|jlcles.  La  figure  3  représente  Ja  première,  une  partie  de  la  seconde  et  une 
partie  de  la  liuitic  me. 

Amplitudes.  —  Ao=  i  au  début  du  premier  cycle.  Voici  les  A|  aux  extrémités 
des  divers  cycles  et  les  Ao  de  retour  : 


Aj f),iG  G,  68  G, 90 

DilTércnccs.  'y?.  'ii  \t\ 

Au 


I  ,9-0 


1  ,;:\ 


I  ,2) 


7,04 


I  ,2J 


7,  «7  7,27  7>3C  7J3 

i3  10  9  7 

1,28  1,28  1,28  1,28 


L'amplitude  des  cycles  croît  d^abord  beaucoup,  puis  de  moins  en  moins  et  tend 
vers  une  limite. 

Elle  n'est  prali(|uement  alleinle  qu'après  le  huitième  cycle.  Ce  résultat  rentre 
dans  la  propriété  générale  d'accommodation.  On  remarquera  que  la  limite  infé- 
rieure est  à  peu  près  immédiatement  atteinte  et  que  le  cycle  ne  s'allonge  que  par 
un  déplacement  de  son  extrémité  supérieure.  La  charge  de  Zot.  est  considérable 
pour  la  corde  employée  et  l'allonge  de  plus  de  six  fois  sa  longueur  initiale. 

Inclinaison  au  début  de  la  courbe  de  charge,  —  Lo=i470«  On  donne 
ci- dessous  rallongement  pour  les  deux  premiers  mètres  de  chaîne  : 


173 


2t/| 


2**^.   23G    239    23o    25o    2G6 


A  mesure  que  le  numéro  d'ordre  du  cycle  croît,  la  courbe  est  au  début  de  plus 
en  plus  inclinée. 

Tangente  d'inflexion  sur  la  courbe  d'aller,  —  Elle  a  lieu  pour  i or  environ. 
L'allongement  est  alors  par  mètre,  pour  les  cycles  successifs, 


3m 


390 


4o3 


4 10       4»G        t\ii       \i\       428 
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La  tangente  d'inflexion  est  de  plus  en  plus  inclinée. 

Inclinaison  à  la  fin  de  la  courbe  de  charge,  —  Voici  les  allongements  pour 
les  deux  derniers  mètres  : 

3 19       246       225       223        221        l'X'ï.       221        214 

Ainsi,  bien  que  l'amplitude  croisse  à  mesure  que  le  numéro  d'ordre  du  cycle 
augmente,  la  corde  est  de  moins  en  moins  déformable  pour  les  charges  finales. 
Ce  fait  est  d'accord  avec  le  suivant. 

Inclinaison  du  début  de  la  courbe  de  décharge,  —  Si  Ton  maintient  la 
charge  constante  à  partir  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  de  charge,  il  y  a  un 
allongement  dont  la  vitesse,  d'abord  très  grande,  diminue  rapidement.  Si,  au  lieu 
(le  maintenir  la  charge  constante,  nous  la  diminuons,  il  y  a  simultanément  une 
tendance  à  l'allongement,  du  fait  que  la  longueur  actuelle  ne  correspond  pas  d'une 
manière  stable  à  la  charge  actuelle,  et  une  tendance  au  raccourcissement  du  fait 
que  la  charge  diminue.  La  première  tendance  l'emporte  toujours  au  voisinage  de 
l'extrémité  du  cycle  :  mais  l'allongement  peut  cesser  presque  immédiatement.  On 
n'observe  que  l'effet  total  produit  par  la  décharge  de  t:. 

Pour  le  premier  et  le  deuxième  cycle,  il  y  a  allongement  très  net  quand  on 
décharge  de  Tc;  pour  le  troisième,  le  fil  a  la  même  longueur  à  l'extrémité  de  la 
courbe  de  charge  et  après  décharge  de  tt;  au  delà  du  sixième,  il  y  a  raccourcis- 
sement sensible. 

Tangente  d^ inflexion  sur  les  courbes  de  décharge.  —  L'inflexion  a  lieu 
pour  une  charge  égale  à  97:  :  le  raccourcissement  est,  par  mètre  de  chaîne  : 

822        1012        loii        i()5j        iii5        1093        1124         1137 

La  tangente  d'inflexion  est  de  plus  en  plus  inclinée. 

Inclinaison  à  la  fin  de  la  courbe  de  décharge,  —  Voici  les  raccourcisse- 
ments pour  les  deux  derniers  mètres  de  chaîne  : 

3i2         3Go         3Î2         370         410         37()         38 1         385 

La  variation  de  Tinclinaison  de  retour  est  faible. 

Enfin,  voici,  pour  fixer  les  idées,  le  premier  cycle  complet  :  on  donne  les  allon- 
gements produits  par  l'adjonction  de  2t:  : 


Courbe  de  charge.. . 

Courbe  de  ilécharge. 
Fac.  do  T.,  3«  S.,  V. 


1/3 

2)7 

382 

558 

<i9l 

736 

733  r)73 

1 

G24 

J82 

535 

507 

444 

377 

319 

< 

^ 

9'» 

83 

7« 

99 

124 

1G2 

228  870 

( 

734 

1 1 J6 

i<>44 

1182 

718 

47-2 

342 
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Pour  le  caoutchouc,  la  dëformalion  permanente  est  relativement  faible.  Il  ne 
faut  pas  se  laisser  tromper  par  la  grandeur  des  Aq  :  ils  indiquent  un  allongement 
(lu  quart  de  la  longueur,  mais  cet  allongement  est  loin  d'être  tout  entier  per- 
manent. En  abandonnant  la  corde  longtemps  sous  charge  nulle,  elle  n^aurail 
conservé  qu^un  allongement  permanent  très  inférieur  à  —  {voir  n"  1). 

L'expérience  précédente  montre  à  quel  point  les  parcours  réagissent  les  uns 
sur  les  autres;  donc  il  y  a  une  transformation  interne  plus  ou  moins  permanente 
du  caoutchouc  qui  résulte  de  la  déformation. 

4.  Cycles  fixés.  Influence  de  la  vitesse  de  charge  et  de  décharge.  —  Les 
expériences  sont  croisées  sur  un  même  fil  :  la  vitesse  est  constante  dans  chaque 
série  et  variable  d'une  série  à  Tautre.  Les  cycles  sont  de  aoir;  la  vitesse  V  est 
de  i*"  en  4%^;  la  vitesse  if  est  de  i"*  en  68*.  To=  ïi  =  o. 

Voici  les  amplitudes  successives  mesurées  sur  la  courbe  de  charge  : 


V. 

V 


7980  8080  8175  82 5o  8290 

8678  8791 

8709  8G3o  8660  8660 

903 I  9067 

8935 


Prenons  comme  abscisses  les  numéros  d'ordre  des  cycles  et  comme  ordonnées 
les  amplitudes.  Tous  les  points  v  sont  sur  une  courbe,  tous  les  points  V  sur  une 
courbe  plus  basse.  Exception  faite  pour  les  cycles  d'amplitude  8709  et  8935  qui 
sont  les  premiers  des  séries  V  :  les  points  correspondants  sont  trop  hauts.  La  dis- 
tance des  courbes  est  3oo  en  moyenne.  Donc,  toutes  choses  égales  d'ailleurs, 
l'amplitude  diminue  quand  la  vitesse  croît. 

Fig.  4. 


3  h 

AMongement6, 


• 

La  forme  des  cycles  est  également  modifiée  :  la  figure  4  représente  à  droite  un 
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cjcle  à  vitesse  V;  à  gauche,  un  cycle  à  vitesse  i^.  L'épaisseur  du  dernier  cycle  est 
beaucoup  plus  petite  que  l'épaisseur  du  premier.  Par  exemple,  pour  le  cycle  (V) 
d'amplitude  8290,  la  différence  maxima  des  abscisses  (allongements)  qui  corres- 
pondent à  une  même  ordonnée  (à  une  même  charge)  est  85o  ;  pour  le  cycle  (V) 
d'amplitude  866oy  elle  est  84o.  Pour  les  cycles  (r)  d'amplitudes  8791  et  9067, 
elle  est  au  contraire  1746  et  i83i.  La  différence  entre  les  cycles  porte  princi- 
palement sur  les  courbes  de  retour. 

Voici,  pour  fixer  les  idées,  les  courbes  qui  correspondent  au  cycle  (V)  d'ampll- 
lude  8660  et  au  cycle  (r)  d'amplilude  90G7.  Lo=  1870,  on  donne  les  allonge- 
ments produits  par  l'adjonction  de  2:z  : 


y. 


V, 


Chargée 870  G5o  940  ii4o  1190  11 10  1000  8^0  7G0  640 

Décliargc 3io  44o  680  990  1190  i38o  riSo  1090  780  570 

Charge f^Ài  688  972  1218  1208  1121  loio  900  800  729 

Décharge 118  3o2  44^  77f>  i325  1819  17G9  1187  85o  528 


S.  Fixation  des  cycles  :  dUine  série  à  l'autre  on  prend  Tq  comme  variable, 
—  On  fixe  des  cycles  de  iSit  sans  arrêt  au  bout  (T|  =  o),  mais  avec  un  arrêt  To 
variable  avec  le  fil.  On  appelle  1000  l'allongement  sur  la  première  courbe  de 
charge;  on  donne  les  raccourcissements  et  les  allongements  pour  les  autres 
parcours  en  fonction  de  celui-là.  Voici  le  résultat  des  expériences  : 


Ta  =     O. 


Allongements 1000 

Raccourcissements..  970 

_        ^        .              l  Alloniçements 1000 

To=  3o  minutes.  ?  ^  . 

(  Raccourcissemenls..  908 


Ty  =    I  heure.. . 
Tu=  24  heures. . 


Allongements 1000 

Raccourcissements..  9C9 

Allongements 1000 

Raccourcissements..  968 


roi7 

1028 

1039 

1043 

toio 

1027 

io38 

1043 

I023 

io36 

1044 

lOJl 

ion 

I023 

io3j 

1039 

1025 

1037 

1043 

io5i 

ion 

102  3 

1028 

1037 

1020 

io32 

1039 

1046 

1004 

1016 

1025 

io33 

1014 

1028 

1039 

1043 

1017 

io3o 

1040 

1045 

1018 

io3o 

io3j 

1044 

1012 

1024 

io32 

io4o 

Voici  maintenant  les  moyennes  des  parcours  aller  et  des  parcours  relour  : 


To=    o 98') 

To  =  3o  minutes 984 

To  =    1  heure 98') 

To  =  24  heures 984 


Ces  moyennes  sont  à  peu  près  les  mêmes  pour  tous  les  fils.  Ce  résultat  fort 
remarquable  prouve  à  quel  point  la  transformation  qui  résulte  d'un  parcours  est 
stable,  et  à  quel  point  aussi  le  fait  que  le  fil  a  supporté  une  fois  une  certaine 
charge  n'amène  pas  un  état  déterminé  de  la  matière,  la  transformation  continuant 
à  se  produire,  à  mesure  que  croît  le  nombre  des  parcours,  quel  que  soit  l'intervalle 
qui  les  sépare. 
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6.  Cycles  fixés.  On  laisse  le  fil  se  reposer  un  certain  temps  sous  charge 
nulle;  on  fixe  à  nouveau  le  même  système  de  cycles.  —  Voici  le  résultat  des 
expériences  pour  deux  fils  et  des  cycles  de  iSt;  et  de  8ii. 

Cycles  de  iSt:.  —  Ils  sont  parcourus  sans  arrêt  aux  extrémités  du  cycle.  Après 
quatre  parcours,  on  laisse  se  reposer  le  fil  sous  charge  nulle,  en  le  retirant  de 
Tappareil.  On  recommence  la  fixation  au  bout  d'un  temps  T.  Le  Tableau  suivant 
donne  rallongement  sur  la  courbe  de  charge  et  le  raccourcissement  sur  la  courbe 
de  décharge,  par  rapport  à  l'allongement  sur  la  courbe  de  charge  du  premier 
cycle  de  la  première  série  que  nous  appelons  looo  : 

Charge looo  loiS  1029  io3 

Décharge 962  1009  1027  io38 

_  (  Charge 1040  io35  1042  1047 

T  =  I  jour..  <  ^,  ,  „,        „ 

(  Décharge 1014       io33       1039       1046 

_  \   Charge io53       1048       1060       1062 

T  =  Il  jours.  <  -^,  , 

(  Décharge 1026       104  j       1069       1062 

_    ^  .     l  Charge 107J       1066       1074       1077 

T  =    8  jours.   J  T^.  ,  .  ^,  ': 

(  Décharge 103 1  1064  1072  107'j 

La  fixation  se  traduit  par  la  tendance  à  l'égalité  des  allongements  sur  la  courbe 
de  charge  et  des  raccourcissements  sur  la  courbe  de  décharge.  La  transformation 
de  la  matière  se  continue  même  lorsque  le  caoutchouc  a  subi  seize  parcours.  On 
peut  se  demander  ce  que  serait  devenu  l'allongement  si  les  seize  parcours  avaient 
été  faits  d'affilée  :  il  semble  bien  qu'il  ne  différerait  pas  beaucoup  de  celui  que 
l'on  a  obtenu  en  espaçant  les  séries.  Assurément,  la  moyenne  des  allongements 
de  charge  et  de  décharge  pour  le  premier  parcours  de  chaque  série  est  plus 
petite  que  la  même  moyenne  pour  le  dernier  parcours  de  la  série  précédente; 
io27<;io38,  io4o<:iio46,  io63<;io5i.  Mais,  outre  que  ces  différences  sont 
petites,  les  courbes  qui  représentent  ces  moyennes  en  fonction  du  numéro 
d'ordre  du  parcours  sont  assez  rapidement  montantes  au  début  de  chacune  des 
séries,  et  faiblement  à  la  fin. 

Cycles  de  87t.  —  Même  technique  : 

Charge 1000  997  loii  ioi5 

Décharge 951  992  1007  loi  i 

_  (Charge io4i  io23  loaG  io3i 

T  =  I  jour..  <  -^ ,  , 

(  Décharge 999       ioi3       1024       1026 

_,  (Charge 1040       io35       io38       io45 

T  =  II  jours.  <  -  .  , 

I  Décharge 1000       1026       io36       io43 

_   ^.     (Charge io5i       io35       io46       1048 

1=0  jours.   <  -^ ,  , 

j  Décharge loio  io3i  1044  1046 

Mêmes  conclusions. 
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7.  Cycles  fixés,  d'amplitudes  variables,  ayant  une  extrémité  commune. 
Cycles  décrits  entre  o  et  m:,  —  Nous  allons  d'abord  fixer  les  cycles  sur  des  fils 
différents  qui  n'ont  pas  antérieurement  servi.  La  figure  5  montre  le  résultat  de 

Fig.  5. 


3  <» 

Allongements. 


Pexpérience.  Les  cordes  ne  sont  jamais  absolument  comparables,  mais  les  diflfé- 
rences  sont  si  grandes  qu'on  ne  peut  pas  les  imputer  aux  inégalités  inévitables. 
Quand  on  fixe  un  parcours  étendu,  les  parties  du  cycle  qui  correspondent  aux 
faibles  charges  se  trouvent  notablement  plus  voisines  de  Thorizontalilé  que  les 
parties  correspondantes  des  petits  cycles.  Cependant,  les  déformations  perma- 
nentes restent  toujours  faibles. 

Le  résultat  est  plus  intéressant  quand  les  cycles  sont  fixés  sur  la  même  corde, 
parce  qu'on  peut  faire  plus  sûrement  les  comparaisons  numériques  {fig>  6). 

Fig.  6. 


Allongements 


On  a  fixé  successivement  sur  une  corde  neuve  des  cycles  de  Sit,  iott,  iStt, 
20TC,  iSt:,  lOTt,  Stï.  On  n'a  tracé  sur  la  figure  que  le  cycle  201:  en  entier,  et  l'on 
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s'est  conlenlé  des  extrémités  des  autres  pour  éviter  un  encombrement  de  lignes 
inutiles. 

Comme  il  est  à  peu  près  certain  qu'un  petit  cjcie  fixé  n'influe  pas  sensiblemenl 
sur  la  forme  fixée  d'un  grand  cycle  décrit  postérieurement,  les  cjcles  i,  2,  3,  4  se 
disposent  dans  la  figure  5  comme  ils  le  faisaient  pour  des  cordes  difl*érentes  dans 
la  figure  4*  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  des  cycles  5,  6,  7.  L'influence  du  graud 
allongement  et  de  la  transformation  qui  en  résulte  se  fait  sentir  :  les  parcours 
sont  beaucoup  plus  inclinés. 

Voici  les  amplitudes  pour  les  divers  cjcles  et  leurs  différences  : 


5r. 

Croissants 789 

Décroissants io35 

Différences 334 


Cycles  de 

loc                   i5r. 

aox. 

26a3                4;^ 

6711 

3176                5238 

447                  ^ï 

Si  la  difl^érence  absolue  des  amplitudes  est  plus  grande  pour  les  cycles  de  iot: 
que  pour  ceux  de  5?:,  la  différence  relative  est,  au  contraire,  plus  grande  pour 
ces  derniers. 

Les  cycles  5,  6,  7  sont  plus  voisins  de  l'horizon talîté  que  les  cjcles  correspon- 
dants 3,  2,  1;  mais  ils  sont  aussi  plus  minces;  voici  les  différences  maxima  des 
abscisses  correspondant  à  une  même  charge  : 


CtcIcs  de 


Dr, 


Croissants 61 

Décroissants 61 


10  r. 

ifir 
»4» 


lor. 

!i86 
236 


lus. 


533 


8.*  Cycles  Jixés  d\implUutie  variable,  arani  une  exirémiié  commune, 
tiécriis  entre  20T:  ei  /it:.  —  On  va  d*une  traite  à  la  charge  de  20t:  et  Ton  fixe 
des  parcours  entre  celle  charge  et  les  charges  i5— ,  10-,  oît  el  o.  Chaque  expé- 
rience esl  faite  sur  une  corde  neuve. 

L^=  1870  pour  tous  les  fils.  Voici  leurs  longueurs  aux  divers  passages  par  la 
charge  joît,  c'esl-4-dire  aux  extrémités  des  quatre  cvcles  qui  ont  été  décrits.  On 
donne  de  plus  la  différence  des  longueurs  pour  le  premier  el  le  quatrième 
passage  : 

Ovolc  jo-  o.     73r»7  79-u  8i3i  8a66  899 

C\vle  Jiv-  5.     7474  7960  8i3a  8i5i  778 

0>ole  .«^lo.     7171  73So  7411  7175  3a4 


C\cleio-i5.     7ioi 


yy' 


7637 


-688 


286 
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Si  les  cordes  étalent  identiques,  les  nombres  de  la  première  colonne  seraient 
égaux;  ils  diffèrent  peu. 

Ce  Tableau  montre  que  les  cjcies  se  fixent  inégalement  vile  et  d'autant  plus 
vite  qu'ils  sont  plus  petits  :  la  limite  à  laquelle  tend  la  longueur  est  elle-même 
d'autant  plus  petite  que  le  cycle  est  plus  petit.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  le 
petit  cycle  correspond  tout  entier  aux  charges  les  plus  grandes.  Il  était  naturel 
que  le  cycle  o-5  se  fixât  plus  vite  que  le  cycle  0-20;  il  Test  beaucoup  moins  que 
le  cycle  i5-20  se  fixe  plus  vite  que  le  cycle  0-20.  On  aurait  pu  croire  qu'en 
revenant  aux  faibles  charges  le  fil  se  reposerait  et  retournerait  aux  grandes  avec 
un  allongement  moins  augmenté. 

Nous  trouvons  ici  un  premier  exemple  d'un  fait  général  qui  se  présentera  sous 
bien  des  formes.  Une  variation  de  la  charge  facilite  toujours  l'allongement.  Nous 
verrons  qu'en  un  temps  donné  la  corde  peut  s'allonger  moins  sous  une  charge 
constante  égale  à  mz  que  sous  une  charge  variable  entre  o  et  mz  (comparer  au 
n®  1  du  Mémoire  Sur  la  réactivilé  du  caoutchouc). 

Comparons  maintenant  les  inclinaisons  moyennes  des  parties  correspondantes 
des  cycles  :  on  donne  dans  le  Tableau  suivant  la  moyenne  des  allongements  sur 
les  courbes  de  charge  et  de  décharge  des  cycles  fixés,  entre  201:,  iSi:,  iot:  et  5?:  : 

Allongement  moyen 

entre  Cycle  20-0.  Cycle  20-5.         Cycle  20-10.       Cycle  20-15. 

20-i5 i5o7  1461         1229         984 

i5-io 2486  2384         2089 

10-  5 2520  2439 

5-  o 13-8 

Les  nombres  diminuent  de  gauche  à  droite  sur  une  même  ligne.  A  mesure  que 
le  cycle  est  plus  petit,  il  est  moins  horizontal,  quelles  que  soient  les  parties 
correspondantes  des  cycles  que  l'on  compare. 


9.  Comparaison  entre  un  grand  cycle  fixé  et  des  cycles  fixés  de  petite 
amplitude  compris  dans  le  grand,  —  On  commence  par  fixer  un  cycle 
de  24^^(1);  puis,  sur  le  même  fil,  on  fixe  successivement  des  cycles  de  6*1:  ayant 
pour  extrémités  inférieures  o,  ô-n,  1211,  181:  (sériel),  i2Tt,  ôtî,  o  (série  II).  On  fixe 
enfin  à  nouveau  le  cycle  de  24^^(11).  On  compare  les  inclinaisons  et  les  positions 
des  petits  cycles  aux  inclinaisons  et  aux  positions  des  parties  correspondantes  des 
grands.  On  donne  dans  le  Tableau  suivant  les  allongements  pour  les  cycles  I  et  II 
entre  o  et  6?:,  6it  et  127:,  etc.  sur  les  courbes  de  charge  et  de  décharge  et  les 
amplitudes  des  petits  cycles  correspondants  : 
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Cycle  I.  Cycle  II. 

AlloD{;cnienls  ^1      ^      ^m  «m      -^      ^^ — ~ 

entre  Charge.    Décharge.        Charge.    Décharge. 


0  cl  <)?:. . 

1405 

1801 

i553 

1844 

TïT  cl  r^.TT. . 

'^799 

3459 

2911 

3760 

r>,'n  cl  iHtt.  . 

•Jt35o 

2368 

2475 

2430 

i8r:  et  24  ^r. . 

1747 

712 

1846 

744 

Série  I. 


Série  II. 


1489  (90)  1545  (i3o) 

2623  (1837)  ^7»7  (1967) 

2037  (4835)  1727  (6049) 

678  (8i5i) 


La  corde  avall  une  longueur  Lo=:  1700  :  on  donne  entre  parenthèses  la  position 
des  extrémités  inférieures  des  deux  séries  de  cycles  fixés.  Enfin,  voici  pour  les 
grands  cycles  fixés  les  allongements  qui  correspondent  aux  charges  o^  6?:,  la-r,  18-, 
'if\T.  sur  les  courbes  de  charge  et  de  décharge  : 


Cycle  I.  . 

100 

i565 

4364 

6714 

846 1 

7749 

538 1 

1922 

\i\ 

Cvclc  IL. 

159 

17 12 

4623 

7098 

89  U 

8200 

5770 

2010 

16G 

Comparons  d'abord  entre  eux  les  petits  cycles  des  séries  I  et  II.  Les  premiers 
ne  difR'rent  des  seconds  que  par  rapport  aux  opérations  qui  les  ont  précédés.  On 
pourrait  croire  qu'après  la  fixation  d'un  cycle  de  o  à  24'î^>  c'est-à-dire  après  que 
le  fil  a  déjà  subi  les  plus  fortes  charges,  le  fait  de  fixer  le  petit  cycle  i8'îi-24'!^ 
modifie  assez  peu  le  parcours  fixé  1 271-187:.  Cependant,  l'origine  de  ce  cycle  dans 
la  première  série  est  4835  et  son  amplitude  2087;  l'origine  du  même  cj'cle  de  la 
série  II  est  6049  et  son  amplitude  est  1727.  La  différence  entre  ces  cycles  est  de 
même  nature  et  du  même  ordre  quentre  les  parties  correspondantes  des 
courbes  d^aller  et  de  retour  :  c'est  ce  que  montre  immédiatement  le  Tableau 
suivant. 

On  donne  les  cycles  rapportés  à  la  même  origine  : 


Série  I. 
Série  II. 


Charge o 

Décharge...  o 

Charge o 

Décharge...  o 


407 
463 
362 
409 


780 
873 
672 
812 


1124 

1234 

990 

iiii 


1468 
i548 
1262 
i368 


1765 
1814 

l5l2 

<>79 


2037 


1727 


Le  cycle  de  la  série  II  forme  un  croissant  plus  incurvé  que  l'autre,  de  même  que 
la  courbe  de  décharge  est,  pour  les  mêmes  charges,  plus  incurvée  que  la  courbe 


de  charge. 


Les  cycles  ne  semblent  pas  tendre  l'un  vers  l'autre,  autant  qu'il  est  possible 
de  juger  d'une  pareille  question.  Voici  quelles  sont  les  longueurs  pour    iSt: 
quand  on  fixe  le  cycle  de  la  série  I  et  quand  on  fixe  le  cycle  de  la  série  II  : 


Série  1 6840 

Série  II 8253 


6855 
7782 


6874 
7767 


6870 
7769 
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Le  déplacement  est  très  rapide  d'abord,  mais  ensuite  si  lent  qu'il  est  impossible 
de  prévoir  que  les  cycles  puissent  venir  se  confondre  par  la  répéliiion. 

Nous  arrivons  donc  fatalement  à  cette  conclusion  :  entre  deux  charges  données, 
il  existe  une  infinité  de  cycles  fixés  qui  dépendent  des  opérations  antérieures; 
et  cela  alors  môme  que,  pendant  les  opérations  qui  séparent  les  deux  fixations,  la 
corde  n'a  pas  subi  des  charges  plus  fortes  que  celles  qu'elle  a  subies  avant  la 
première  fixation.  On  comprend  Timporlance  de  cette  dernière  proposition.  Si, 
entre  les  deux  fixations,  le  fil  subissait  des  charges  qu'il  n'a  jamais  subies,  on 
pourrait  dire  que  les  diflerences  tiennent  à  une  modification  permanente  due  à 
ces  charges,  à  une  sorte  d^écrouissage  qui,  une  fois  acquis,  ne  peut  être 
sJipprimé  par  d* autres  déformations.  Il  n'en  est  pas  de  même  ici  ;  les  cycles  de 
la  sériel,  où  Ton  procède  par  déplacement  vers  la  droite,  sont  toujours  difi'érents 
des  cycles  de  la  série  II,  où  l'on  procède  par  déplacement  vers  la  gauche,  alors 
même  qu'on  recommence  plusieurs  fois  la  série  entière  des  opérations. 

II  ne  faudrait  pas  croire  que  les  diflerences  constatées  tiennent  à  un  mode 
incorrect  de  comparaison.  Il  suffit  de  construire  une  courbe  avec  les  amplitudes 
moyennes  des  petits  cycles  fixés  en  ordonnées  et  les  allongements  qui  corres- 
pondent à  l'une  de  leurs  extrémités  en  abscisses,  pour  voir  qu'il  existe  encore  une 
différence  considérable  entre  les  séries  I  et  II.  Les  points  obtenus,  comme  il 
vient  d'être  dit,  se  placent  sur  deux  courbes  nettement  dilTérenles. 

Comparons  maintenant  les  petits  cycles  aux  parties  correspondantes  des  grands  : 
nous  constaterons  que  les  petits  cycles  sont  toujours  plus  redressés,  soit  qu'on 
fasse  la  comparaison  entre  les  mêmes  charges,  soit  qu'on  la  fasse  entre  les  mêmes 
allongements. 

10.  Courbes  de  traction  décrites  a^ec  arrêts  intermédiaires.  —  On  a  réalisé 
deux  vitesses  de  charge  :  V  correspond  au  passage  de  i™  de  chaîne  en  a*, 35;  r  au 
passage  de  i"  de  chaîne  en  92*.  On  décrit  des  cycles  de  207:.  Avec  la  première 
vitesse,  il  faut  94*  pour  la  charge  et  la  décharge;  avec  la  deuxième,  il  faut  ()i"'2o\ 
On  s'arrange,  au  moyen  de  huit  arrêts  égaux,  de  manière  que  l'opération  à 
grande  vitesse  dure  exactement  le  même  temps  que  l'opération  à  petite  vitesse. 
Ces  arrêts  sont  donc  de  7  minutes  et  demie  environ. 

Ils  sont  disposés  de  telle  sorte  que,  pour  tous  les  parcours,  /p  dt  soit  le  même  : 

il  suffit  pour  cela  qu'ils  aient  lieu  pour  2,5?:;  7,5?:;  i2,5z  et  17,01:.  Ainsi,  dans 
le  parcours  à  grande  vitesse,  *  du  temps  total  se  passe,  par  exemple,  à  la  charge 
de  7", 5;  dans  le  parcours  à  petite  vitesse,  ce  même  temps  se  répartit  régulière- 
ment entre  des  charges  variant  linéairement  en  fonction  du  temps  entre  5'"  ei.  10'" 
de  chaîne. 

On  compare  les  parcours  ainsi  obtenus.  On  donne,  dans  le  Tableau  suivant, 
Fac.  de  T.,  a*  S.,  V.  35 
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les  allongemenls  clans  le  parcours  sans  anét  r  pour  les  charges  qui  ont  clé 
indiquces  ci-dessus;  au-clcsst>us,  on  donne,  dans  le  parcours  avec  arrêt,  les  allon- 
îicmenls  pour  les  mêmes  charges  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'arrêt  : 

Courbe  de  charf^e. 

(' 57()  'i\Ç^-  48'2'î  6762 

V...      VJo- •>(•)«)  ïVô'i-'i'yys}  I730-48I9  r)(»J9-G8>i 

Courbe  de  décharge. 

i' . .  .  .         ()<)•>.  7.0  V>  '>^<>9  710I 

\.  ..     (U)  1-792  ■2()O'2-ji7i0  'j'23o-j3oo  7o'j3-7ooo 

Ainsi,  autant  qu'il  est  possible  de  rcs[)érer  dans  de  telles  expériences,  les  deux 
courbes  chevauchent  lune  sur  Tautre,  de  manière  que  la  petite  horizontale  à 
charge  constanle  se  trouve  précisément  sur  la  courbe  décrite  à  petite  vitesse  uni- 
iorme.  L'abscisse  de  la  courbe  i'  est  intermédiaire  entre  les  abscisses  de  la  courbe  V 
qui  correspondent  à  la  même  charge.  Exce|)tion  seulement  au  début  des  courbes 
de  charge  et  de  décharge. et  encore  cette  exception  tient  à  ce  que  le  cycle  n'est 
jamais  absolument  fixé,  et  aussi  qu'il  faut  un  certain  temps  pour  changer  les 
vitesses. 

Les  deux  dernières  lignes  du  Tableau  doivent  être  lues  de  droite  à  gauche. 
Donc,  pendant  le  |)rcmier  arrêt  (i^,;jt:),  il  y  a  un  allongement  consécutif  à  l'arrêt. 
Pour  les  autres  arrêts,  il  y  a  raccourcissement.  Ce  sont  des  phénomènes  tout  à 
fait  analogues  à  ceux  que  l'un  de  nous  a  trouvés  pour  les  courbes  de  torsion  des 
fils  métalliques.  Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  phénomènes. 

Cette  expérience  a  une  grande  importance  théorique.  On  est  toujours  tenté 
d'exagérer  l'importance  des  perturbations,  des  petites  irrégularités  dans  la  vitesse 
de  charge,  etc.  C'est  un  moyen  commode  j)our  rejeter  sur  l'inévitable  les  irré- 
gularités de  ses  expéiiences.  Or,  on  ne  peut  imaginer  un  déréglage  plus  systéma- 
tique que  le  précédent,  et  l'expérience  prouve  que  son  eflet  total  est  à  peu  près 
négligeable;  le  parcours  conserve,  en  somme,  même  forme  et  même  aniplitude. 
Voici,  par  exemple,  les  amplitudes  de  quatre  parcours;  le  premier,  le  second  et 
le  cpiatrième  sont  à  la  vitesse  r,  le  troisième  est  à  la  vitesse  V  : 

7230  7:2:)')  7269  7329 

La  suite  régulière  aurait  donné,  pour  le  quatrième,  une  amplitude  voisine 
de  7^83;  la  différence  est  de  46,  soit  1  :  iGo.  Mais  le  croisement  n'est  pas  parfait; 
car  il  faut  un  certain  temps  pour  changer  les  vitesses.  De  plus,  l'influence  des 
irrégularités  de  charge  serait  de  moins  en  moins  grande,  à  mesure  que  les  arrêts 
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deviendraient  plus  conrls  et  se  réparliraicnl  sur  la  courbe  entière.  On  peut  dire 
que  leur  aclion  est  rigoureusement  nulle. 


PAftCOURS    APRES    nPX.UIT    ET    A    TEMPÉR  VTi:  RES     ELEVEES. 

11.  Phénomènes  entre  100"  et  iik)".  —  L'expérience  la  plus  grossière  prouv(; 
que  le  caoutchouc  se  transforme  considérablement  au  voisinage  de  i5o".  Nous 
avons  tenu  à  savoir  quels  sont  les  pliénomrnes,  Texpérience  ajant  prouvé  qu'ils 
restent  analogues  à  des  températures  plus  basses.  Rendons-nous  compte  de  ce 
que  deviennent  les  propriétés  mécaniques  générales. 

Le  fil  est  placé  dans  une  étuvc  sous  charge  faible;  on  le  laisse  prendre  la 
température  ambiante  pendant  i3  minutes;  ou  charge  alors  d'un  poids  connu 
et  l'on  détermine  la  vitesse  d'allongement  sous  charge  constante,  lille  diminue 
beaucoup  moins  vite  qu'elle  ne  fait  à  basse  température.  Toutes  choses  égales 
d'ailleurs,  elle  augmente  plus  vite  que  la  charge  et  croît  très  rapidement  avec  la 
température. 

Pour  avoir  une  idée  de  la  variation  de  l'élasticité,  on  recommence  l'expérience 
précédente;  mais,  à  des  intervalles  réguliers,  on  supprime  et  l'on  remet  100^  :  on 
détermine  l'amplitude  du  c^cle  ainsi  décrit.  On  fait  la  même  expérience  à  froid 
sur  un  autre  fil  et  l'on  compare.  Voici,  pour  i^o"  et  pour  des  charges  totales  P, 
les  rapports  R  des  allongements  à  chaud  et  à  froid  quand  l'exj)érience  a  été 
réalisée  plusieurs  fois, 

P^riooP,         Rzz:i,28;         P  —  200S,         R  — 1,5^;         P=:3oOP,         R  =  2  ,  oo. 

Ainsi,  la  transformation  de  la  matière  entraine  une  dinn'nution  d'élasticité. 

Il  j  a  plus,  à  mesure  que  le  fil  s'allonge  à  chaud  par  l'efiTel  de  la  tension, 
l'allongement  et  le  raccourcissement  pour  une  variation  donnée  de  charge  aug- 
mentent beaucoup  plus  vite  que  ne  le  veut  la  variation  de  section  à  supposer  inva- 
riables les  propriétés  de  la  matière. 

Enfin,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  il  y  a  un  allongement  permanent.  Il 
dépend  de  la  charge  et  du  tem[)s  (|uc  le  fil  est  maintenu  dans  l'élUNC.  En 
3o  minutes  sous  3oo*  à  i4<^^  '1  atteint,  par  exemple,  les  deux  tiers  de  sa  longueur 
initiale.  Dans  les  mêmes  conditions,  sous  3oo^,  la  longueur  du  fil  était  3,8  fois  la 
longueur  initiale.  L'allongement  élasti(|ue  était  donc  encore  plus  de  3  fois 
rallongement  permanent. 

L'expérience  suivante  montre  que  la  matière  se  transforme  par  le  fait,  non 
seulement  d'une  température  élevée,  mais  encore  d'un  allongement  à  cette 
température. 

Plaçons  le  fil  dans  l'étuve,  imposons-lui  un  certain  allongement  invariable  et 
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déterminons  commept  varient  les  tensions  en  fonction  du  temps.  Elles  diminuent 
d'abord  rapidement,  puis  de  plus  en  plus  lentement.  Mais  voici  qui  est  plus 
curieux. 

Â  mesure  qu^on  part  d^m  allongement  plus  grand,  le  diamètre  du  fil  est  plus 
pelit.  Considérons  Tinstant  où  pour  tous  les  fils,  inégalement  allongés  au  début, 
la  tension  est  la  même.  Si  la  matière  qui  les  forme  était  aussi  la  même,  la  varia- 
lion  de  tension  serait  plus  rapide  pour  le  fil  d^abord  le  plus  allongé,  puisque  son 
diamètre  est  plus  petit  :  or,  c'est  le  contraire  qu'on  observe.  Donc  le  fait  de 
s'allonger  à  haute  température  transforme  la  matière  de  manière  à  la  rendre  plus 
apte  à  supporter  des  charges.  Par  exemple,  à  i43",  si  la  tension  initiale  est  telle 
que  le  (il  supporte  au  début  loo^^,  en  moins  de  8  minutes  la  tension  passe  de  100^ 
d  5oS.  Si  la  tension  initiale  est  telle  que  le  (il  supporte  au  début  400^,  il  faut 
.{5  minutes  pour  que  la  tension  passe  de  loo^  à  5o^.  Tandis  que,  dans  le  premier 
cas,  on  arrive  en  4^  minutes  à  la  tension  de  lo^,  on  n'j  arrive  jamais  si  la  tension 
initiale  est  4ooS;  le  fil  a  le  temps  de  se  durcir. 

11  est  difficile  de  préciser  la  nature  des  transformations  éprouvées  à  haute 
température  :  la  matière  devient  plus  visqueuse^  mais  peu  à  peu  le  soufre  en 
excès  s'incorpore  au  caoutchouc,  qui  devient  dur  et  cassant.  La  coupure  du  fil 
n'est  plus  collante. 

12.  Effet  d*un  recuit  entre  loo^'et  i5o".  —  Influence  de  la  durée  du  recuit. 

—  Les  (ils  sont  préparés  par  5  cycles  de  Stî  :  on  les  porte  dans  Tétuve  à  148",  on 

les  maintient  un   temps  variable  et  l'on  recommence  à  décrire  5  cycles  de  5 7:, 

4  minutes  après  leur  sortie  de  l'étuve.  On  compare  les  amplitudes  /  et  /'  des 

derniers  cycles  des  deux  séries  : 

Durée  du  recuit 


ON  5.  IN  2N  4\  23N 

{l'—l)',l o,3G        0,09        —0,26        — o>57        — 0,81 

J^es  cordes  deviennent  de  plus  en  plus  noires  à  mesure  qu'elles  séjournent 
davantage  dans  l'étuve.  La  surface  diflTère  de  l'intérieur,  elle  semble  solidi(iée. 
Après  un  séjour  de  28  heures,  la  corde  est  gercée  et  fragile.  On  s'explique  ainsi 
aisément  le  résultat  obtenu  pour  les  amplitudes. 

Influence  du  temps  écoulé  depuis  la  sortie  de  Cétuve.  —  Étuve  à  i49"- 
Même  préparation.  Durée  du  recuit,  3o  minutes  : 

Temps  après  la  sortie  de  l'étuve 


o^       ON  5.        \\         2^        24»».       48^ 

{l'—l)ll 0,35        0,33        o,3i        0,27        0,08        0,08 
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Donc,  Télat  produit  par  le  recuit,  même  à  haute  température,  n'est  pas  perma- 
nent; une  transformation  se  produit  ensuite,  qui  dure  des  heures.  La  matière 
tend  probablement  vers  un  état  limite. 

Influence  de  V amplitude  du  cycle  sur  V effet  du  recuit.  —  Durée  uniforme 
du  recuit,  32  minutes.  La  corde  est  portée  dans  l'étuve  3  minutes  après  la  sortie 
de  Tappareil  dressai  et  refroidie  pendant  67  minutes  avant  le  second  essai.  On 
décrit  5  fois  le  cycle  pour  le  fixer  dans  les  deux  essais  : 


Cvcles  de 


t:.  Sr.  St:.  lor.  i6~.  201:. 

(/' — l) '.  l 0,39         0,33         0,28         0,19         o,o3         o,o3 

L'allongement  relatif  du  cycle  diminue  à  mesure  que  Tamplitude  du  cycle 
augmente. 

Les  cycles  sont  plus  aplatis  après  qu'avant  le  recuit;  ils  renferment  une  aire 
plus  petite,  quand  le  caoutchouc  est  recuit. 

13.  Effet  d'un  recuit  à  loo**.  —  A  100®  le  soufre  ne  fond  pas  encore,  le 
caoutchouc  se  transforme  moins  profondément  et  moins  vite  qu'à  i5o®. 

Influence  de  ta  durée  du  recuit.  —  Les  fils  sont  préparés  comme  précédem- 
ment par  5  cycles  de  dtt;  on  les  recuit  le  lendemain  et  l'on  fixe  à  nouveau  le 
même  cycle  4  minutes  après  la  sortie  de  l'étuve.  L'amplitude  du  cycle  augmente  : 

• 

Durée  du  recuit 
ON  5.  l^  2K  4\ 

{r—i):i 0,3 1      0,34      0,41      0,5-2 

L'effet  est  considérable  et  augmente  avec  la  durée  du  recuit.  Uaspect  des 
cordes  n^a  pas  changé.  On  s'explique  que  le  résultat  soit  opposé  à  celui  que  l'on 
avait  observé  à  j5o®. 

Influence  du  temps  écoulé  depuis  la  sortie  de  l^étuve.  —  Préparation  : 
5  cycles  de  Stï.  Recuit  le  lendemain  pendant  3o  minutes.  On  fixe  le  même  cycle 
des  temps  variables  après  la  sortie  de  l'étuve  : 


Temps  écoulé 


o^        OS  5.        i".         2^         4^        24S 
(/'—/):/ 0,33       o,.«7       0,23       o,i3       0,07       0,07 


••  . 

ô  «T. 

0  TT . 

0,34 

o,'i3 

O'Vl 
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I^'élat  acquis  par  le  recuit  n'est  pas  permanent.  Il  est  curieux  que  les  variations 
soient  du  même  ordre  après  un  recuit  à  100"  ou  un  recuit  à  i5o**. 

Influence  de  VanipUlude  du  cycle  sur  Veffet  du  recuit,  —  On  fixe  les  cvcles 

par  5  parcours.   On  recuit  3o   minutes;  on  fixe  à  nouveau  le  cycle  65  minules 

aprrs  la  sortie  de  Tcluve  : 

Cycles 

10".  ih'z.  20  T.. 

{l'—/):l 0,34         o,'i3         o,'>/>.         o,iG         o,i'2         0,11 

Contrairement  à  ce  qui  se  passe  a  i  5o°,  les  cycles  sont  moins  aplatis  après  le 
n.cuit  qu'avant.  En  d'autres  termes,  la  différence  maxima  des  abscisses,  pour 
une  même  charge,  est  plus  grande  quand  le  fil  est  recuit. 

li.  Effet  d\in  recuit  à  vx^f.  —  On  admettait  généralement  que  le  caoutchouc 
pouvait  être  chauffé  jusqu'à  80"  sans  subir  de  modification  permanente.  Nous 
allons  voir  à  quel  poiut  cette  hy[)Othcse  est  erronée. 

Influence  de  la  durée  du  recuit.  —  Même  technique  qu'au  n"  H  : 

Durée  du  recuit 
30-.  1\  2\  4\  îiK  51\  96»'. 

(/'—/):/.     0,17        0,9.0        0,9.0        0,20        o,i5        0,10        o,o3 

L'effet  est  de  même  sens  qu'à  100''.  Il  y  a  tout  d'abord  accroissement  de  refiTct 
|)roduit,  puis  diminution.  Il  ne  résulte  pas  du  tout  de  ces  expériences  que  la 
iransformation  de  la  matière  soit  plus  petite  après  96  heures  de  chauffe  qu'après 
3o  minutes.  Le  réactif  que  nous  employons  est  complexe^  rien  ne  dit  que  la 
même  amplitude  ne  peut  pas  correspondre  à  des  matières  1res  différentes.  Selon 
ïoute  probabilité,  un  recuit  prolongé  ne  détruit  pas  Teffet  d'un  recuit  de  courte 
durée  :  il  en  produit  un  autre,  qui  se  traduit  par  des  phénomènes  inverses. 

Influence  du  temps  écoulé  depuis  la  sortie  de  l^étuve,  —  Même  technique 
qu'au  n"  H. 

On  donne  aussi,  dans  le  Tableau  suivant,  la  variation  relative  (e' — e)  l  e  de 
Tépaisseur  du  cycle,  c'est-à-dire  de  la  différence  maxima  des  abscisses  pour  une 


même  charge  : 


Temps  écoule 


o^         i\         4^        25^        50»». 
(/'—/):/ 0,17      o,i5      0,12      0,09      0,08 

(e' — e)  :  e 0,29        0,20        o,25        0,1 3        0,1 3 
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Ainsi,  reffet  du  recuit  diminue  non  seulement  en  ce  qui  touche  l'amplitude  des 
cycles,  mais  encore  leur  épaisseur  :  ils  s'aplatissent  à  mesure  qu'augmente  le 
temps  écoulé  depuis  la  sortie  de  Téluve  jusqu'à  l'essai. 

Influence  de  V amplitude  du  cycle,  —  RIeine  technique  qu'au  n°  11  : 

Cycles  de 


(/' — 0-^ o,i3         o,ii         o,io        0,09         0,08         0,07 

De  même,  le  rapport  des  épaisseurs  des  cycles  avant  et  après  le  recuit,  grand 
pour  de  petits  cycles,  dniiiuiie  à  mesure  que  l'amplitude  augmente.  Le  cycle  esl 
toujours  moins  aplati  après  le  recuit  qu'avant. 

15.  Effet  dUin  refroidissement  dans  la  neige  carbonique,  —  Nous  avons 
répété  des  expériences  analogues  aux  précédentes  en  remplaçant  le  recuit  par  un 
refroidissement  dans  Tanhydride  carbonique  solide.  On  fixait  des  cycles  de  dt:  et 
de  iStî.  On  conservait  la  moitié  des  fils  comme  témoins,  Taulre  moitié  était 
maintenue  4^  nnnutes,  soit  dans  un  tube  métallique  complètement  entouré  de 
neige  carbonique  tassée,  soit  à  même  la  neige.  En  fixant  à  nouveau  les  cycles, 
on  trouve  les  mêmes  résultats  pour  les  deux  groupes.  L'eflct  du  refroidissement 
est  donc  nul. 

16.  Cycles  fixés  à  des  températures  différentes,  —  Il  faut  tenir  compte,  dans 
les  expériences  suivantes,  des  faits  précédemment  observés.  Puisque  le  recuit 
produit  une  modification  plus  ou  moins  permanente,  les  comparaisons  doivent 
porter  sur  des  phénomènes  qui  se  produisent  à  chaud  et  à  froid  après  un  premier 
recuit.  On  supposera  donc  que  le  caoutchouc  a  été  porté  antérieurement  pendant 
quelque  temps  à  la  température  la  plus  élevée  qu'il  doit  subir  ensuite. 

On  fixe  à  Go**  un  cycle  de  sSît.  Lo=  1020. 

Voici  les  amplitudes  sur  les  courbes  de  charge  et  de  décharge  : 

7770  790'i  8002  8o3o 

7530  7872  7981  8039 

On  laisse  reposer  20  heures  sous  charge  nulle.  On  croise  alors  systémati- 
quement des  cycles  à  12°  et  à  60'*.  Voici  les  amplitudes  sur  les  courbes  de  charge 
et  de  décharge. 


() 


12 8143  8290 

7960  826-2 

Go. 8207  *  8173 

8119  8159 

\i 8589  8583 

8392  8j5i 


28o 
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Les  cycles  à  froid  sont  moins  redressés  que  les  cycles  à  chaud. 

L'cfTel  de  la  lempéralure  est  plus  marqué  sur  l'aire  du  cycle.  Déterminons  la 

différence  maxima  des  abscisses  des  courbes  de  charge  et  de  décharge  pour  les 

mêmes  charges.  Voici  d'abord  les  résultats  pour  les  cycles  à  Go'*  que  l'on  fixe  au 

début  de  la  série  : 

820         ';>75         aCw)         204 

V  oici  maintenant  les  résultais  pour  les  cycles  croisés  : 

o 

iv>. 1981         233  î 

Go 'XijS  'ào\) 

11,. 7.ioo        V.4 1 8 

La  figure  7  donne  un  cycle  à  12**  et  un  cycle  à  60".  Le  cycle  à  60"  est  beaucoup 
plus  aplati. 

L'expérience  suivante  montre  quelles  erreurs  l'on  ferait  en  ne  tenant  ])as  compte 
du  recuit. 

Lo=  i885,  cycles  de  127:.  On  fixe  les  cycles  à  froid  (10®  environ).   On  décrit 


3  <»  s 

Allongements 


4  parcours;  voici,  de  2™  en  2*"  de  chaîne,  les  allongements  pour  le  premier,  le 
troisième  et  le  quatrième  : 


I. 


III. 


IV. 


Charffc 


(  Décharge . 


Charge . . . 
Décharge . 
Charge . . . 
Décharge . 


o 
170 

197 
208 

208 


217 


2yÀ 
533 
488 
(>i8 
5o6 
61I 


6  H 

1098 

9()o 
1177 

lOiM 
1220 


1223 

i8>6 
1G81 

197^ 
1723 

201 1 


20 1 8 
2031 
2348 
28  i9 
2591 
2871 


'-*9'7 
3394 
3420 
36jo 

3l7« 
3G7 1 


3829 
4'îo(i 
4268 


On  chauffe  à  G2**;  voici  les  ^  premiers  parcours  à  cette  température  : 


V. 

M. 

VII. 


si:ii  LKS  <:ot'RnES  nE  traction  nu  <:aoutchou(:  vulcanisé.             ^8i 

Charge 88  ii>.     911  i64:î  9.582  3588    463; 

Décharge....  177  671  ii3o  »  9.885  3827 

Charge 177  >v.o  ioi8  1822  2762  377')    I786 

Décharge....  192  598  120")  19^0  2939  3928 

Charge 192  Î40  108Î  1870  2823  38 '|8    {832 

Décharge....  190  617  121 2  2047  2986  3971 


Voici  les  amplitudes  pour  tous  ces  cycles  : 

10" 3829        393 1        4009        ^oùo 

r.2" 4549        4609        4640 

On  pourrait  conclure  sans  précaution,  et  Ton  a  souvent  conclu,  que  reflet  de 
rélévalion  de  la  température  était  d'allonger  le  parcours  et  d'augmenter  son 
épaisseur,  ce  qui  résulte  de  la  comparaison  des  cycles  IV  et  V.  Mais  déjà  le 
c\cle  VII  est  plus  aplati  que  le  IV. 

L'expérience  a  été  continuée.  Après  ces  deux  séries,  on  en  a  fait  sept  autres  alter- 
nativement à  10"  et  à  62°;  elles  se  composaient  seulement  de  deux  parcours  et  il 
s'écoulait  i  heure  entre  le  début  des  parcours.  Comme  ceux-ci  exigent  22  minutes 
environ,  il  restait  38  minutes  pour  amener  le  (îl  à  la  température  indiquée.  On 
donne  les  six  derniers  parcours,  qui  sont  les  XVI,  ...  et  XXI  : 

^         t  Charge 177  538  1109  njGo  :io38  4i38       ji^'o 

"     (  Décharge....  29(>  777  1498  4421  348i  4  Î27 

^yj,           „         \  Charge 296  ()()3  1274  2i5o  32i8  4279       Ï229 

*'  (  Décharge.,..  3 17  808  i  V22  24G3  353 1  » 

v\  III     rn        l  Charge 200  5r)0  n34  »  2948  $987       Î950 

A\  m.  ()2  . . .  ^     , 

(   Décharge  ....      2|0       o)8        1291       21 38  »  » 

\IX        Cn"        \  ^^^''3»*o<^ '^'\^^      ^'^^7       »««9       '1)99       '997       4o25       4988 

(  Décharge....     24G       07')       127")       2090       3 122       4'oi 

.               ,,         \  Charge 204  Î78  1181  2o5!  3i48  42^1       5272 

(   Décharge  ....  317  Sid  1  >44  2)02  3")5o  4521 

^^j             „         J  Charge 317  (i97  i324  22M)  33i9  433-       53'>9 

"'  (   Décharge....  3  io  840  1)^)0  253o  3(îi8  4  >7^ 

Voici  les  amplitudes  pour  tous  ces  cycles  : 

10 , . . . , 49G3  4933 

<>2 4950  4748 

ro 5oG8  5o^2 

Il  suffit  de  retrancher  les  nombres  placés  Tun  sur  l'autre  pour  le  même 
cjcle,  pour  voir  à  quel  point  le  cycle  fixé  ù  chaud  est  plus  aplati.  Voici  les  difl'é- 
rences  pour  les  parcours  XIX  et  XXI  ; 

Fac,  de  T,,  1*  S  ,  V.  36 
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\  \IX... if)  G8  86  91         123  76 


Différences. 


(  XXI i3         143        23()        3oi         299        221 


Même  pour  les  séries  régulièrement  croisées,  il  faut  ne  comparer  que  des 
CNcles  véritablement  correspondants  pour  avoir  des  résultats  réguliers.  Ainsi,  le 
premier  cycle  à  chaud  a  une  amplitude  supérieure  au  précédent  cycle  à  froid. 
Lilnrin,  il  ne  faut  jamais  oublier  fjue  croiser  des  expériences  revient  à  imaginer  un 
ensemble  périodique  où  interviennent  plusieurs  variables,  et  que  les  phénomènes 
dépendent  de  Tensemble  tout  entier. 

Si  donc  on  fait  varier  Tune  quelconque  des  conditions  formant  l'ensemble 
périodique,  les  résultats  se  trouvent  modifiés.  Il  serait  donc  absurde  de  dire  que 
les  amplitudes  d'un  cycle  donné  varient  dans  tel  rapport  quand  la  température 
passe  de  Oo  à  Ô|  sans  spécifier  tout  ce  qui  définit  l'eusemble  périodique,  sans  dire 
par  exemple  quel  est  le  nombre  des  parcours,  quel  temps  s'écoule  entre  leur 
description  aux  deux  températures,  etc. 

17.  Voici  une  expérience  faite  à  i4"  et  100®  qui  montre  qu'à  cette  dernière 
température  la  transformation  de  la  matière  est  déjà  considérable. 

Ïjq=:  1870.  Cycle  de  iott. 

Il  s'écoule  45  minutes  entre  le  parcours  des  cycles  ;  la  température  est  modifiée 
aussitôt  le  parcours  effectué.    * 

H  faut  environ  3o  minutes  pour  que  le  fil  atteigne  la  température  définitive; 
mais  comme  la  description  du  parcours  exige  moins  de  10  minutes,  on  a  large- 
ment le  temps. 

On  donne,  dans  le  Tableau  suivant,  les  allongements  de  a"  en  2"*  de  chaîne  : 

[  Charge o         294         719       i332       2i5o       3i37 

I  •   1 00" .  .  * 

'  '  (  Décharge 170    53-2   2049  '^^^\)      2418 

l  Charge IJ3  5i8  1081  1910  2920   8970 

*  *  f  Décharge 249  711  i3oo  2220  3r38 

l  Charge i58  490  9^3  1690  2591   36oi 

"  (  Décharge 337  7^^  '^22  2o5o  28j3 

.y     .„    l  Charge 317  744  «409  236o  347îa   46t2 

"*  (  Décharge 4*7  O^o  1704  2690  3692 

^    \   Charge 317  700  1290  21 16  3i58   43o4 


•  •  • 


Décharge 5G3       1068       1719       2579       35oo 

On  constate,   comme  précédemment,  que  le  cycle  à  chaud  a   une  amplitude 

inoindre  (jue  le  cycle  à   froid.   Voici   ces  amplitudes,    prises  sur  les  courbes   de 

charge  : 

14" 3817  4*^95 

100" 3i37  3443  3987 

Mais  il  y  a  un  allongement  subpermanenl  assez  grand  à  chaud  pour  que   les 
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parcours  soient  alors  plus  épais.  Voici,  d\ine  part,  les  épaisseurs  maxima;  d'autre 
part,  les  distances  des  points  de  départ  et  de  retour  à  charge  nulle.  Les  parcours 
sont  très  loin  d'être  fermés  : 

o 

i4 3io  33o 

loo 337  3Go  4^^» 

14 <j<>  1 00 

100 170  179  2^Cy 

18.  Influence  de  la  vitesse  sur  la  forme  des  cycles  à  chaud,  —  Pour  des 
raisons  que  Ton  comprendra  quand  nous  aurons  étudié  la  réactivité,  il  était 
important  de  savoir  si  à  chaud  la  vitesse  influe  sur  la  forme  des  cycles.  Les  expé- 
riences ont  été  faites  à  70".  La  vitesse  V  est  de  1™  de  chaîne  en  4  secondes  et 
demie,  la  vitesse  v  est  de  i™  en  68  secondes.  Les  cycles  sont  de  187:. 

On  croise  sur  le  môme  fil.  On  donne,  dans  le  Tableau  suivant,  les  amplitudes 
des  parcours  sur  les  courbes  de  charge.  Lo  =  1874  • 

V 707^  71  '5o      7?.  10      730J      7340      7375      7420 

V 7^31  7719 

V 77f>i  7660      7700       7^)90      7700 

i' 79 19.  8008 

V 79Î7  7890      79io      7910      788)       7870 

Il  est  incontestable  que  la  vitesse  influe  cependant  beaucoup  moins  à  chaud 
qu'à  froid. 

Nous  retrouvons,  d'ailleurs,  pour  les  premiers  parcours  des  séries  V,  les  mêmes 
particularités  qu'à  froid.  Pour  bien  se  rendre  compte  de  la  variation  due  à  la 
vitesse,  on  construira  une  courbe  en  prenant  les  amplitudes  comme  ordonnées  et 
le  numéro  d'ordre  des  parcours  comme  abscisses. 

De  même  qu'à  froid,  Tépaisseur  des  cycles  est  moindre  à  grande  vitesse  qu'à 
petite;  mais,  sur  l'épaisseur  aussi,  l'influence  de  la  vitesse  est  considérablement 
moindre  à  chaud  qu'à  froid. 

La  comparaison  delà  manière  suivant  laquelle  les  cycles  se  fixent  dans  les  difl^é- 
rentes  séries  V  est  intéressante.  Dans  la  première,  l'amplitude  va  constamment 
en  augmentant;  dans  les  autres,  elle  diminue  d'abord  beaucoup  pour  rester  à  peu 
près  stationnaire.  Ici  encore,  les  expériences  à  grande  et  à  petite  vitesse  réagissent 
les  unes  sur  les  autres,  et  la  méthode  des  expériences  croisées  se  présente  avec 
une  complexité  qui  la  rend  assez  hasardeuse.  Nous  avons  un  ensemble  périodique 
d^opérations,  et  l'on  ne  peut  pas  distraire  une  seule  de  ces  opérations  sans  modifier 
les  résultats  de  l'ensemble  entier. 


SUR    LA 
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Pau  mm.  H.  BOUASSE  i:t  Z.  CAURIERK. 


HISTORIQUE. 

Pour  bien  faire  comprendre  en  quoi  nos  recherches  diflcrent  de  celles  qui  les 
ont  précédées,  nous  allons  résumer  le  Mémoire  de  Kohlrausch  {l^ogg.  Ann,, 
t.  CLVIII,  1876).  Il  est  classique  en  Allemagne,  et  Ton  peut  dire  que  les  nom- 
breux auteurs  qui  se  sont  occupés  du  caoutchouc  se  sont  imprégnés  de  son 
esprit  et  n'ont  fait  qu'en  retrouver  les  résultats,  qui  sont  d'ailleurs  pour  la 
plupart  dans  le  Mémoire  de  Weber.  On  ne  saurait  conclure  de  là  qu'ils  soient 
inattaquables  dans  leur  interprétation  générale;  cette  concordance  prouve  tout  au 
plus  que  Kohlrausch  observait  bien,  ce  dont  personne  n'a  jamais  douté,  et  que  ses 
élèves  et  continuateurs  se  sont  placés  dans  les  mêmes  conditions  expérimentales. 
A  quel  point  ces  conditions  sont  particulirres,  par  quelles  limites  étroites  il  a 
borné  la  question,  c'est  ce  que  le  présent  Mémoire  montrera. 

Kolhrausch  emploie  du  caoutchouc  de  jouets  :  sa  section  est  carrée,  de  o'"'",9 
de  côté.  Un  mrtre  pèse  0^,98.  La  densité  est  1,2;  ce  qui  prouve  que  le  caout- 
chouc contenait  passablement  de  matières  étrangères.  Au  lil  est  constamment 
attaché  un  petit  plateau  pour  placer  des  poids,  pesant  lui-même  4^?  1  \  sous  celte 
charge  la  longueur  du  fil  est  '2'",3o.  Avant  le  commencement  des  recherches  il 
était  tendu  de  60*^"*  pendant  20  minutes  et  dès  lors  abandonné  à  lui-même. 
Remarquons  que  c'est  le  même  fil  qui  va  ser\iv pour  toutes  les  recherches, 

RÉACTIVITÉ    APUÈS    DES    ALLO^GEMExNTS    OU    DES   SI  RCHARGES    DE    PEU     DE    DUKÉE. 

On  saisit  le  fil  à  la  main,  on  l'allonge  de  i  à  A  {voir  pour  celte  notation  le 
Mémoire  précédent),  on  maintient  l'allongement  pendant  i  minute  et  l'on  ramène 
le  fil  à  sa  position  naturelle,  rapidement  mais  avec  prudence.  Après  10  secondes 
ses  oscillations  sont  amorties  et  l'on  commence  les  lectures.  Enfin  après  3o  minutes 
le  fil  revient  à  sa  longueur  initiale  à  moins  de  1™"*  près;  on  prend  celle  position 
comme  position  d'équilibre  et  ï on  y  rapporte  le  résultat  (\e  toute  l'opération. 
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On  appelle  x  les  allongemenls  temporaires  du  fil  par  rapport  à  la  longueur  avant 
le  commencement  de  rexpérience. 

Entre  deux  expériences  on  met  un  temps  tel  que  la  réactivîté  en  5o  minutes 
soit  négligeable.  Ici  Kohlrauscli  pose  donc,  comme  hypothèse,  que  le  fil  revient 
à  un  étal  bien  déterminé  et  toujours  le  même,  quand  la  réactivité  est  devenue 
négligeable,  ce  qui  est  entièrement  faux. 

Kohlrausch  prend  rallongement  pour  paramètre  variable  de  ses  expériences  et 
cherche  une  formule  pour  les  représenter. 

Il  s'arrête  à  l'expression  suivante  :r  =  —  >  où  c  et  a  sont  des  fonctions  de  A. 
Pour  ^  =  o,  on  a  :r  =  oo;  mais  il  nefait  servir  la  formule  qu'à  partir  de  lo  secondes, 
c'est-à-dire  de  ^  =  0,167;  il  prend  la  minute  pour  unité  de  temps. 

Voici  donc  précisé  le  point  de  vue  de  Kohlrausch  :  il  pose  comme  hypothèse 
(|ue  les  opérations  sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  qu'il  suffit  d'attendre 
v\\\  temps  suffisant  pour  que  la  matière  du  caoutchouc  revienne  à  son  état  initial  ; 
conséquemment  qu'il  y  a  lieu  de  chercher  une  formule  où  intervienne  seule 
l'opération  actuelle.  De  j)lus,  les  opérations  elles-mêmes  sont  mal  définies  :  Il  ne 
suffit  pas  de  dire  que  les  allongements  et  raccourcissements  se  font  rapidement 
mais  avec  prudence  {rasch  aber  beliutsam).  Quant  à  la  formule  choisie,  nous 
prouverons  qu'elle  n'est  pas  générale  et  qu'à  supposer  qu'elle  représente  les 
résultats  de  Kohlrausch,  on  peut  imaginer  une  infinité  de  techniques  où  elle  est 
grossièrement  erronée. 

A  la  vérité  nous  sommes  en  présence  d'un  ensemble  complexe  d'opérations  qui 
réagissent  toutes  les  unes  sur  les  autres,  et  l'on  ne  peut  rien  modifier  sans  tout 
modifier  plus  ou  moins. 


IIKAC.TIVITÉ    sous    l'iAFLUENCE    d'lN    CHANGEMENT    PERMANENT    UE    CHARGE. 

On  augmente  ou  l'on  diminue  brusquement  la  charge  de  1^,  2^,  4*-  On  détermine 
la  manière  dont  le  fil  s'approche  peu  à  peu  de  sa  nouvelle  position  d'équilibre. 
La  durée  du  phénomène  est  ici  considérable  et  se  chiffre  par  semaines.  Il  serait 
peut-être  plus  simple  de  dire  qu'il  n'y  a  pas  de  position  d'équilibre,  mais  c'est  une 
affaire  de  mots  sans  importance. 

Surcharge,  —  Soit  {fig^  1)  la  courbe  des  allongements  OAB  :  pour  4^ 
Kohlrausch  la  représente  par  l'équation 

o,osî4i 


y,  —  0,0767  -  -'- 


1U9 


y^  est  l'allongement  en  fonction  de  la  longueur  initiale  prise  pour  unité ^  l'unité  de 
temps  est  la  minute.  Pour  /  =  oc,  le  fil  se  serait  allongé  de  0,0767  de  sa  longueur 
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iniliale.   Pour  des  poids  autres  que  4^i  il  trouve  des  courbes  semblables  à  celle 
(|ui  correspond  à  celte  charge.  On  aurait,  par  exemple, 

La  formule  donnerait  y  =  —  ^o  pour  ^  =:  o  ;  mais  on  ne  s'en  servira  qu'à  partir 


Temps 


d'un  temps  tel  que  y  soit  positif,  ce  qui  représente  une  très  petite  fraction  de 
seconde  :  o*,ooi5.  Il  n'y  a  donc  aucun  inconvénient  à  employer  Texpression  précé- 
dente. 

Décharge,  —  Kohlrauscb  énonce  la  loi  suivante  :  les  allongements  et  les 
raccourcissements  qui  suivent  la  cbargc  et  la  décharge  sont  égaux  pour  un  mémo 
poids  pourvu  que  l'allongement  soit  relativement  petit.  Cependant,  il  remarque, 
après  Weber,  (|ue  cette  loi  est  insuffisante  et  que  le  raccourcissement  est  toujours 
plus  rapide  que  l'allongement.  La  courbe  n'est  pas  BA'B'  identique  à  OAB(//jif.  1), 
mais  Ba6;  déplus  il  peut  intervenir  un  allongement  permanent. 

Si,  au  lieu  de  se  borner  aux  très  petits  allongements,  généralement  très  infé- 
rieurs à  A  =  2,  Kohirausch  avait  poussé  ses  expériences  jusqu'à  A  =  G,  7  ou  8,  il 
n'aurait  même  plus  eu  l'idée  de  donner  la  loi  d'égalité,  même  comme  première  el 
grossière  approximation.  Cependant,  pourquoi  borner  son  étude  aux  petits  allon- 
gements et  quel  intérêt  présente  cette  limitation  des  phénomènes  à  la  soi-disant 
élasticité  parfaite  qui  n'existe  jamais? 

Influence  de  la  température.  —  Kohirausch  compare  les  réaclivités  après  des 
allongements  de  160™'"  pendant  i  minute  :  une  des  expériences  est  faite  à  ()", 
Tautre  à  17", 3.  Elles  donnent  des  courbes  de  même  forme;  on  peut  les  représenter 
par  l'expression  x=  ct'^y  où  a  reste  le  même.  Les  coefficients  c  sont  dans  le 
rapport  3,2;  le  plus  grand  correspond  à  9®,  ainsi  la  réactivité  décroît  avec  la  tem- 
pérature, à  l'inverse  de  ce  qui  se  passe  pour  les  métaux. 

Nous  verrons  plus  loin  combien  peu  une  telle  expérience  est  convaincante. 

11  reprend  la  même  élude  en  imposant  une  surcharge  de  2^.  Voici  les  conclusions  : 
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La  température  a  une  influence  énorme,  A  haute  température  les  allon- 
i>ements  initiaux  sont  beaucoup  plus  grands  qu'à  basse  température  ;  mais 
les  différences  décroissent  vite^  on  peut  admettre  qu'elles  s'annulent  et 
qu'après  quelques  jours  dans  toutes  les  séries  l'allongement  est  le  même. 

Les  mêmes  phénomènes  se  présentent  après  une  brusque  décliarge.  Voici 
(railleurs  les  nombres  de  deux  séries  pour  fixer  les  idées.  Surcliarge  2^  : 

Temps  en  minutes.  ()/?5. 


o  llllll 


0,3. 

o 

5. 

10. 

1440. 

mm 
Ji,l 

mm 

17.4 

mm 

6i  ,o 

mm 
(S>. ,  5 

mm 

75,9 

37,4 

45,4 

49»  > 

» 

» 

Allongements  à  19,)...      V>,o 
Allongements  à    7,6...     3), 5 

l'entre  o'",25  et  5'",  rallongement  à  19",  5  est  9,0;  à  ^®,6ilest  16,0. 

Excepté  en  ce  qui  a  trait  au  sens  de  la  variation  de  la  réaclivité  avec  la  tempé- 
rature, les  conclusions  précédentes  sont  singulièrement  contestables. 

Kohirausch  dit  (|ue  les  résultats  d^Exner,  sur  la  diminution  de  la  vitesse  de 
propagation  du  son  dans  le  caoutchouc,  quand  la  température  s'élève,  concordent 
avec  rinlluence  constatée  de  cette  élévation  sur  la  grandeur  de  la  réactivilé.  On 
lie  voit  pas  bien  en  quoi  ces  (pieslions  sont  connexes. 


ni:ACTl\  ITKS    DIKS    A     DKS    DKFORMATIO.NS    COXSÉCLTCVKS    DK    SE>S    OPPOSÉS. 

C'est  là  cerlainement  la  partie  la  plus  neuve  et  la  plus  intéressante  du  Mémoire 
de  Kohirausii.  i^e  caractère  général  de  la  réactivité,  dit-il,  est  qu'une  déformation 
dont  elle  est  cause  diminue  d'autant  j)Ius  lentement  qu'il  s'est  écoulé  plus  de 
icmps  depuis  la  déformation  qui  lui  a  donné  naissance  (déformation  primaire). 
Superposons  plusieurs  réactivités  sur  le  même  corps  ;  on  peut  s'arranger  de  manière 
qu'il  se  déforme  sponlanément  dans  un  sens  puis  dans  l'autre.  On  impose  par 
cxenq)le  une  déforniahon  grande  ou  longue  et  ensuite  une  déformation  petite  ou 
(•ourle  de  sens  conlraire;  on  abandonne  ensuite  le  corps  à  lui-même;  on  peut 
s'attendre  à  voir  la  réactivilé  qui  j)rovient  de  la  seconde  déformation  l'emporter 
d'abord.  Mais  son  elTei  diminue  vile  et,  pour  des  rapports  convenables  entre  les 
déformations  primaires,  la  réactivité  due  à  la  première  de  ces  déformations  peut 
réapparaître.  La  déformation  spontanée  du  cor[)S  change  alors  de  signe. 

i'our  intéressantes  (pie  soient  ces  considérations,  Kohirausch  n'est  resté  qu'à 
la  surface  de  la  (piestion,  car  le  seul  exemple  qu'il  nous  donne  comporte  deux 
(changements  de  signe  et  non  pas  un  seul,  comme  il  le  croit. 

Il  utilise  le  caoutchouc  qui  lui  a  toujours  servi  et  qui  portait  d'une  manière 
permanente  une  charge  de  /\^^\.  Il  diminue  cette  charge  à  4^  qu'il  maintient 
pendant  (i  minutes.  Il  raccourcit  alors  à  la  main  de  4o"*™  pendant  i  minute,  ce  qui 
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correspond  h  une  nouvelle  décharge  et  abandonne  enfin  le  fil  à  lui-même.  11  com- 
mence par  s'allonger  pendant  90%  puis  se  raccourcit. 

Si  Kohirausch  avait  attendu  un  temps  suffisant,  il  aurait  vu  le  fil  s'allonger  à 
nouveau.  Nous  montrerons  comment  on  peut  systématiquement  reproduire  ces 
inversions  de  sens  doubles. 

Expérience  de  Pu/frich  (  Wied,  Ann,,  t.  XXVIII,  1886).  —  Pulfrich  s'est  pro- 
posé d'étudier  les  pbénomèmesde  réaclivilé  sur  un  lube  de  caoutchouc,  en  déter- 
minant simultanément  les  variations  de  longueur  et  de  diamètre.  Il  s'agissait  de 
discuter  sous  une  de  ses  faces  la  question  du  coefficient  de  Poisson.  Nous  ne 
faisons  que  signaler  ces  expériences,  parce  que,  au  point  de  vue  où  nous  sommes, 
ni  dans  la  méthode,  ni  dans  les  résultats,  elles  n'ont  apporté  quelque  chose  de 
neuf.  Nous  y  reviendrons  quand  nous  rencontrerons  dans  un  prochain  Mémoire 
le  coefficient  de  Poisson. 


DESCRIPTION    DKS    APPAREILS    EMPLOYES. 


Ou  peut  reprocher  aux  physiciens  qui  se  sont  occupés  du  caoutchouc,  outre 
des  idées  erronées  sur  la  nature  du  phénomène  qu'ils  étudiaient,  une  technique 
défectueuse.  Cette  technique  était  d'ailleurs  la  conséquence  de  leurs  idées.  Nous 
ne  pouvons  plus  nous  contenter  d'opérations  à  la  main,  fussent-elles  conduites 
avec  prudence,  behulsani;  il  s'agit  d'obtenir  des  déformations  parfaitement 
définies,  ne  serait-ce  que  pour  les  reproduire  identiques  à  elles-mêmes. 

L'appareil  employé  est  représenté  schcmaliquement  {Jig*  2).  Le  caoutchouc  est 
pris  entre  deux  pinces.  La  pince  supérieure  est  fixée  dans  Taxe  d'un  tronc  de  cône 
de  laiton  qui  se  place  dans  un  tronc  de  cône  creux,  lui-même  fixé  dans  une  épaisse 
planche  à  S'^^So  au-dessus  du  sol.  Grâce  à  celte  disposition  on  peut  aisément 
régler  le  caoutchouc  en  azimut,  ce  dont  on  va  voir  la  nécessité. 

La  pince  inférieure  supporte  une  légère  règle  de  bois  à  laquelle  seront  sus- 
pendus des  poids  par  l'intermédiaire  de  crochets.  Une  plate-forme  PP  peut  être 
animée  d'un  mouvement  vertical,  grâce  à  la  rotation  de  la  vis  VV  dans  Técrou  E; 
elle  est  équilibrée  par  un  contrepoids  P'  et  guidée  par  une  tringle  verticale  TT 
qui  la  traverse  à  frottement  doux. 

Pour  mettre  le  caoutchouc  en  charge,  on  fait  descendre  la  plate-forme  d'un 
mouvement  uniforme,  en  entraînant  l'une  des  poulies  qui  sont  fixées  à  la  vis.  Le 
caoutchouc  s'allonge  avec  une  vitesse  constante  jusqu'à  ce  que  le  poids  abandonne 
la  plate-forme.  A  partir  de  ce  moment  le  fil  s'allonge  à  charge  constante. 

Pour  étudier  la  réactivité  à  haute  température,  le  caoutchouc  est  enlouré  d'une 
double  enceinte  formée  de  deux  tubes  de  laiton  concentriques;  un  courant  d'eau 
froide  ou  chaude  traverse  l'espace  annulaire.  L'eau  est  fournie  par  un  réservoir, 
Fac.  de  T.,  2«S.,  V.  37 
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et  amenée  soit  directeincnt  soit  â  travers  un  appareil  à  ailettes  cliaiiITé  au  gaz,  qui 
la  porte  à  une  tcmpi^raturc  fonction  de  la  vitesse  d'écouleineut.  Une  cliicane  remplie 


d'iiuiie  C  empêche  les  courants  d'ali-  verticaux  de  se  produire  autour  du  caout- 
chouc en  expérience. 

La  visa  i"',4odc  long;  il  en  est  de  même  de  la  partie  du  tube  qu'il  est  possible 
de  chaiifTer.  I. a  hauteur  totale  de  l'appareil  est  donc  voisine  de  3",5o.  On  peut 
allonger  de  6  fois  sa  longueur  un  caoutchouc  de  ao'"'. 

On  lit  dans  une  lunette  les  divisions  de  la  règle  à  un  dixième  de  millimètre 
près;  c'est  une  approximaliuii  largement  suffisante. 

Il  est  possible,  grâce  à  un  inverseur  de  vitesse,  d'imprimer  aux  poulies  un 
mouvement  dans  l'un  ou  l'autre  sens,  ou  de  les  arrêter  brusquement;  on  peut 
d'ailleurs  faire  varier  la  vitesse  de  i  à  lo  en  utilisant  des  transmissions  convenables. 
La  vitesse  du  moteur  est  maintenue  exactement  uniforme  par  un  régulateur  de 
Watt. 

Pour  chidicr  la  réaciivilé  sur  une  courbe  de  décharge  (u"  9),  il  est  nécessaire  de 
supprimer  une  partie  seulement  de  la  charge.  On  utilise  un  support  S  représenté 
à  gauche  de  la  ligure  2  et  qui  se  place  sur  la  plate-forme  P.  La  charge  est  divisée 
en  deux,  P,  et  1*',  ;  P,  repose  sur  la  plate-forme,  \*\  sur  le  support  S;  elles  sont 
reliées  par  une  cordelette  dont  la  longncuresl  de  (juelques  centimètres  supérieure 


SUR    LA    UÉACTIVITÉ    DU    CAOUTCHOUC    VULCANISÉ.  '2C)l 

•d  la  hauteur  du  support  S.  Quand  la  plate- forme  descend,  P'^  se  trouve  d'abord 
suspendu  au  fil,  puis  Pj.  On  enlève  alors  le  support  S.  Pendant  la  décharge,  P| 
est  rencontré  d'abord  par  la  plate-forme;  il  suffit  d'arrêter  le  mouvement  pour 
maintenir  la  tension  constante  égale  à  P', .  Cette  technique  peut  se  généraliser  et 
s'appliquer  à  trois  ou  plusieurs  poids  successifs. 

Enfin  il  peut  être  nécessaire  d'imposer  au  fil  des  Iractions  rj'thmées  petites  et 
nombreuses.  La  pince  supérieure  est  alors  fixée  à  l'extrémité  d'une  tige  métal- 
lique horizontale  qui  tourne  autour  d'un  axe  horizontal  placé  en  sou  milieu.  Sa 
course  est  limitée  par  deux  vis.  Le  poids  des  pinces,  de  la  règle  de  bois  et  de  la 
charge  que  supporte  le  caoutchouc  est  à  peu  près  équilihré  par  xin  poids  qui  est 
suspendu  par  un  fil  métallique  à  l'autre  extrémité  de  la  tige  et  qui  plonge  dans 
un  vase  plein  d'huile.  Une  armature  de  fer  est  soudée  à  cette  sorte  de  fléau  et 
peut  être  attirée  par  un  électro-aimant  sur  le  circuit  duquel  se  trouve  une  pile. 
Une  horloge  ou  un  métronome  le  ferme  à  des  intervalles  de  temps  égaux  et  connus. 
On  obtient  ainsi  indéfiniment  une  oscillation  verticale  à  l'extrémité  supérieure 
du  caoutchouc,  dont  l'amplitude  peut  varier  de  o"'""  à  S*""*. 

Notations,  —  La  charge  que  supporte  toujours  le  fil  en  expérience  (pince  et 
règle)  est  de  65^;  nous  la  désignerons  par  Po.  Nous  désignerons  par  P|  la  charge 
qu'on  ajoute. 

To  est  le  temps  passé  sous  la  charge  invariable  P©  ;  T<  est  le  temps  passé  sous  la 
charge  constante  P{.  La  longueur  initiale  du  fil  est  Lo,  généralement  mesurée  sous 
Po  à  moins  d'indications  contraires  :  Lq  représente  aussi  la  longueur  au  commen- 
cement des  cycles;  L<  est  la  longueur  au  commencement  de  l'arrêt  sous  P|, 
L'f  est  la  longueur  à  la  fin  de  l'arrêt  sous  P|.  Nous  représenterons  par  A|,  As, . . .,  A;,? 
les  allongements  sous  P|,  dans  les  intervalles  formés  par  les  temps  o%  3o%  i™, 
2",  ....  formant  (sauf  le  premier)  une  progression  géométrique  déraison  2.  Enfin  A 
est  l'allongement  total  entre  3o*  et  Ti  ;  on  donne  à  cet  allongement  une  importance 
particulière,  parce  qu'il  est  le  plus  grand  qu'on  puisse  déterminer  avec  rigueur. 
La  longueur  Lf  n'est  pas  déterminée  avec  une  très  grande  précision  ;  au  moment  où 
la  charge  devient  constante,  la  vitesse  d'allongement  ne  varie  pas  brusquement.  Il 
est  donc  impossible  de  dire  à  un  dixième  de  millimètre  près  quelle  est  la  valeur 
de  L|  et  par  conséquent  quel  est  l'allongement  total  pendant  l'arrêt  T|.  La  même 
difficulté  n'a  pas  lieu  entre  3o*  et  T| . 

A  moins  d'indication  contraire,  la  vitesse  uniforme  d'allongement  pendant  la 
mise  en  charge  est  de  1'"  en  l^3^  De  même,  à  moins  d'indication  spéciale,  on 
opère  a  la  température  ordinaire  du  laboratoire.  Le  caoutchouc  est  employé  sous 
forme  de  cordes  rondes  de  4™"*  de  diamètre;  sa  densité  est  0,984;  il  a  été  fourni 
comme  ne  contenant  que  de  la  gomme  et  du  soufre.  Il  est  gris  clairet  légèrement 
poudreux  à  la  surface;  il  s'allonge  sans  céder  de  7  à  8  fois  sa  longueur. 
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Nous  poserons  A  =  L  :  I.q. 

A  moins  d^ndicalion  contraire,  les  longueurs  sont  énoncées  en  dixièmes  de 
millimùlre. 

RÉSULTATS    DES    EXPÉIUENCES. 

1.  Allongement   sous  charge  constante   aux  extrémités  d^un  parcours. 
Fixation  du  cycle.  —  P|  =  ooo^;  ï,  ==  82"',  To=  o. 

On  décrit  des  cycles  dans  ces  conditions.  Voici  le  résultat  de  l'expérience: 

Lo  • 323o  3060  3700  3730  3790  3750  3790  3790 

Li 7500  8290  8440  8520  8665  8680  8710  8730 

■^1 240  108  96            9'2  92  94  89  90 

A, 98  38  34            36  33  35  32  33 

A3 m  38  35            35  32  36  36  3S 

A4 117  39  35            33  32  33  3i  32 

A5 117  4^  33             28  27  28  29  29 

Ag 114  44  34             3o  25  25  24  24 

A7 112  49  36            32  24  24  25  23 

A 669  25o  207           194  173  181  179  176 

L'i 8409  8648  8743            »  8930  8955  8978  8996 

Entre  le  quatrième  et  le  cinquième  parcours,  le  temps  T<  a  été  128"*.  On  a  eu 
pour  le  quatrième  parcours  18  =  40,  A9=:56.  Au  moment  de  la  décharge, 
L',  était  donc  égal  à  8902. 

1°  La  loi  énoncée  par  un  de  nous  pour  les  fils  métalliques,  à  savoir  que  les 
allongements  sont  sensiblement  égaux  dans  des  intervalles  de  temps  en  progres- 
sion géométrique,  est  encore  approximativement  vérifiée,  en  tenant  compte,  bien 
entendu,  de  toutes  les  restrictions  apportées  à  cet  énoncé.  (  Voir  le  Mémoire  Sur 
les  courbes  de  déformation  des  fils  métalliques^  Chap.  Vlll.) 

Entre  16"*  et  82™  par  exemple,  l'intervalle  est  82  fois  plus  grand  que  Tinler- 
valle  compris  entre  80*  et  i"\*  pourtant  A7  et  A2  ne  diffèrent  que  du  tiers  ou  du 
quart  de  leur  valeur.  En  tous  cas  les  expériences  satisfont  infiniment  mieux  à  la  loi 
L  =  A -H  Blog(^  •-}- t)  qu'aux  lois  proposées  par  Kohlrausch  qui  donnent  lieu 
à  des  calculs  aussi  vains  que  compliqués. 

2"  Le  phénomène  est  considérablement  modifié  par  le  premier  parcours  : 
cette  modification  ne  disparaît  pas  par  le  repos  sous  charge  nulle,  même  prolongé. 

3"  Considérons  le  quatrième  parcours;  on  devrait  trouver  pour  Ag  et  A»  des 
nombres  faiblement  croissants  ;  on  trouve  4o  et  56.  Donc,  si  Ton  augmente  T|,  les 
nouveaux  A  se  rapprochent  de  plus  en  plus  des  A  de  môme  numéro  d'ordre  qu'on 
aurait  trouvés  pour  le  premier  parcours,  si  l'on  avait  allongé  le  temps  T|.  En 
d'autres  termes,  si  après  le  quatrième  parcours  on  augmente  suffisamment  T| 
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pour  observer  des  A,,  de  numéros  d'ordre  élevés,  ils  tendent  vers  les  valeurs 
qu'auraient  eues  les  A„  du  premier  parcours. 

On  s'explique  ainsi  la  croissance  des  A  du  second  parcours  qui  se  fait  dès 
.à  partir  de  Ao. 

Pour  le  troisième  et  le  quatrième,  il  y  a  croissance  de  Ag  à  A7,  mais  plus  faible. 

4°  Pour  le  cinquième  parcours  A  est  plus  petit  :  celte  diminution  tient  à  l'aug- 
mentation de  T|  à  la  fin  du  quatrième.  Puis  A  augmenle  pour  le  sixième,  pour 
décroître  régulièrement  ensuite  pour  les  septième  et  huitième,  la  fixation  se 
faisant  toujours  par  une  diminution  de  A. 

L'influence  de  rallongement  ï<  se  montre  aussi  par  la  notable  diminution  des 
derniers  A  pour  les  parcours  suivants. 

A  elle  seule  cette  expérience  suffit  pour  prouver  à  quel  point  les  idées  de 
Kohirausch  et  de  ses  émules  sont  erronées.  Comment  pourrait-il  venir  à  l'idée  de 
calculer  des  paramètres  numériques  pour  un  phénomène  aussi  complexe?  Ne 
voit-on  pas,  jusqu'à  la  dernière  évidence,  la  réaction  des  parcours  les  uns  sur  les 
autres  et  le  souvenir  que  garde  la  matière  des  précédentes  modifications? 

5**  L'allongement  est  toujours  plus  grand,  si  la  charge  croît  et  décroît  entre  Po 
et  Pi,  que  si  elle  conserve  la  valeur  constante  Pj.  Extrapolons  pour  le  premier 
parcours.  Pour  ï, ,  L',  =  8409.  Si  l'on  attendait  jusqu'à  T<  =  256,  la  longueur 
serait  84094-336  =  8745,  en  admettant  A^  r=  Aj  =  A,o  =  1 12.  Or  on  atteint 
celte  longueur  à  la  fin  du  troisième  cjcle,  auquel  on  parvient  100  minutes  environ 
après  le  commencement  de  l'arrêt  sur  le  premier;  on  gagne  donc  i56  minutes 
environ.  De  même,  il  faudrait  à  charge  constante  un  temps  énorme  pour  par- 
venir à  8996. 

2.  Réactivité  en  fonction  de  la  charge,  —  Chaque  expérience  est  faite  sur 
un  fil  diflerenl.  Vitesse  uniforme  d'allongement  pendant  la  mise  en  charge:  i"  en 
173'.  On  a  représenté,  figure  3,  l'allongement  A  entre  3o'  et  32™.  La  longueur 
des  fils  sous  charge  nulle  est  de  o"*,25,  les  A  sont  donnés  en  millimètres.  Pour 
fixer  les  idées  on  a  représenté  par  un  trait  interrompu  les  allongements  totaux 
jusqu'au  temps  32™  après  rétablissement  de  la  charge. 

Par  exemple,  imposons  looo^;  entre  3o*  et  32™  l'allongement  est  de  o'",077; 
à  ce  moment  le  fil  s'est  allongé  de  i'",02;  sa  longueur  totale  est  de  i*",27 
et  A  =5.  On  remarquera  la  forme  singulièrement  complexe  de  la  courbe  qui 
représente  les  A  :  nous  l'avons  vérifiée  par  de  nombreuses  expériences  et  elle  ne 
semble  pas  douteuse.  Elle  présente  trois  points  d'inflexion  et  un  maximum.  Il  est 
bien  entendu  que  la  technique  influe  notablement  sur  la  position  de  ces  points 
et  que  les  nombres  ne  sont  que  pour  fixer  les  idées. 

La  loi  suivant  laquelle  les  allongements  à  charge  constante  dépendent  du  temps 
est  variable  tout  le  long  de  la  courbe.  Étudions  la  variation  des  Aj,  A3,  .... 
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Si  la  charge  est  petite,  ils  sont  à  peu  près  constants  ou  légèrement  décroissants. 
Quand  la  charge  croît,  un  maximum  apparaît.  Il  a  lieu  pour  un  numéro  d^ordre 
d'abord  croissant.  Par  exemple,  pour  3oo",  c'est  A3  qui  est  maximum;  pour  5oo^, 
c'est  A4.  Puis,  jusqu'à  looo^,  le  maximum  correspond  à  un  numéro  supérieur  à  7. 
Comme  les  expériences  n'étaient  continuées  que  jusqu'à  82*",  on  ne  l'observait 
pas  :  les  A/  croissaient  continuellement  à  partir  de  A^. 

Au-dessus  de  looo^,  le  maximum  réapparaît  dans  le  champ  de  l'expérience  et  se 
produit  pour  un  A/  de  numéro  d'ordre  i  décroissant.  Enfin,  quand  la  charge  est 
suffisamment  élevée,  à  i5oo^,  par  exemple,  les  A/  décroissent  continuellement. 
Le  maximum  a  disparu. 

On  peut  donc  avoir,  entre  3o"  et  32*",  des  A  égaux  pour  deux  charges  difTé- 
rentes,  mais  composés  de  A/  entièrement  différents,  par  exemple,  toujours  crois- 
sants pour  la  plus  faible  charge,  toujours  décroissants  pour  la  plus  forte. 

Dans  toutes  les  expériences  effectuées  avec  notre  technique,  A|  (entre  o*  et  3o*) 
est  toujours  plus  grand  que  A^  (3o*  à  i"*). 

Mêmes  expériences  sur  un  fil  unique,  —  Ces  expériences  ont  été  reprises 
sur  un  fil  unique.  On  impose  la  charge  P{  pendant  un  temps  T{  ;  on  revient  à  la 
charge  Pq,  on  attend  un  temps  To,  puis  on  recommence  avec  une  charge  P|  plus 
grande  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  les  résultats  numériques  dépendent  de  la 
loi  de  variation  des  charges  P|  et  des  temps  d'arrêt  T<  et  T^.  L'allure  générale  du 
phénomène  reste  la  même  que  si  Ton  emploie  pour  chaque  expérience  des  (ils 
différents.  Par  exemple,  on  a  pris  pour  les  charges  P|  la  série  arithmétique  100, 
400,  700,  1000,  i3oo;  T,  =  32  et  Tq  est  tel  que  l'expérience  totale  dure  i  heure. 
On  a  trouvé,  pour  A  entre  3o'  et  32"^,  Lq=  1600  : 


Pi 

A., 


100 

400 

700 

1000 

i3oo 

38 

269 

368 

6>9 

790 

La  courbe  représentative  a  la  même  allure  que  celle  représentée  figure  3. 

Pour  1006  les  A/  sont  constants  :  ils  présentent  un  maximum  pour  A»  quand 
P^  =  4oo;  puis  le  maximum  se  fait  pour  des  temps  de  plus  en  plus  grands;  ainsi 
pour  P,  =  ioooB,  jusqu'à  32*",  les  A,  sont  croissants.  Pour  i3ooS  le  maximum 
réapparaît  pour  A3.  Ces  résultats  sont  conformes  aux  précédents. 

Autre  exemple.  —  Nous  avons  pris  pour  P,  la  série  arithmétique  100,  aoo, 
3oo,  ....  Torm  2'",  T|  =  8"\  Lo=  1600.  Nous  donnons  ci-dessous  la  suite  des  A 
entre  3o*  et  8'"  jusqu'à  1  Soo**  : 

180 
La  courbe  a  encore  même  allure.  On  constate  que  pour  600^  et  7006  les  A  sont 


9/2 

49 

89 

i3i 

160 

168 

171 

20J 

269 

387 

502 

528 

499 

442 
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sensiblement  les  mêmes.  En  diminuant  encore  la  raison  de  la  progression  arithmé- 
tique, on  arriverait  même  à  donner  à  la  courbe,  au  voisinage  de  ces  charges,  un 
maximum  et  un  minimum,  ce  qui  est  conforme  aux  résultats  du  n°  1. 

Ces  expériences  prouvent  à  quel  point  rinlerprétalion  des  séries  effectuées  sur 


FiR.  3. 


SOOgr.  lOOOgr 

Charges 


tSOOgi 


Allongements  totaux  en  centimètres  après  32° 
Rcactivités,  A  en  millimètres  entre  3o'  et  32", 


un  même  fil  devient  complexe  et  justifie  les  critiques  que  nous  avons  adressées 
au  Mémoire  de  Kohlrausch,  qui  fait  porter  toutes  ses  recherches  sur  un  même 
bout  de  fil.  Il  n'étudie  d'ailleurs  que  la  toute  première  partie  de  la  courbe  que 
nous  venons  de  tracer. 

3.   Réaclivité   pour   la   charge   Pq.    —   Lo=324o,    P,  =  700*,   T|  =  i66*", 
L,  =  I  io3o.  Voici  les  valeurs  des  A  et  A|  à  Ag  : 


'2C5 


1 1 1 


i3o 


.% 


143 


t  f  ' 


i4^i 


140 


Entre  3o*  et  64™,  rallongement  sous  P|  est  962. 
Pour  T|  =  166*",  la  longueur  est  devenue  12  447' 
On  ramène  alors  à  la  charge  P^.  Voici  les  valeurs  de  A,  de  A,  à  A^  : 


178 


39 


43 


42 


40 


37 


21) 


'9 


Kntre  3o*  et  64"*  le  raccourcissement  sous  P©  est  253. 
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I^a  loi  de  Kolilrausch,  que  les  allongements  et  les  raccourcissements  qui 
suii'ent  la  charge  et  ta  décharge  sont  égaux  pour  un  même  poids,  ne  sauraîi 
ôlrc  gc^nérale.  Kohlraiiscii  ajoute,  il  est  vrai,  que  pour  des  allongements  un  peu 
grands  le  raccourcissement  est  plus  rapide  :  l'expérience  précédente  montre  que  ce 
dernier  fait  n'est  pas  seulement  une  correction  petite  à  ajoutera  la  loi  d^égalité. 
L'allongement  A|  correspondant  au  début  de  la  charge  est  3,i,  et  déjà  les  A 
correspondant  ù  la  charge  et  à  la  décharge  sont  entre  eux  comme  4  I  '   environ. 

(iCt  exemple  prouve  quel  avantage  il  y  a  d'opérer  dans  toute  l'étendue  acces- 
sible d'un  phénomène.  Kohirausch  fait  varier  A  de  i  à  i,o5,  il  trouve  une  certaine 
loi  simple  qu'il  énonce  comme  de  première  approximation.  S'il  avait  pris  un 
allongement  un  peu  grand,  il  ne  se  serait  pas  arrêté  à  une  proposition  exacte 
tout  au  plus  comme  limite. 

Hefaisons  la  même  comparaison  dans  les  conditions  suivantes  :  Lo=3'2io; 
P,  =  uoo^,  T,  ^6{"\  Li  =  4>5o,  A,  =  i,2y3: 

(«liarjçe A;,  =  i  ii 

Décharge 109 

Ainsi  l'allongement  n'est  qu'une  fraction  petite  de  celui  qu'on  peut  obtenir,  et 
déjà  la  différence  entre  les  phénomènes  est  énorme. 

Il  n'est  d'ailleurs  pas  plus  admissible  de  dire  que  les  allongements  et  raccour- 
cissements obéissent  à  la  môme  forme  de  loi  :  les  A  relatifs  au  raccourcissement 
décroissent  toujours  beaucoup  plus  vite  que  les  autres. 

•i.  Fixation  d'un  parcours  et  influence  de  l'arrétT^,  —  P|  =  400^,  T^=  5'", 
sauf  indications  contraires;  T,  =  32*",  Lq=  3^40. 

On  donne  dans  le  Tableau  suivant  L^,  L|,  L|  —  Lq,  L', ,  A|,  A  et  le  rap- 
port A  :  A,  : 

J  ^*  é'  I*  I  ~^        é*  I*  I*  I* 


35 

36 

38 

38 

38 

36 

36 

A  =  367 

i() 

16 

16 

i5 

12 

10 

/ 

A  =    921 

1... 

3iîo 

6880 

364o 

7747 

a3o 

637 

2,77 

i.. .  . 

3  J60 

7480 

4020 

79^7 

i3o 

317 

^,44 

;«.... 

i4o"' 

34«»i 

7380 

397« 

79i5 

i53 

412 

3,69 

i.... 

3i9i 

7620 

4 1  >6 

8027 

1^3 

284 

2,60 

33 1 3 

7680 

416: 

807» 

l'ii 

271 

2,24 

(î... 

35>S 

—  >o 

é  é 

4<9« 

8107 

iti 

266 

2,20 

f . . . . 

IJÎO'" 

3ii*> 

74ao 

4oi>i 

8oiJt 

167 

4i3 

2,55 

8.... 

3m  i 

'{h}0 

4176 

8iH)I 

laa 

^79 

2,28 

î>.... 

3Jîo 

rrio 

-jJîlO 

Siii 

120 

262 

2,18 

10.... 

io- 

3i-- 

*  •  < 

76  "io 

4173 

8116 

l32 

334 

2,53 

Il    ... 

7 — 0 

4>3a 

8i38 

lao 

263 

2,23 

li  .    . 

t»"^ 

79  'h> 

4a3i> 

8>oi 

90 

161 

1,80 
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1®  L'augmenlalion  deT^  fait  croître  la  valeur  des  A,  mais  ne  les  ramène  pas  à  la 
valeur  qu'ils  ont  dans  le  premier  parcours  :  l'effet  de  celui-ci  est  permanent.  On 
se  reportera  aux  parcours  3,  7  et  10; 

2**  Inversement,  une  diminution  de  T^  diminue  les  A,  comme  il  résulte  de 
l'eipérience  12; 

3**  L'influence  de  la  variation  de  Tq  est  grande  quand  Tq  est  petit;  elle  diminue 
à  mesure  que  Tq  augmente.  Ainsi,  l'effet  de  i/jo"'  sous  P^  ou  de  980"*  est  à  peu 
près  le  même.  Le  passage  de  Tq  de  5'"  à  o"'  produit  un  effet  considérable. 

4°  La  colonne  Lq  nous  montre  que  Lo  est  plus  petit  à  mesure  que  Tq  augmente; 
ce  qui  est  évident,  puisqu'on  laisse  au  fil  le  temps  de  se  raccourcir.  Mais,  phéno- 
mène qui  ne  pouvait  plus  se  prévoir,  la  différence  L<  —  L©  se  trouve  elle-même 
diminuée.  Le  repos  sous  charge  Po  rend  le  fil  moins  extensible  pour  le  parcours 
suivant. 

5"  Étudions  les  rapports  (A|-f-A)  :  (L|  —  Lo).  Un  accroissement  de  Tq  aug- 
mente ce  rapport.  Une  diminution  de  To  produit  l'effet  inverse. 

Étudions,  d'autre  part,  les  rapports  A  ;  A,  ;  un  accroissement  de  Tq  augmente 
ce  rapport.  Ces  deux  résultats  rentrent  dans  la  même  formule;  les  phénomènes 
sont  retardés. 

Comparons,  par  exemple,  les  expériences  6  et  7;  appelons  1000  l'allongemenl 
initial  L|  —  Lq»  on  a 

Expérience  6 1000  0,0288  o,oG35 

Expérience  7 1000  0,0417  0,1062 

Autre  exemple  de  l'* influence  de  la  variation  des  temps  d^ arrêt  sous 
charge  P©.  —  On  effectue  avec  un  fil  trois  parcours  Ïi=i6'°,  To=5'", 
P,  =  5oo.  On  attend  alors  sous  P©  un  temps  T^,  et  l'on  recommence  la  même 
série  de  trois  parcours.  D'un  fil  à  l'autre  on  fait  varier  le  temps  Tq  qui  sépare  les 
deux  séries.  On  donne  dans  les  Tableaux  suivants  les  allongements  sur  la  courbe 
de  charge  L| —  Lq,  rapportés  au  premier  et  les  réactivités  A  (entre  3o*  et  16") 
rapportées  à  la  première  : 

T' 

IIIO     III8     1125 

IIOl      III4      1123 
Li Lq...  {  .j,^h iQ^jQ      jogQ      iiyi  1086      lll5      1127 

Moyennes.         1077    1099  1116    U25 

T' 


Ain 

\i        .  •  •  • 

1000 

1077 

«099 

40" 

1000 

1075 

1096 

•-^4'' 

1000 

1080 

I  loi 

5'"  1000    556    5oi 

40" 1000    549    49^ 

24*» 1000    564    5^4 


481 

468 

461 

598 

471 

455 

780 

5o8 

477 
464 

Moyennes .         557    491) 
Fac,  de  T.,   a*  S.,  V  38 
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Si  les  fils  élaienl  parfaitement  identiques,  les  nombres  des  trois  preniièriîs 
colonnes  seraient  identiques.  Le  premier  Tableau  montre  que  l'influence  de  T^ 
devient  négligeable  sur  les  allongements  à  mesure  qu'on  augmente  le  nombre  des 
cycles  fixés.  Tandis  que  les  nombres  11 10,  iioi,  1086  diflïrent  beaucoup  el 
systématiquement  de  leur  moyenne,  les  nombres  iia5,  iiaS,  iiay  en  différent 
peu  et  non  systématiquement. 

Pour  les  réactivités,  l'influence  du  temps  T'^j  se  fait  sentir  plus  fortement  et 
plus  longtemps. 

5.  Influence  de  Van  et  T,  sur  la  fixation  d'un  parcours.  —  On  donne  dans 
le  Tableau  suivant  la  longueur  L^  de  retour  à  Pq,  le  raccourcissement  LJ, —  Lo 
pendant  l'arrêt  T(,=  3'",  rallongement  L|  —  Lq  pendant  la  mise  en  clrarge 
(Pi  =  5ooP),  rallongement  A|  entre  o"  et  3o%  l'allongement  A'  entre  3<)*  et  8"% 
enfin,  rallongement  A  entre  3o*  etT|.  Sauf  indications  contraires,  T|  =  8"*.  I-a 
longueur  initiale  est  Sooo. 


T 


1 

2 

3 

4 

5 

6 o 

7 

8 

9 

10 

il. 

12 

13 o 

U..... 

15 Gi" 

16 

17 

18 

19 

20 o 

21 

^ 

23 


nbCi 


m 


L'„. 

*-o  —  *^0» 

L.-L„. 

Ar 

A\ 

3520 

192 

33i 

3i8o 

i4a 

3742 

1  II 

200 

33oo 

•44 

38oG 

108 

180 

33io 

i46 

3844 

io5 

175 

3320 

'49 

3871 

io3 

j68 

3322 

14$ 

3890 

0 

0 

3280 

ii3 

3878 

104 

179 

3322 

143 

3904 

io3 

165 

3420 

i;3 

4008 

]o5 

i53 

3390 

157 

4017 

99 

i58 

338o 

i5o 

4020 

99 

i58 

3375 

147 

4022 

99 

159 

3373 

14c 

4o23 

0 

0 

333o 

116 

401 1 

102 

172 

3370 

Mo 

4024 

101 

172 

358o 

•A06 

419» 

96 

i5o 

35  20 

167 

4197 

91 

i57 

35uo 

167 

4197 

9a 

i58 

3490 

132 

4i97 

9^ 

157 

3483 

i5o 

4197 

0 

0 

3440 

121 

4176 

io5 

i<>9 

34-0 

211 

4in 

108 

202 

3430 

19» 

4091 

ii3 

209 

A. 


385 


540 


Entre   les   expériences  21    et  22  To=8o*",   entre  les   expériences  22  cl  23 
To=  i3o". 
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L'auginenlalion  de  T|  diminue  les  A  du  parcours  suivant,  une  diminution  deT, 
les  augmente.  Une  augmentation  de  T|  augmente  rallongement  L| — Lq;  une 
diminution  de  T|  les  diminue.  On  comparera  utilement  le  Tableau  précédent  au 
Tableau  du  n"  4. 

Voici  une  autre  série  qui  montre  bien  Tinfluence  de  T|.  Chaque  expérience 
est  faite  sur  un  fil  différent,  P|  =  5ooB.  On  impose  P|  pendant  le  temps  T4, 
variable  d'un  fil  à  l'autre;  on  revient  à  Po  où  on  attend  To=  5"\  On  réinstalle 
alors  la  charge  P|.  On  compare  les  A  pour  les  différent  fils. 

Voici  d'abord  les  A  que  l'on  obtient  quand  le  fil  est  la  première  fois  abandonné 
sous  P|  : 

201  78  89         95  95  95         94  88  87  86         84 

Voici  maintenant  les  A  pour  les  T|  différents  : 


T 


m 

o i4i  Gx  08  8-2  83  85  87  87 

2 121  4^^  56  61  63  70  70  71 

8 118  45  49  55  56  59  65  66          67 

780 io3  38  43  43  40  36  3o  iS          26 

A  mesure  que  T|  augmente,  l'effet  de  la  durée  de  la  charge  sur  le  cycle  suivant 
devient  de  plus  en  plus  grand.  Pour  des  T|  limités  à  quelques  minutes  il  y  a 
tendance  au  raccordement,  c'est-à-dire  que  les  A  de  numéros  d'ordre  élevés 
tendent  à  devenir  les  mêmes  que  pour  le  fil  de  comparaison  qui  n'a  subi  qu'un 
seul  |)arcours.  Il  ne  semble  pas  qu'il  en  soit  de  même  quand  T|  est  très  grand; 
mais  la  comparaison,  pour  être  correcte,  devrait  alors  porter  sur  des  A  de 
numéros  d'ordre  extrêmement  élevés. 


6.  Influence  de  la  vitesse  de  mise  en  charge.  —  Chaque  expérience  est  faite 
sur  un  fil  différent,  Lo=323o.  On  observe  jusqu'à  T|  =  64"*  P|  :=  5oo.  On 
donne  les  valeurs  absolues  de  A|  et  de  A  (3o'-64'").  Puis,  posant  A|  =  100,  nous 
donnons,  sous  les  rubriques  A^,  A3,  .  .  .,  les  A3,  A3,  .  .  . ,  A»  en  fonction  de  A|, 
pour  faciliter  les  comparaisons.  Les  vitesses  d'allongenioiit  pendant  la  mise  en 
charge  sont  de  i™  en  17%  58%  173%  a4oo*. 
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Vitesses  :  1"  en 


17-.  58'.  173'.  2400'. 

A,... 698  383  237  43 

A 954  890  780  443 

a; 9.3  35  42  ji 

A3 -22  35  46  88 

a; 21  36  48  120 

Aj 20  33  40  i53 

a; 18  3i  49  186 

A, 17  3o  46  200 

Ag 16  40  45  223 

Quand  la  vitesse  de  charge  esl  très  grande,  les  A  successifs  décroissent.  Quand 
la  vitesse  diminue,  ils  croissent  d'abord,  pour  décroître  ensuite.  Il  naît  donc  un 
maximum  qui  se  fait  d'autant  plus  tard  que  la  vitesse  est  plus  petite.  Donc,  pour 
une  vitesse  suffisamment  petite,  les  A  croissent  :  la  position  du  maximum  est 
reculée  au  delà  des  limites  de  l'expérience. 

Nous  allons  reprendre  la  même  expérience  en  croisant  deux  vitesses  sur  un 
même  fil. 

La  mise  en  charge  se  fait  avec  une  vitesse  d'allongement  de  1"'  en  i85* 
pour  la  vitesse  v,  de  i*"  en  Sa*  pour  la  vitesse  V;  ^^  :  V=  5,8.  La  décharge  se 
fait  toujours  à  la  vitesse  v.  Les  cycles  sont  croisés  aux  vitesses  v  et  V.  On  a  uni- 
formément To=  5"\  P,  =  5oo^.  D'une  série  à  l'autre,  ï|  varie  :  les  trois  séries 
sont  faites  sur  le  même  fil. 

Dans  les  Tableaux  suivants,  LJ,  est  la  longueur  de  retour  à  Pq,  Lo  la  longueur 
après  l'arrêt  ïj,;  L|  est  la  longueur  après  3o*  sous  P|,  L,  la  longueur  après  T^ 
sous  Pj  ;  Aa,  As,  ...  sont  les  allongements  dans  les  intervalles  3o*  à  i"', 
i"*  à  2"*,  ...  après  la  mise  en  charge;  A  est  l'allongement  dans  Tintervalle 
3o*  à  ï|.  La  longueur  initiale  est  3ooo.  Les  résultats  qui  suivent  correspondent 
à  des  cycles  déjà  fixés  approximativement. 

V.  V.  V.  V.  V. 

K 

K 

î^i  —  '-'I) 

A, 

A, 

Av 

A5 

A« 

A 

r  -u 


3390 

3390 

3398 

3400 

34o3 

3224 

323o 

3237 

3239 

3242 

49^4 

4895 

49^5 

4931 

4997 

40 

63 

38 

61 

38 

43 

60 

42 

60 

42 

45 

52 

44 

5i 

4-2 

43 

46 

4î 

47 

U 

40 

42 

39 

39 

39 

21 1 

263 

20  5 

258 

202 

5i35 

3i58 

5170 

5189 

^199 
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Les  diflTërences  enlre  les  L',  — Lo  successifs  sont  ;  28,  12,  19,  10.  Elles  indi- 
quaient donc  un  allongement  légèrement  plus  grand  pour  les  cycles  à  grande 
vitesse.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  qu'il  y  a  toujours  une  oscillation  notable  du 
poids  au  moment  où  il  devient  libre. 

En  définitive,  nous  pouvons  admettre  que  l'allongement  total  tend  à  devenir 
le  même,  quelle  que  soit  la  vitesse  de  mise  en  charge.  Si  la  vitesse  est  grande, 
L,  —  Lo  est  plus  petit;  mais  la  compensation  se  fait  au  moyen  des  A;  ils  sont 
d'abord  plus  grands  que  ceux  qui  correspondent  à  une  vitesse  petite,  mais  ils 
tendent  peu  à  peu  vers  ces  derniers. 

Nous  avons  fait  varier  la  grandeur  de  l'intervalle  T|.  Voici  deux  séries  faites 
avec  T,  =  4"  et  T,  =  32»"  : 

T,  =  4«.  T,  =  32™. 

V.  V.  V.  V.  V.  V. 

L'o 3353  336o  33Go  34o3  3420  343o 

L) 3213  3219  3220  3237  325i  3260 

Li  —  Lo 4968  49^2  4989  4965  5048  5oi2 

A, 41  07  40  66  38  63 

A3 4;  61  46  J9  43  60 

Av i9  56  47  j3  42  52 

A3 .                    47  4i  44 

Ae 4i  *^8  38 

A7 40  3;  33 

A i37           184           i33               3o6  239  292 

Li  —  Lj 5io5         5 106         5121             5271  5287  53o2 

Pour  T|  =z  4"',  L',  —  Lo  est  plus  petit  pour  V  que  pour  r,  étant  tenu  compte, 
bien  entendu,  de  la  variation  continue  de  celle  quantité.  C'est  Tinverse  pour 
ïi  =  32"*,  ce  qui  s'explique  aisément. 

Voici  les  valeurs  moyennes  du  rapport  Ay  :  A,.  : 

T,  =  4™ 1,36  T,=  i6'"....      1,27  T,=  32'"....      i,25. 

7.  Influence  d'un  allongement  de  courte  durée.  —  I\  =:=  4oo,  Lo=  2670, 
T|  =  32*".  Fil  unique. 

On  décrit  des  cycles  séparés  par  des  temps  To  sous  charge  Po  de  très  longue 
durée.  On  donne,  dans  le  Tableau  suivant,  les  Lq,  L,  —  Lq,  A|,  A  (enlre  3o' 
et  32"')  pour  les  réaclivités  de  charge  et  de  décharge  : 

Cbarge.  Décharge. 

1 0>  L0«  Lt|  — Lg.  A|.  A.  A|.  él. 

2570    2200     209    463      77    128 

17** 2662    23 18     169    374      9i    127 

2{'' 2668    2342     157    353      96    123 
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On  allonge  pendant  i  minute  à  la  longueur  1 1 670  (A  =  4j  5). 

h 

.^9 2771  31679  168  4oi  91  i3o 

'7 2779  !?.6ii  180  411  89  i4i 

24 2769  2G41  171  393  97  i33 

7 2773  9.677  162  371  91  128 

16 2771  2629  177  S^a  91  i3i 

Donc  l'allongement  momentané  produit  un  accroissement  de  réactivité. 

A  mesure  que  le  nombre  des  parcours  augmente,  le  cycle  se  fixe.  L'influence  de 
la  variation  de  Tq  apparaît  nettement  pour  Tq=  7**,  A  =  371  ;  T©  devenant  égal 
à  iG**,  A  augmente  à  385. 

La  seconde  série  des  A|  et  des  A  tend  vers  des  nombres  plus  grands  que  la 
première  :  Taccroissement  produit  par  rallongement  n'est  donc  pas  seulement 
momentané. 

8.  Modification  complète  de  la  loi  de  réactivitê  par  une  disposition  conve- 
nable  des  cycles,  —  Lo=  32oo,  To=  1'",  T|  =  32"\ 

Voici  les  résultats  de  Texpérience  ;  les  cycles  sont  eiïectués  sur  un  même  fil  : 

P,.  L|.  Aj,  A,.         Aj.  A3.  A4.         Aj.         A^ 

200 4<>^o  102  3o  32  34  32  32  32 

3oo 4890  124  39  39  39  39  40  4 1 

400 6080  146  53  55  56  57  57  58 

Soo 7580  1 5o  57  62  63  66  67  69 

Repos  sous  Po  pendant  120"*. 

P,.  Lj.     Aj.    A,.    A,.    A3.    At.    A5.    Ag. 

200 4270  90  26  26  9.8  26  24  23 

3oo 52IO  III  38  35  35  32  3i  3i 

400 6440  i3o  43  46  43  42  4'  41 

5oo 7850  120  46  49  49  49  49  5o 

400 6690  1 10  39  36  3o  24  18  16 

3oo 55oo  106  a8  25  17  6  o  —  2 

200 4570  72  16  10  a  —  3  —  9—10 

Repos  sous  Pq  pendant  84o"*. 

P,.  L|.  Af.  A,.         A3.         A3.         A4.         A}.         Af. 

200 4^50  97  29  3o  29  28  27  21 

3oo 5190  laa  38  38  35  35  32  3i 

4oo 645o  129  45  46  43  4i  4o  40 

Soo 7870  126  43  48  47  46  46  45 
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Les  résultats  précédents  s'expliqiienl  par  celte  règle  générale  :  les  effets  des 
grands  parcours  antérieurs  se  font  plus  longtemps  sentir  avec  une  intensité  déter- 
minée que  les  effets  des  petits  parcours  plus  rapprochés  dans  le  temps.  Si  l'on 
passajt  directement  de  4oo  à  3oo,  la  réaclivité  serait  d'abord  un  raccourcissement; 
si  Ton  passe  de  o  à  3oo,  la  réactivité  est  un  allongement.  La  superposition  des 
deux  effets  explique  le  changement  de  sens  constaté. 

9.  Réactivité  sur  une  courbe  de  décharge.  —  Fils  de  longueur  L(,=  3o4o. 

On  donne  dans  le  Tableau  suivant  :  dans  la  première  colonne  les  A  qui  corres- 
pondent à  une  charge  de  3ouS. 

Sur  une  série  d'autres  fils,  on  fait  Texpérience  suivante  :  on  charge  de  V^  =  5oop 
pendant  des  temps  T|  variables  avec  le  fil;  on  revient  à  P2=  3oo6,  et  Ton  étudie 
la  réactivité;  on  trouve  les  résultats  dans  les  autres  colonnes  du  Tableau  : 


ï-i  —  ï-'j 

\\  \', 

^^2  Lo 

(Li— Lo):  (L|— U) 

Al 

Al 

A, 

Ai 

A, 

Ae 

A; 

As 

T' 


Fil 

ArrôlT,  à  500*. 

dircctemeiil 

■  1         -^          - 

i -. 

>ortc  à  300». 

0~. 

8". 

Oh 
*    • 

u 

488o 

4  il  5 

55«j5 

» 

488o 

4827 

GG4'2 

2IOO 

•2G90 

•2G85 

38>.o 

» 

o,5îi 

0,Gi2 

o,G8G 

iG3 

-4G 

-74 

83 

58 

—  4 

18 

—^7 

G2 

-r-    3 

-19 

-29 

<">4 

-t- 15 

-i3 

V 

Gi 

^'K 

--  4 

—  22 

Gi 

-t-Ji 

0 

\\ 

^9 

-34 

H-l  1 

0 

0 

u 

» 

u 

1"' 

12'" 

loo'" 

Ces  résultats  sont  tout  à  fait  analogues  à  ceux  trouvés  par  Tun  de  nous  pour  la 
torsion  des  fils  métalliques  (réactivité  en  un  point  d'une  courbe  de  détorsiou, 
Mémoire  sur  les  courbes  de  déformation,  Chap.  VII).  Voici  comment  on  peut 
les  expliquer. 

En  définitive,  le  mouvement  doit  toujours  être  \\n  allongement,  quelle  que  soit 
la  charge  et  quelles  qu'aient  été  les  déformations  antérieures,  pourvu  que  Ton 
attende  un  temps  suffisant. 

Au  début  de  la  réactivité  sous3ooS,  il  doit  exister  toujours  un  raccourcissement, 
puisque  Ton  arrive  à  3ooS  par  charges  décroissantes. 

Enfin,  la  partie  de  la  réactivité  a  3oot^  qui  est  sous  la  dépendance  de  la 
charge  Soo^  et  qui  est  un  raccourcissement  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir, 
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;iiigiiienlc  à  mesure  que  le  temps  T|  passé  sous  Soo^  augmente.  Donc  il  existe 
luujours  une  inversion. 

\j*  temps  T'  qui  sV'coule  entre  Timposition  de  la  charge  Soo^  et  l'inversion 
iiu<;mente  à  mesure  qucTi  augmente;  T'est  d'abord  plus  long  que  T|  ;  il  devient 
ensuite  <^j;îtl,  puis  plus|)elit,  à  mesure  que  Ti  augmente. 

Les  A|  irouvrs  pour  Soo^  après  que  Ton  a  été  à  Soo^  sont  toujours  plus  petits 
que  (MMix  (|ue  Ton  obtiendrait  sur  un  fil  neuf  en  allant  directement  à  3oo<^. 

Knfiii,  la  longueur  L2  est  toujours  plus  grande  sur  la  courbe  de  décharge  que 
sur  la  (!<)urbc  de  charge,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  savons  sur  la  forme 
de  ces  courbes.  La  forme  de  la  courbe  de  décharge  est  modifiée  par  l'arrêt  T<  ;  la 
longueur  L^  augmente  à  mesure  que  T|  croît. 

A'.-/y.  —  Si  les  cordes  étaient  identiques,  les  nombres  de  la  première  ligne 
seraient  égaux;  on  voit  combien  peu  il  est  possible  de  compter  sur  un  diamètre 
uniforme,  même  pour  des  cordes  prises  à  la  suite  les  unes  des  autres  sur  le  même 
pa(|url. 

On  [courrait  multiplier  à  Tinfini  les  expériences  analogues  à  la  précédente,  en 
faisant  varier  les  divers  paramètres  I\,  Pj,  T,.  Ce  qui  précède  suffit  pour  en  faire 
prévoir  le  résullat  général. 

Il  est  clair,  par  exemple,  que,  si  Ton  diminue  la  différence  P|  —  Pj,  on  dimi- 
nuera la  tendance  au  raccourcissement  sous  P^  et  par  conséquent  le  temps  T'. 

10.  liéaciiiiié  sur  une  courbe  de  charge  parcourue  après  une  charge  et  une 
iivcharge  ^seconde  courbe  de  charge).  —  Nous  allons  trouver  une  double 
inxersion. 

P,  =  5oo,  Ti  variable  avec  le  fil.   Le  reste  de  rcxpérience  est  le  même  pour 

tous  les  fils.  On  revient  à  l\,  T^  =  o;  on  recharge  jusqu*à  Pa=  3oo  et  l'on  étudie 

la  réaclivité. 

T  .  i»-.  16-.  3^>.  128-.  760-. 

Lj  —  L 4J80  546S  4490  49^^  5620 

L.  —  L .  4180  6i8i  5340  6089  6928 

Lj  —  Lt 23o  390  390  480  590 

Li  —  I-, 2o3o  3 110  aSio  'lySo  3590 

»  L5  —  L,  :  Li — L,  I.  0,474  o,568  0,559  0,590  o,638 

«L^— L.  :  I-  —  L^ ..  0,474  o,3o3  0,470  o,483  o,5i8 

«^i 87  80  82       79  92 

Aj 22         21  16         20         22 

Aj a2       i8       10       8       17 

A» 24         12  2  4         10 

^i 29  9  o  3        o 

Ai 35  II  o  —i  —  7 

A- 35  i5  o  —4  — 13 

A, 39  21  6  — 7  — 17 

A» 43  »  »  —3  — 16 

A,c »  t  »  -^3         » 
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Pour  T  =  o,  minimum  à  peine  marqué  et  lout  à  fail  au  début.  Ce  minimum  est 
très  net  pour  T|  =  16'";  il  est  nul  et  prolongé  pourTf  =  82™. 

Pour  ï|  =  128°,  on  constate  deux  inversions.  Enfin,  pour  toutes  les  valeurs 
de  T,  >-i28,  on  constaterait  aussi  deux  inversions,  si  l'on  avait  la  patience 
d'attendre  un  temps  suffisant,  généralement  considérable. 

Les  résultats  précédents  pouvaient  aisément  se  prévoir  grâce  aux  principes 
suivants. 

A  la  fin  du  phénomène,  il  doit  toujours  exister  un  allongement,  puisque  Ton 
parvient  à  3oo8  par  charges  croissantes.  Donc  il  y  a  nécessairement  pas  d'inversion 
ou  deux  inversions. 

L'influence  de  la  réactivité  qui  est  encore  sous  la  dépendance  de  Soo^  doit 
jiroduire  un  raccourcissement,  pourvu  que  l'action  de  celle  charge  soit  assez 
prolongée. 

Les  temps  P  el  T"  d*invcrsion  sont  d'abord  confondus  (T,  =  32*"),  augmentant 
ainsi  que  leur  diflTérence,  à  mesure  que  T,  croît.  L'augmentation  de  T'  est  beau- 
coup plus  petite  que  celle  de  T". 

La  position  de  la  seconde  courbe  de  charge  est  sous  la  dépendance  deT|, 
comme  le  montre  la  variation  du  rapport  (Lj —  L^)  :  (L|  —  Lq).  Moyenne,  o,566. 
Différences  avec  la  moyenne  —  92,  H-  2,  —  7,  -|-  24,  4-  72. 

L'expérience  complexe  de  Kohlrausch  rentre  dans  la  définition  générale  pré- 
cédente, si  on  la  dépouille  de  lout  ce  qu'une  technique  rudimenlaire  lui  donne 
de  complexe.  Elle  doit  donner  deux  inversions  et  non  pas  une  comme  l'indique 
cet  auteur. 

En  effet,  Kohlrausch  part  d'une  tension  4*?!  {voir  p.  288)  que  nous  pouvons 
appeler  P,.  11  la  ramène  à  une  tension  moindre  P©  en  deux  temps,  d'abord  en 
supprimant  un  poids  de  0^,1,  puis  en  raccourcissant  le  fil  à  la  main.  Enfin  il 
réinstalle  une  charge  P2=  4*  supérieure  à  Po,  mais  inférieure  à  Pi. 

On  pourrait  variera  Tinfini  les  expériences  de  ce  numéro,  puisque  l'on  a  à  sa 
disposilion  les  paramètres  Po,  P|,  P2,  Ti ,  T©.  Ce  qui  précède  suffit  à  faire  prévoir 
les  résultats  dans  tous  les  cas. 


RÉACTIVITÉ    APRÈS    UECUIT    ET    A    HAUTE    TEMPÉRATURE. 

11.  Recuit  à  i5o".  —  On  prépare  le  fil  par  trois  parcours  P<  =  5oo,  To=  5"% 
T|  =  i6"\  On  le  laisse  reposer  24  heures,  On  le  recuit  pendant  3o  minutes  el  l'on 
fait  une  nouvelle  série  de  trois  parcours  identiques  aux  premiers,  un  temps 
variable  après  la  sortie  de  Téluve.  Le  fil  I  sert  de  témoin  et  n'a  pas  été  recuit, 
II  est  essayé  10 minutes  après  la  sortie  de  l'étuve  ;  III, 6 heures  après;  IV,  24  heures 
après.  Les  Tableaux  suivants  sont  construits  en  appelant  1000  la  réaclivité 
Fac.  de  T.,  2*  S.,  V.  ^9 
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entre  3o'  et  i6"*  pour  le  premier  essai,  et  en  calculanl  les  réaclivîlés  des  autres 
parcours  par  rapport  à  celle-là.  De  uieme,  on  appelle  looo  rallongement  sur  la 
courbe  de  charge  du  premier  parcours,  quand  on  impose  5oo^;  on  calcule  les 
autres  par  rapport  à  celui-là. 

Héactiviiés, 

^ io<)o  33i  4î)9  710  497  47'^^ 

II 1000  55 1  49  >  71a  359  319 

III 1000  J74  5i6  655  357  328 

IV 1000  5  >()  499  <>73  356  3*23 

L'effet  du  recuit  est  énorme  et  à  peu  près  indépendant  du  temps  qui  s'écoule 
entre  la  sortie  de  l'étuve  et  Tessai  ;  la  réactivité  est  diminuée.  Mais  à  ido"  le  lil  se 
iransforme  notablement,  il  devient  noir;  abandonné  longtemps  à  i5o°,  il  devient 
rugueux,  cassant;  il  se  recouvre  d'une  couche  rigide,  qu'un  allongement  gerce. 

Allongements, 

I io(>o  1089  II 10  1077  1117  11*26 

II 1000  1075  1096  998  1037  io4ï 

ni 1000  1076  109)  943  991  997 

IV 1000  io83  iioî  8-23  879  891 

Le  parcours  est  diminué  par  le  recuit  et  cette  diminution  augmente  à  mesure 
<jue  le  temps  qui  sépare  l'essai  de  la  sortie  de  Tétuve  augmente.  On  pourra  com- 
parer ces  résultats  avec  ceux  du  Mémoire  précédent  n**  10.  Nous  avons  vu  que 
l'effet  du  recuit  pouvait  être  une  diminution  du  parcours  et  que  le  temps  qui 
sépare  l'essai  de  la  sortie  de  l'éluve  intervient.  Il  y  a  donc  concordance  dans  les 
résultats  généraux;  les  expériences  sont  effectuées  dans  des  conditions  très  difle- 
rentes,  et  la  transformation  de  la  matière  à  i5o®  est  telle  que  des  comparaisons 
numériques  paraissent  impossibles.  A  mesure  que  la  température  du  recuit 
s'abaisse,  les  résultats  donnés  par  les  deux  techniques  deviennent  plus  com- 
parables. 

12.  Recuit  à  100".  —  Même  technique.  Le  RI  I  sert  de  témoin,  II  est  essayé  i4*", 
III  est  essayé  28'*  après  la  sortie  de  l'étuve  : 

Réactivités, 

1 1000  356  487  738  497  a^ 

II 1000  543  483  866  535  485 

m. 1000  541  4/7  9*6  56o  497 

Ainsi  le  recuit  augmente  les  A. 
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L^eOet  du  recuit  ne  diminue  pas  avec  le  temps  qui  s^écouie  entre  la  sortie  de 
Fétuve  et  Fessai  ;  il  augmente  même  notablement. 


Allongements, 


1000 

1080 

1 101 

io83 

iiiC» 

1  l'/O 

1000 

I08I 

1  i(»r> 

i33o 

1 360 

i353 

1000 

1081 

1  io3 

io55 

1  12*2 

1147 

!.. 
II. 
III 


Le  parcours  est  augmenté  par  le  recuit;  reflTet  diminue  quand  le  temps  qui 
s'écoule  entre  la  sortie  de  Tétuve  et  Fessai  augmente.  C'est  de  tous  points  con- 
forme avec  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  Mémoire  précédent  n**  11. 

Mêmes  expériences.  On  opère  sur  des  parcours  de  diverses  amplitudes,  — 
Recuit  30"  à  gS**.  Les  fils  I  sont  essayés  10"  après  la  sortie  de  Tétuve,  les  fiU  il 
•Jt-i^  après. 


^•"  i  II. 

KM»    ■ 

'  II. 

-00 

'     If. 


Allongements. 

1000 

UiGft 

1082 

i33i 

i374 

i3'>'> 

ICKK) 

ir>C> 

1086 

I08'2 

1137 

Il  58 

1000 

1077 

1098 

l3'2l 

i3>o 

i33i 

JOOO 

1077 

1098 

ii3«j 

1  '/C/V. 

1  -r».  \ 

1000 

1077 

1 101 

1  '2G'2 

1287 

1 7r»«, 

loor» 

1077 

«^'99 

HI45 

îlià\ 

ii/fi 

itêactiçités. 

KlOO 

GOTi 

553 

1  lOJ 

ri4 

Uiv 

lOOfi 

Ou'2 

553 

1093 

^^9^ 

035 

1000 

Î46 

i9i 

H80 

V>4 

ICifiO 

ÎO'J! 

99' 

ftiO 

S5i 

lOfUf 

î>9 

49'^ 

HG7 

'M* 

5i3 

UtOff 

m8 

i»i 

y^i 

>83 

5'/> 

Le>  réactî^ités.  sauf  pour  P|  =  3oo.  augmentent  quand  le  leni|tft  qui  (^|#ar«r 
Fessai  de  la  sortie  de  Fétuve  augmente,  conformément  à  ce  que  nous  a%oov  dit 
plus  kaut.  Les  allongements  diminuent. 

On  remarque  que  les  parcoure  de  la  seconde  *érie  •  aprè^  recuit  1  ne  v;  fiieni 
|>as  de  même  pour  les  fils  I  et  IL  Les  allongement «^  ont  un  inii\imutu  fMjur  l«^« 
tils  I  et  n'en  ont  pas  pour  le»  fiK  IL  Ce  résultat  peut  tenir  pf^cî^nient  ii  la  dimi- 
nution de  Feflet  du  recuit  avec  le  temp^:  il  peut  §^  taire  ^uiir  pour  le^  fiU  I  d'un 
{larcoars  à  l'autre,  et  il  e^t  in<^n%ible  |>our  le§  iiU  II  d'an  parcoure  au  ^ui%aDt. 

W^B.  —  Si  les  cordes  étaient  identiques,  le*  lignes  I  et  II  def  troi*  prttoi*rr»-ç 
crolonnes'  seraient  identM|oes  pour  le  Oiéme  l\ . 
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13.  Recuit  à  60°.  —  Même  technique.  Le  fil  I  sert  de  témoin,  II  est  étudie  5" 
après  la  sorlie  de  Téluve;  IIT,  3**;  IV,  48**.  Quatre  jours  après  les  premiers  par- 
cours de  préparalion,  on  fait  une  troisième  série  de3  cycles;  enfin,  12  jours  après 
les  premiers  parcours,  on  décrit  une  qualrièmc  série. 

Allongements  sur  la  courbe  fie  charge. 

P  =  50(). 

I ioo<>  1080  iioi  loSfi  1 1  r3  IT'27  109)  119,7  11 37  1107     1137     11 47 

II 1000  108 1  1102  ii5i  1182  1193  J137  1174  1186  1148     1182     1194 

III 1000  107G  1090  I  loô  ii5i  II 03  1 1'>.4  II 50  1168  99» 

IV 1000  1082  iioS  1090  1147  1168  ii4i  1173  1186  ii44     i>B(     >193 

Moyenne..  1080     1  loi  11 34     1168     1180 

La  moyenne,  est  celle  des  nombres  des  trois  dernières  li<cnes. 

Le  recuit  allonge  le  parcours  d'une  manière  en  grande  partie  permanente.  Le 
temps  qui  s'est  écoulé  entre  la  sorlie  de  Tétuye  et  le  second  essai  influe  très  peu 
sur  les  résultats  des  essais  suivanls.  Les  trois  fils  tendent  vers  des  propriétés  iden- 
tiques qui  dépendent  de  la  durée  du  recuit  :  une  partie  de  la  modification  due  au 

recuit  est  subpermanente. 

Béactivités. 

1 1000  564  5o4  730  5o8  477  7^1  499  47^  "47  '^06  \y\ 

Il 1000  565  5o4  802  547  5o6  782  527  489  782  523  4^7 

III 1000  549  ^SS  826  533  486  743  5o3  467  »           »  » 

IV 1000  582  5ii  891  566  5ii  766  523  488  793  5^3  489 

Moyenne..  565       5oi         84o       55o       Soi         762       5 18       4*^1 

Le  recuit  augmente  la  réactivité  d^une  manière  permanente. 

Comparons  maintenant  aux  moyennes  les  nombres  qui  correspondent  aux  fils 
recuits. 

Dans  la  première  série  (préparatoire),  les  nombres  du  fil  II  sont  égaux  à  la 
moyenne;  ils  lui  sont  inférieurs  dans  la  seconde  et  supérieurs  dans  la  troisième. 
Or,  celte  circonstance  ne  se  présente  que  pour  le  fil  II  essayé  5"  après  la  sortie  de 
Téluve.  Pour  les  deux  autres  fils,  les  nombres  sont  tous  ou  supérieurs  ou  infé- 
rieurs à  la  moyenne.  Donc,  si  reflet  du  recuit  est  d'accroître  la  réactivité,  cet 
eOet  augmente  avec  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  fil  sort  de  l'étuve. 

Autrement  dit  :  admettons  deux  efiets,  Tun  permanent,  Tautre  subpermanent 
qui  disparait  peu  à  peu.  Le  premier  est  une  augmentation  de  la  réactivité,  le 
second  est  une  diminution  plus  petite,  qui  se  superpose  à  Taugmentation  et 
atténue  d'abord  TelVet  du  recuit. 

1 1.  lij/'ris  non  permanents  du  recuit.  —  Nous  venons  de  voir  le  recuit  pro- 
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(luire  des  eflTels  permanents,  iransformer  plus  ou  moins  la  matière.  Il  peut  aussi 
modifîer  d\ine  autre  manière  la  réactivilé.  Voici  une  expérience  qui  le  prouve. 
To=o;  T|  =  i6"*;  P|  =  5oo.  On  donne  Lo,  L|,  A|  et  A  pour  une  série  de  par- 
cours accomplis  avec  le  même  fil.  Le  Lq  initial  est  Sooo^  les  autres  sont  les  lon- 
gueurs de  retour  à  1%. 

Lq.  L|  a,.  a. 


3ooo 

7400 

338o 

8070 

343o 

8210 

3450 

8280 

3450 

8320 

3430 

834o 

237 

535 

n4 

2l5 

97 

180 

93 

i58 

95 

i55 

96 

159 

On  arrête  alors  sous  Pq  pendant  80 


m 


I^g»  ^1*  1*  ^* 


3i57 

8o4o 

3400 

8320 

3430 

838o 

i38 

324 

96 

173 

9^ 

i58 

On  porte  alors  à  69**  pendant  25";  on  laisse  refroidir  3o"\ 


Lo. 

L.. 

3i42 

853o 

35oo 

9020 

355o 

9120 

358o 

9Ï7» 

3590 

9-210 

3620 

9240 

A,. 

A. 

190 

470 

101 

227 

96 

»97 

100 

188 

99 

182 

100 

178 

Le  recuit  produit,  à  un  certain  point  de  vue,  Teffet  d'un  arrêt  plus  prolongé 
sous  la  charge  Pq.  En  moins  de  1  heure,  A  se  trouve  ramené  à  470.  La  limite  est 
d'ailleurs  augmentée  par  le  recuit;  elle  passe  de  i58  à  178. 

15.  Influence  de  la  température  actuelle.  —  P  =  5oo,  Tq  =  T|  =  16™.  Quand 
le  temps  Tq  est  écoulé,  on  chaufle  ou  l'on  refroidit,  de  manière  à  faire  un  essai 
toutes  les  heures.  On  opère  à  1 3*^  et  à  60**.  On  obtient  donc  des  expériences 
croisées  sur  un  même  fil  à  ces  deux  températures.  On  donne,  dans  le  Tableau 
suivant,  les  longueurs  Lq  et  L|  de  la  courbe  de  charge,  les  A|  et  A  à  P|  et  à  Pq. 
Lo=  8200  : 


'i  I  o 
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Froid. 


Chaud. 


Charge. 


L.. 


L.. 


A.. 


A. 


Viài       8iio 
•JJ49       8->8(» 


I  ;<»       390 


7.00        177 


î'-T 


18 


419 


Déchar^'c. 


A..         A. 


1 09       I 5 I 
100        I.i8 


I^Q  •  '^  1  * 


Charge. 

A^.         A. 


iiSj   8010    147  397 

33 1 3       8!;.3o  93       281 


Décharge. 

A,. 


71        107 


i6 


î)7 


Le  parcours  avait  élé  déjà  en  partie  fixé  à  froid  avant  la  première  des  expé- 
riences que  nous  venons  de  rapporter.  Le  premier  parcours  à  chaud  recuit  le  fil; 
ce  n'est  donc  qu^après  ce  parcours  que  la  comparaison  devient  utile.  En  d^autres 
termes,  nous  ne  devons  considérer  dans  nos  conclusions  que  les  trois  derniers 
parcours. 

La  réaclivilé  est  plus  pelile  à  60®  qu'à  i3°. 

Les  allongements  L|  —  Lo,  pendant  la  charge,  sont  plus  pelits  à  chaud  qu'à 
froid. 

J^a  loi  de  réactivilé  est  modifiée;  il  y  a,  à  chaud,  une  importance  plus  grande 
dos  A,,  à  de  grands  numéros  d'ordre.  Pour  les  quatre  derniers  parcours,  les  rap- 
ports A  :  A|  ont  les  valeurs  suivantes  qui  prouvent  que,  à  chaud,  A  a  plus  d'impor- 
tance devant  A|  qu'à  froid  : 


Froid. 


Chaud. 


Charge. 
•i,38 


Décharge. 

«,39 
1.18 


Charge. 


j,7o 


î*79<> 


Décharge. 
i,5i 
1:73 


On  peut  prendre  la  question  autrement.  La  moyenne  des  allongements  sur  la 
courbe  de  charité  à  froid,  pour  les  deux  derniers  parcours,  est  5 160;  pour  le 
>econd  parcours  à  chaud,  rallongement  est  49' 7  •  ^^  différence  est  243.  Ajoutons 
à  ces  allongements  rallongement  pendant  les  16"*  sous  charge  P|.  La  moyenne 
pour  les  deux  derniers  parcours  à  froid  est  D160  -*-  .463  =  5023;  pour  le  second, 
il  est  -i"'i-  -^  n8i  =  JU)8;  la  différence  est  A^^. 

Elle  a  donc  augmenté,  contraii^ment  à  raffirmalion  de  Kohirausch  qui  veut 
que  les  allongements  tendent  fun  vers  lautre.  Mais  cette  augmentation  est  plus 
grande  pour  les  premiers  A  qce  pour  des  A  de  numéros  d*ordre  élevé. 

Mêmes  ej^fH^riences  Mir  un  nota  eau  fil  ei  pour  des  charges  différentes.  — 
l\=:  T,  =  i^*:  P,  =  5oo.  Essai  toutes  les  heures.  Températures  :  60**  et  lo*^. 

On  donne  les  allongements  sur  les  courbes  de  charge  produites  par  Pimposilion 
de  la  charge*  P,,  et  les  A,  et  A  pour  la  charge  et  la  décharge  : 
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3ll 


Froid. 


Chaud. 


Allon. 
1*,.      gcmcnts. 


Décharge. 
A. 


200» 


4  00* 


fioo* 


•200^ 


1 1?.'\ 


1 170 


4o.i3 
/,  1 36 

8000 
8141 

1 329 
i334 


ii9 


110 


i8y 
180 


^r 


"3 


/  / 


8) 
81 


17-2       4'*> 


Charge. 

Décharge. 

Allon- 



^«^^^^^^  « 

^  ^^^^^w-^^-^i^^^^^^» 

gciiiculs. 

^,- 

A. 

A,.           A. 

1  i5o 

13} 

5o        4  9 

1  l6'2 

61 

107 

40        47 

3668 

i33 

298 

■i7         80 

3-66 


179. 


386 


^7 


233 


ji 


/  / 


9» 


i57         49.3 


143 


1 12 


108 


398 


189 
182 


ii3 


76 


"2 


129 


i58 


i>8 


83 


83 


7182 

i33 

391 

60 

9" 

7108 

75 

936 

r)3 

39 

1288 

56 

90 

4i 

5i 

1260 

61 

100 

40 

^^7 

La  réactivilé  et  les  allongements  pendant  la  charge  sont  plus  petits  à  chaud. 

L'influence  des  parcours  les  uns  sur  les  autres  est  ncUeinent  montrée  par  la 
comparaison  de  la  première  série  et  de  la  dernière.  Pour  comprendre  la  première, 
on  n'oubliera  pas  que  le  (il  n'avait  jamais  servi. 

16.  Influence  de  la  manière  de  croiser  les  expériences  à  deux  températures 
différentes.  —  Il  est  bien  entendu  que  les  résultats  précédents  ne  valent  que 
pour  Vensemble  de  parcours  que  nous  avons  choisi.  Nous  pouvons  formuler 
comme  suit  la  technique  générale.  Nous  faisons  varier  périodiquement  la  tempé- 
rature et  la  charge,  nous  cherchons  quelle  est  l'expression  de  la  longueur  en 
fonction  de  ces  variables.  Un  principe  général  nous  apprend  qu'après  un  petit 
nombre  de  périodes,  elle  sera  elle-même  périodique.  Les  phénomènes  ne  dépendent 
donc  pas  seulement  des  deux  températures  extrêmes  et  des  charges  Pq  et  P|,  ils 
dépendent  de  la  manière  suivant  laquelle  nous  combinons  ces  températures  et  ces 
charges  :  nous  aurons  donc  une  infinité  d'eflets  difl^érents  du  passage  d'une  des 
températures  à  l'autre,  suivant  la  fonction  périodique  choisie. 

Voici  une  expérience  qui  fera  comprendre  ce  qui  précède. 

Nous  décrivons  des  parcours  P|  =  5oo,  T|  =  i6'"  en  croisant  les  expériences 
à  16**  et  à  Go**.  Nous  faisons  deux  séries  d'expériences.  Dans  la  première,  les  expé- 
riences sont  distantes  de  4o™«  On  impose  P|,  on  attend  16"*,  on  revient  à  P©,  on 
attend  2"  et  l'on  chaufl'e.  Quand  4o™  sont  écoulées  depuis  le  début  de  la  précédente 
expérience,  soit  environ  après  une  chaufle  de  i5™,  on  impose  P|,  on  attend  16", 
on  revient  à  Pq,  on  attend  2"  et  l'on  refroidit.  Et  ainsi  de  suite. 
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Dans  la  seconde  série  et  à  un  aulre  fil  on  impose  P|,  on  attend  i6"*,  on  revient 
à  Po,  on  attend  2™  et  Ton  cliaufl'e  .On  laisse  maintenant  s'écouler  2**  depuis  le  début 
de  la  précédente  expérience,  ce  qui  revient  à  chaufTer  l'^SS'".  On  impose 
alors  P|,  on  attend  16"',  on  revient  à  Pq,  on  attend  2"*  et  l'on  refroidit.  On  laisse 
s'écouler  2'*,  ...,  et  ainsi  de  suite. 

L'expérience  montre  que  le  rapport  des  A  à  i6"  et  à  60"  n'est  pas  le  même  dans 
les  deux  séries.  On  trouve  1,66  pour  la  première  et  seulement  i,4opour  la 
seconde. 

COEFFICIENT    DE    DILATATION. 

17.  La  question  du  coefficient  de  dilatation  du  caoutchouc  est  loin  d'être 
ëclaircie.  Joule  et  Lord  Kelvin  ont  su  déduire  de  leurs  expériences  des  résultats 
si  fondamentaux,  qu'on  ne  s'inquiète  pas  de  connaître  la  valeur  de  ces  expériences. 
Il  y  a  présomption  pour  que  toutes  soient  parfaites.  Il  est  cependant  incontestable 
que  celles  de  Joule  sur  la  dilatation  du  caoutchouc  sont  incorrectes  et  grossiè- 
rement; on  en  jugera  par  ce  qui  suit. 

Joule  prend  du  caoutchouc  [PhiL  Trans,,  1859,  p.  io5),  le  charge  n'importe 
comment  d'un  poids  connu,  le  chauffe  suivant  une  loi  inconnue  et  le  refroidit  de 
même.  Il  obtient  darïs  le  plan  des  longueurs-températures  une  certaine  courbe 
dont  les  branches  ascendantes  et  descendantes  ne  sont  ni  superposées  ni  rectilignes. 
Il  prend  la  moyenne  générale  des  coefficients  angulaires  et  donne  le  résultat 
comme  coefficient  de  dilatation.  Il  espère  ainsi  éliminer  les  erreurs  qui  pro- 
viennent de  rallongement  permanent  du  caoutchouc.  Il  modifie  la  charge,  recom- 
mence une  nouvelle  série  sur  le  même  caoutchouc  . . .,  et  ainsi  de  suite. 

Celte  méthode  est  grossièrement  incorrecte.  Voici,  en  unités  arbitraires,  les 
coefficients  mojens  de  dilatation  pour  la  courbe  ascendante  et  pour  la  courbe  des- 
cendante : 

Températures 
Poids.  croissantes.  décroissantes. 

1 4  livres 3 1  290 

7  livres 287  —     20 

21  livres 80  232 

28  livres 509  796 

35  livres 954  i25o 

42  livres . 1 160  i63o 

Joule  remarque  lui-même  que  les  résultats  incohérents  obtenus  pour  i4 
et  7  livres  doivent  tenir  à  ce  que  la  charge  de  7  livres  a  été  imposée  après  celle  de 
i4  livres.  Mais  de  celte  remarque  il  aurait  dû  conclure  qu'il  n'y  avait  aucune 
raison  pour  que  les  autres  parcours  n'influassent  pas  aussi  les  uns  sur  les  autres, 
la  particularité  qui  se  présente  pour  i4  et  7  livres  ayant  simplement  décelé  un 
phénomène  qui  aurait  pu  rester  inaperçu. 
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Il  n'en  prend  pas  moins  des  moyennes  entre  3i  et  290,  entre  287  et  — 20,  et 
trouve  ensuite  des  résultais  numériques  qu'il  dit  conformes  avec  la  Thermo- 
dynamique. 

La  colonne  du  Tableau  d'où  résulterait  cette  concordance  (p.  107)  est  assez 
singulière.  Elle  a  pour  titre  :  Résultat  expérimental^  corrigé  de  V allongement 
du  caoutchouc  produit  par  V usage.  C'est  à  cette  correction,  dont  nous  n'arrivons 
pas  a  saisir  la  base,  que  sont  dues  les  concordances;  car  les  deux  colonnes  où  se 
trouvent  inscrits  les  résultats  théoriques  et  les  résultats  expérimentaux  déjà  cor- 
rigés, comme  on  l'a  vu,  donnent  les  nombres  suivants  (en  unités  arbitraires)  : 


Théorie.... 
Expérience. 


—1 

4 

9 

18 

35 

5o 

4 

3 

i5 

39 

42 

42 

ce  qui  est  discutable  comme  vérification.  On  peut  tout  au  plus  dire  que  les  deux 
séries  de  nombres  sont  l'une  et  l'autre  croissantes. 


18.  Tant  s'en  faut  d'ailleurs  que  les  formules  classiques  de  la  Thermodyna- 
mique soient  applicables  au  caoutchouc.  Elles  supposent  essentiellement  que  la 
longueur  est  une  fonction  bien  déterminée  de  la  température  et  de  la  charge. 
Soit  dL=  adt-\-  crfP;  elles  reposent  snr  l'hypothèse  que  a  et  s  sont  des  fonc- 
tions déterminées  des  variables  P  et  /,  satisfaisant  de  plus  à  la  condition  -rr^:  =  -;-• 

^  oP        ât 

Nous  savons,  de  reste,  que  les  courbes  de  traction  ne  peuvent  pas  être  tracées  à 
l'avance  et  une  fois  pour  toutes  dans  le  plan  longueur-charge;  il  est  donc  bien 
certain  que  la  fonction  e  n'existe  pas.  L'expérience  de  Joule  suffirait  à  montrer 
que  la  fonction  a  n'existe  pas  davantage;  en  d'autres  termes,  que  l'on  ne  saurait 
déduire  des  courbes  tracées  dans  le  plan  longueur-température  le  coefficient  de 
dilatation.  Ces  courbes  ont,  d'ailleurs,  clé  jusqu'à  présent  fort  peu  et  fort  mal 
étudiées,  et  nous  nous  proposons  de  revenir  sur  elles  dans  un  prochain  Mémoire. 
Nous  ne  voulons  pas  dire,  dans  les  lignes  précédentes,  qu'il  est  impossible  de 
définir  un  coefficient  de  dilatation  et  un  module  d'élasticité,  mais  simplement 
qu'il  y  a  une  convention  préliminaire  à  faire  sur  la  forme  et  la  nature  des  cycles 
qni  serviront  à  ces  définitions,  et  qu'il  n'est  pas  plus  permis  de  déduire  le  coeffi- 
cient de  dilatation  sous  une  charge  donnée,  de  l'allongement  moyen  entre  deux 
températures  données  quand  la  charge  reste  constante,  qu'il  n'est  légitime  de 
déduire  le  module  d^élasticité  à  température  constante,  de  l'allongement 
moyen  entre  deux  charges  données,  quand  la  température  est  constante.  Il  serait 
d'ailleurs  tout  aussi  incorrect,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  de  déduire  ces  coefficients 
de  la  valeur  des  coefficients  angulaires  en  un  point  d'une  courbe  du  plan  lon- 
gueur-charge, ou  du  plan  longueur-température,  puisque  nous  savons  que,  par 
Fac.  de  T.,  a*  S.,  V.  /|0 
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un  point  quelconque  de  ces  plans,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  lignes  d^'n 
clinaisons  diflerenles. 

Dire  toutes  les  conséquences  absurdes  qu'on  a  voulu  déduire  de  la  formule 


(0 


ât 

di 


n'est  pas  ici  dans  notre  sujet.  Nous  nous  bornerons  ù  prouver,  d'une  manière 
indiscutable,  que  la  longueur  n'est  pas  une  fonction  bien  déterminée  de  la  tem- 
pérature et  de  la  charge,  même  comme  première  approximation.  En  d'autres 
termes,  suivant  la  technique,  on  obtient  des  coefficients  moyens  cl  et  t  à  peu 
près  quelconques, 

19.  Nos  expériences  consistent  à  décrire  un  cycle  en  fonction  des  deux 
variables,  charge  cl  température.  Nous  suivons  exactement,  dans  les  opérations, 
le  procédé  par  lequel  les  mathématiciens  démontrent  que  la  relation  (2)  exprime 
que  dh  est  une  diflerentielle  exacte.  Il  y  a  deux  techniques,  suivant  que  le  cycle 
est  parcouru  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  inverse.  Soient  Pq,  P|  les  charges 
extrêmes;  t^^  t^   les  températures  extrêmes.  La  première  technique  {Jig,   4?  ') 
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consiste  à  faire  croître  à  chaud  (température  ^1)  la  charge  de  P©  à  P|  (par- 
cours BC);  à  attendre  un  certain  temps  à  charge  et  température  constantes  P|,  /i 
(parcours  CD);  à  refroidir  jusqu'à  /©  et  à  attendre  un  certain  temps  sous  Pi, 
to  (parcours  DE);  à  diminuer  la  charge  de  P|  à  Pq,  à  température  constante  to 
(parcours  EF);  à  attendre  un  certain  temps  sous  Pq,  ^0  (parcours  FA);  à 
réchaufiTcr  jusqu'à  /,  et  à  attendre  un  certain  temps  (parcours  AB).  Nous  dési- 
gnerons par  ao  et  a,  les  allongements  à  charge  constante  le  long  des  parcours  DE 
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et  AB;  par  So  et  s,  les  allongements  à  température  constante  le  long  des  par- 
cours EP  et  BC;  par  j3o  et  J3|  les  allongements  à  charge  et  température  constantes 
qui  suivent  les  allongements  désignés  par  êq  et  £,. 

La  seconde  technique  (y?^.  4î  ^^)  est  identique  à  la  première,  mais  le  parcours 
se  fait  en  sens  inverse.  Le  long  des  parcours  BC  et  EF  les  charges  croissent  et  dé- 
croissent, comme  pour  toutes  les  expériences  de  ce  Mémoire,  de  manière  que  les 
allongements  varient  proportionnellement  au  temps;  en  réalité,  c'est  la  vitesse 
d^allongement  qu'on  impose.  Les  courbes  BC  et  EF  ne  sont  figurées  que  schéma- 
tiquement  et  ne  sont  pas  elTectivement  recti lignes,  l^a  vitesse  d'allongement 
utilisée  est  de  i"*  en  i^3*.  On  s'arrange  pour  parvenir  aux  points  B,  D,  E,  A 
de  i5"*  en  i5"*.  Ce  temps  suffit  largement  pour  amener  le  caoutchouc  delà  tem- 
pérature /q  à  la  température  /|,  ou  inversement,  le  long  des  parcours  DE,  AB. 

L'expérience  précédente  donnera  des  coefficients  moyens  ao,  a,,  co,  e,  dans  des 
conditions  particulières.  Nous  les  comparerons  aux  mêmes  coefficients  déterminés 
en  fixant  séparément  les  côtés  du  cycle.  On  produit  des  tractions  rythmées  de 
période  ï=  i34%  de  telle  sorte  que  la  charge  oscille  entre  Po  et  P|  à  température 
constante.  On  utilise  le  mouvement  oscillatoire  d'une  plate-forme  mue  par  un 
excentrique  pour  soulever  un  poids  P|  —  Po  suspendu  au  fil  et,  par  conséquent, 
décharger  le  fil  d'autant,  ou  pour  l'abaisser  et,  par  conséquent,  recharger  le  fil. 
L'amplitude  de  l'oscillation  est  réglée,  par  rapport  à  l'allongement  du  fil,  de 
manière  que  les  charges  Po  et  P|  ne  soient  réalisées  que  pendant  une  petite 
fraction  de  la  période.  Pendant  le  reste  le  fil  s'allonge  et  se  raccourcit  automati- 
quement suivant  une  toi  à  peu  près  sinusoïdale  par  rapport  au  temps.  Nous 
obtiendrons  ainsi  deux  nouveaux  coefficients  t^  et  e', ,  suivant  que  la  température 
constante  est  Iq  ou  t^. 

Nous  produirons  de  même,  à  charge  constante,  des  cycles  de  température  :  la 
température  passe,  de  i5™  en  i3"*,  de  tok  /|,  ou  inversement.  Nous  obtenons  ainsi 
deux  nouveaux  coefficients  moyens  a'^  et  a',,  suivant  que  la  charge  est  Po  ou  P|. 

Voici  maintenant  le  résultat  des  expériences;  on  ne  donne  que  ce  qui  se 
rapporte  aux  cycles  à  peu  près  fixés. 

î20.  Premier /il,  —  Po=  260,  P,  =  43o,  to-^  l'i^^  d  =  80°,  Lo=  2570. 

Technique  I. 

£,  =  2147,         ?i=»68,         «,=  1192, 
£5=2690,         Pj,=:i83,         ao=567. 

Le  cycle  n'est  pas  encore  fermé  5  on  a 

(2147  -H  i68h-  1 192)  —  (2690  4-  i83  -}-  567)  =  67. 
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Technique  II, 

£1  =  2255,         j3i=:87,  ao=46i> 

£0=2776,         (3o=237,         «,  =  1076. 

Le  cycle  n'est  pas  encore  fermé,  on  a  : 

—  2255  —  87  4-  4^1  4-  2776  4-  287  —  J076  =1:  56. 

1°  £o>  £i»  Pour  une  même  variation  de  charge,  l'allongement  est  plus  grand  à 
froid  qu'à  chaud.  Les  courbes  en  Iraits  interrompus  sont  plus  inclinées  que  les 
courbes  en  trails  ])leins. 

2°  ao<;  a|.  Le  raccourcissement,  pour  une  même  variation  de  température,  est 
plus  grand  sous  une  forte  charge. 

3®  Pour  comprendre  les  valeurs  relatives  des  réactivilés,  on  se  rappellera  :  a,  à 
chaud  la  réactivité  est  plus  petite  qu'à  froid;  6,  elle  est  plus  grande  quand  la 
charge  vient  de  croître  que  quand  elle  vient  de  décroître^ 

Dans  la  technique  II  les  causes  précédentes  produisent  des  effets  de  même  sens. 
Suivant  CD,  la  charge  vient  de  décroître  (parcours  BC)  et  l'on  est  à  la  tempéra- 
ture /|  :  on  a  ^1=:  87.  Suivant  FA,  la  charge  vient  de  croître  et  Ton  est  à  froid, 
aussi  a-t-on  Po=  287. 

Dans  la  technique  I,  au  contraire,  les  causes  produisent  des  effets  de  sens 
inverses.  Suivant  CD,  la  charge  vient  de  croître,  mais  on  est  à  chaud;  |3|  =  168. 
Suivant  FA,  la  charge  vient  de  décroître,  mais  on  est  à  froid,  P(,=  i83.  On 
a  ^1  <<  jS^;  l'effet  de  la  température,  qui  est  une  diminution,  l'emporte. 

Sur  le  même  fîl  on  a  modifié  le  parcours  :  Po=5o,  P,  =  i5o,  /o=i3", 
t^  =  8o\ 

Technique  /. 

£1  =  529,         ?i==47»         «1  =  165, 
£0  =  610,         t^o=79»         «0=42. 

Technique  IL 

£0=^79»         i3o=io9,         «1=120, 
£,  =  534,         |3i  =  4o,  «0=9- 

£o>Si>  «o<^i>  t^i<Po' 


On  a  encore 


2L  Expérience  complète.  Noia^eaii  JiL   —  Po=:55o;  P,  —  G5o;  /o==  i3'; 
/,  =  80";  Lo=  2100. 

On  décrit  tout  d'abord  des  cycles  à  température  constante.  On  donne  les  teni- 
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pératures  et  les  heures  des  essais,  ce  qui  a,  comme  nous  le  verrons,  une  impor- 
tance considérable. 

Cycles  isothermes.  —  Premier  jour. 


s'* 


h      m 

8  -38 


Il      m 
8.'2J 

73. 

\).'l'i 

ÎW« 

y.  5") 

;)5« 

10. -2 '5 

lOIO 

s;  (chauffé  à     8»'25'")...       8.4>  977 

£i  (refroidi  à    y^-iS*")...       9. 35  973 

Ej  (chauffé  à     9''j'>"}.  ..      10.10         1004 
î'o  (  refroidi  à  io**'ji5"').   ..      10.40  97:1  [reposa  lo^'jo*"  sous  Po]   n*'3o'",  939; 

ii''.io'",  929;  [repos  à  ii*'4o'"  sous  PoJ  i''3o'",  87'). 

Pour  les  expériences  régulièrement  croisées  on  a  e',  >  z^.  Mais  e'^  passe  de  1)70 
à  8^5,  simplement  en  attendant  que  TefTet  du  recuit  disparaisse  peu  à  peu.  La 
variation  de  e'^^  avant  et  après  le  recuit  est  de  ^Si  a  97^,  soit  de  3  à  4- 

Technique  L  —  Premier  jour,  soir. 
£,  =  1004,         (3, 1=193,         3Ci  =  ii58, 


On  a  maintenant 


^0=9^»»  t^o^^l,  5to=ll/| 


^0  <C  Ê|>  pi  !>  po» 


/• 


Technique  IL 

Cl  =:  1026,         (^1=1: 33,  ao=:ioo6, 

£o""I028,  {3oi=ii8,  a,:=:io/|5. 

Bien  entendu  Pi<C  j3o  '  nous  savons  que  cette  condition  est  nécessaire  pour  la 

technique  11. 

Mkme  fil  :  Po=35o,  Pi—  {')o. 

Cycles  isothermes.  —  Deuxième  jour,  soir. 
9^4 
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i\  (chauffé  à  i''45"').  .. . 
îj  (  refroidi  à  •>}'  1  :>"').  ... 

t\  (cliauffé  à  VViV") 

s;  (refroidi  à  3»^  iV") 3"3o"'         i(>9()  4»'  1081 

Abandonné  i(V'  sous  Pq;  le  lendemain  matin  du  troisième  jour  :  90-). 

Maintenant  nous  avons  e',  <^  s^  pour  des  cercles  régulièrement  croisés.  L'inHueucc 
du  recuit  et  du  temps  passé  à  basse  température  après  le  recuit  se  montre  à 
Pévidence;  t'^  passe  de  ioy()  à  902,  soit  de  1000  à  83y.  Les  valeurs  de  z\  sont 
beaucoup  moins  variables  que  les  valeurs  de  t^  :  la  transformation  de  la  matière  à 
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chaïul  iniluc  beaucoup  moins  sur  la  valeur  des  paramèlres  à  chaud  que  sur  leur 
valeur  à  froid. 

Technique  I.  —  Troisième  jour,  malin. 

£1—926,  ?i  =  67,         a,  =  821, 

£o^^io55,         (3o=87,        «0=655. 


Technique  II.  —  Troisième  jour,  soir. 

e,  r=  935,  j^,  z=  55,  «j  =  58o, 

£0  =  1 096.         ;3o  =  1 20,         a,  =  793 . 

Cycles  isothermes. 


\ V'  9>8 

;  (refroidi  à  4»>i5'").       4»'3o'"         ii-i'J  4''37'"         11 19     Abandonné  16"  sous  ?«. 


Le  lendemain,  matin  du  quatrième  jour  :  929. 

Pour  compléter  Texpérience  on  refroidit  et  l'on  récliauffe  de   i5™  en  i5"   sous 

charge  constante  : 

«0  =  570,         a',  =  854. 

Or  nous  avions  obtenu  : 

Technique  /. 

aoii::655,  «1  =  821, 

Technique  II, 
ao=58o,         a,  =  793. 

Donc  a„  est  plus  petit  que  le  plus  petit  des  olq  et  a,  est  plus  grand  que  le  plus 
grand  des  a, .  En  définitive,  suivant  la  technique  choisie,  on  obtient  des  coefficients 
a  et  s  variables  dans  de  larges  limites,  sans  qu^il  soit  possible  de  dire  qu'une  tech- 
nique se  recommande  théoriquement  de  préférence  à  une  autre.  Le  cycle  se  ferme 
approximativement  après  un  petit  nombre  de  parcours,  parce  que  les  variables 
(charge,  température)  varient  périodiquement  en  fonction  du  temps;  mais  la 
forme  des  cycles  dépend  de  cette  loi  de  périodicité. 

Nous  aurons  à  revenir  longuement  sur  les  modules  d'élasticité  et  les  coefficients 
de  dilatation. 
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EFFKT    DKS   TRACTIONS    RVTHMKES    SUR    LA    UÉACTI V  ITlt'. 

2î2.  Nous  avons  expliqué,  au  début  de  ce  Mémoire,  par  quel  procédé  il  est  pos- 
sible de  réaliser  des  tractions  rythmées.  La  méthode  consisle  essentiellement  à 
imposera  l'exlrémité  supérieure  du  caoulcliouc  une  oscillation  verticale  d'ampli- 
tude a  et  de  période  connue.  Nous  étudierons  dans  un  prochain  Mémoire  l'en- 
semble du  phénomène.  Qu'il  nous  suffise  de  dire  pour  l'instant  qu'on  modifie 
aisément  l'amplitude  de  rallongement  périodique  du  caoutchouc  en  modifiant  la 
période  de  la  traction  imposée.  Soit  A  l'amplitude. de  l'oscillation  de  l'extrémité 
inférieure,  l'amplitude  de  l'allongement  périodique  est  une  fonction  de  <?,  de  A  et 
de  la  différence  de  phase  e  des  mouvements  oscillatoires  des  deux  extrémités  : 
£  dépend  de  la  période  du  mouvement  imposé  et  de  la  période  du  mouvement 
propre  de  la  masse  suspendue,  quand  Textrémité  supérieure  est  immobile  et  qu'on 
suppose  les  frottements  nuls.  En  faisant  varier  la  période  du  mouvement  imposé, 
on  modifie  la  grandeur  de  l'allongement  périodique  du  caoutchouc. 

Voici  maintenant  les  résultats. 

On  parcourt  des  cycles  T<,=  5'",  T,  =  i^2'",  P|  =  Soo*^'.  Pour  les  cycles  impairs 
on  maintient  immobile  l'extrémité  supérieure,  pour  les  cycles  pairs  on  lui  impose, 
entre  3o' et  3i'"3o*  après  rétablissement  de  la  charge  P|,  des  oscillations  verti- 
cales dont  l'amplitude  est  de  i""",y.  D'un  fil  à  l'autre  on  fait  varier  la  période  de 
ce  mouvement  oscillatoire. 

Premier JiL  —  Période  i*;  le  nombre  des  périodes  entre  So"  et  3r"  io*  est  18G0. 
1^'amplitudedu  mouvement  oscillatoire  de  l'extrémité  inférieure  est  de  i"'"' environ. 
La  longueur  initiale  du  fil  est  3ooo;  l'allongement  sous  5oo^  est  naturellement 
variable  d'un  cycle  à  l'autre  :  il  vaut  ^^oo  en  moyenne.  Le  fil  a  donc  alors  8700 
environ  de  longueur  et  la  valeur  maxima  de  l'allongement  périodique  est  voisine 
de  38 --h  20  =  58,  soit  i  :  i5o  de  la  longueur.  Voici  maintenant  les  A  entre  3o* 
et  32";  S  signifie  sans  tractions  rythmées,  A  signifie  avec  tractions  rythmées  : 

kï*.  O.  i\«  0«  .!• 

/ijC)  286  -lOo  'if\\  240 

Si  l'eflet  des  tractions  était  absolument  nul^  on  pourrait  tracer  une  courbe 
unique  où  les  nombres  précédents  seraient  les  ordonnées  et  où  l'on  prendrait  pour 
abscisses  les  numéros  d'ordre  des  cycles.  On  doit  tracer  eflectivement  deux 
courbeS;  S  et  A,  dont  les  ordonnées  ne  diffèrent  pas  plus  de  1  :65.  Voilà  l'ordre 
de  grandeur  de  l'accroissement  de  A  produit  par  1860  tractions. 

Après  2  heures  de  repos,  on  reprend  la  même  expérience  : 
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S.  S>  A.  S.  A. 

329  24*2  241  233  236 

On  trace  les  deux  couches;  la  difTérence  des  ordonnées  est  de  i  :  5o  environ  : 
il  y  a  léger  accroissement  de  A  quand  les  tractions  rythmées  sont  imposées. 

Second  JiL  —  Période  1*46'";  a  =  19;  A  =:  80,  la  grandeur  ma\ima  de  rallon- 
gement périodique  est  38  +  160  =  198.  La  longueur  moyenne  du  fil  sous  5oo^ 
étant  voisine  de  85oo,  le  rapport  de  la  grandeur  de  l'allongement  périodique  à  la 
longueur  est  de  i  :  4^  environ  : 

568  287  266  240 

Après  une  nuit  de  repos,  on  reprend  : 

ld«  ida  xV»  9»  /%.•  0« 

36o  25 1  248  233  242  229 

Si  nous  traçons  les  courbes  des  A  avec  et  sans  tractions  rythmées,  en  fonction 
des  numéros  d'ordre  des  cycles  de  chaque  série,  comme  il  a  été  dit  plus  haut, 
nous  trouvons  une  augmentation  par  les  tractions  rythmées  de  i  I  20  environ. 

On  modifie  la  période  et  on  l'amène  ào',  65.  A  est  immédiatement  ramenée  à  5. 
La  grandeur  maxima  de  rallongement  est  de  2(19  +  5)=  48,  soit  i  :  180  de  la 
longueur.  Le  nombre  de  périodes  entre  3o*  et3i'"3o'  est  2860.  On  trouve  pour  A  : 

9.  >^«  l\.m  9.  Am  O» 

354  248  237  233  232  228 

L'effet  des  tractions  rythmées  est  nul. 

Nous  laissons  de  côté  des  particularités  du  phénomène  sur  lesquelles  nous 
aurons  à  revenir  dans  un  prochain  Mémoire;  par  exemple,  une  diminution  de  A 
du  commencement  à  la  fin  de  l'expérience,  c'est-à-dire  à  mesure  que  le  nombre 
des  tractions  subies  par  le  fil  augmente,  diminution  qui  semble  indiquer  un 
accroissement  du  frottement  intérieur.  Voici  les  conclusions  des  expériences 
précédentes. 

La  réactivité  n'a  pas  pour  cause  les  trépidations.  On  serait  forcé  d'admettre 
dans  cette  hypothèse  que  des  trépidations  très  petites  et  très  nombreuses,  non 
mesurables  et  dont  la  possibilité  d'existence  est  douteuse,  produisent  des  effets 
plus  de  100  fois  plus  grands  que  2860  oscillations  allongeant  périodiquement  le 
fil  de  5*"™.   Si  d'ailleurs  on  augmente  l'allongement  produit   par   les   tractions 
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rythmées,  ce  qui  revient  à  augmenter  përiodiquement  la  charge  P|,  A  croît  d'une 
quantité  toujours  petite  et  du  même  ordre  que  l'accroissement  qui  résulterait 
d'une  augmentation  constante  et  continue  de  la  charge  P|,  ce  qui  explique  tout 
naturellement  les  eflels  observés.  L'hypothèse  qu'en  augmentant  indéfiniment  le 
nombre  des  trépidations,  on  augmente  leurs  effets,  est  d'ailleurs  insoutenable. 

Le  lecteur  se  rapportera  au  Chapitre  IX  du  Mémoire  Sur  tes  courbes  de 
déformation  desjilsàc  M.  Bonasse,  où  il  trouvera  développées  pour  les  métaux 
des  considérations  analogues. 

Donc  la  réactivité  a  d'autres  causes  que  les  trépidations.  Mais  il  y  a  plus. 

Si,  comme  le  veut  M.  Duhem,  on  peut  tracer  à  l'avance  et  une  fois  pour  toutes 
dans  le  plan  charge-allongement  les  courbes  d'aller  et  de  retour,  elles  se  coupent 
sous  des  angles  finis,  excepté  sur  la  ligne  des  états  naturels,  les  trépidations 
doii^ent  a%'oirun  effet,  distinct  de  celui  de  la  réactivité  d'après  ce  qui  précède, 
et  qui  ne  peut  pas  être  négligeable.  De  sorte  que  le  résultat  négatif  de  l'expé- 
rience prouve  à  la  fois,  du  seul  fait  qu'il  est  négatif,  la  fausseté  des  deux  hypo- 
thèses fondamentales  de  M.  Duhem,  c'est-ù-dire  la  fausseté  de  toute  sa  théorie. 


Foc.  de  r.,  2«S,,  V.  4l 
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INTHODLCTION. 

L'élude  des  actions  pholo^rapliiqnes  présente  un  grand  inlért^t  par  ellc-nienie 
et  par  ses  applications.  Parmi  celles-ci,  j'ai  étudié  spécialement  la  Spectropho- 
lométrie. 

La  Photograpliie  peut  rendre  de  grands  services,  pour  la  pliotoméirie  des 
radiations  lumineuses,  ultra-violettes  et  même  infra-rouges,  comme  l'a  montré 
M.  A.  Cotton  dans  un  travail  du  plus  grand  intérêt  (Sur  la  pholométric 
chimique  et  photographique  :  Congrès  de  Montauban  de  TAssocialion  française 
pour  l'avancement  des  Sciences,  août  1902)  (*). 

Pour  se  rendre  compte  de  la  difficulté  dos  méthodes  spectropliotométriques 
dans  l'ultra-violet,  il  suffit  de  prendre  un  exemple  :  M.  Soret  a  fait  des  recherches 
très  importantes  sur  l'absorption  dos  ravons  ultra-violets  (Archii^es  de  Genève, 
t.  IX,  i883);  il  détermine  l'éj)aisseur  sous  laquelle  cesse  d'être  perceptible  telle 
ou  telle  raie  d'un  métal,  que  Ton  emploie  comme  source  de  lumière,  et  il  obtient 
ainsi  une  courbe  dont  les  ordonnées  sont  les  épaisseurs  du  liquide  étudié,  qui 
produisent  l'extinction  des  diverses  raies  métalliques  et  les  abscisses  leslongueurs 
d'onde  des  radiations  correspondantes.  Ces  courbes  donnent  de  précieuses  indi- 
cations sur  les  variations  de  l'absorption  avec  la  réfrangibilité  et  M.  Soret  a 
montré  tout  le  parti  qu'on  pouvait  en  tirer;  mais  il  reconnaît  lui-même  que  l'on 
ne  peut  pas  déduire  de  ces  mesures  la  valeur  absolue  des  coefficients  d'absorption, 
et  il  éniimêre  les  diverses  causes  d'erreur  : 

La  lumière  produite  par  les  étincelles  d'induction  est  variable.  L'intensité  de 
la  fluorescence,  produite  par  une  lumière  de  réfrangibilité  déterminée,  ne  peut 

—    ^1-  •     —  -  -  -  -       -  ^  .     - 

(*)  Le  Mémoire  de   M.  Colton   est   résumé   dans  le   n*  37  de  Y  Éclairage  électrique, 
t.  XXXII,  septembre  1902. 
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pas  être  considérée  comme  constante  en  tout  temps,  au  moins  lorsqu^on  emploie 
dos  lames  liquides  telles  que  Tesculine.  La  sensibilité  de  Tocil  varie  suivant  les cir- 
conslances  et  suivant  Topérateur.  Les  diverses  raies  des  spectres  métalliques  sont 
d'intensités  très  diflTérentes,  d^oii  résulte  qu'à  égalité  de  coefficients  d^absorption 
IVpaisseur  amenant  Pextinction  est  plus  grande  pour  les  raies  très  brilUintes  que 
pour  celles  qui  le  sont  moins.  L'intensité  de  la  fluorescence  est  variable  suivant 
la  réfrangibilité. 

La  méthode  photographique  permet,  comme  je  me  propose  de  le  démontrer,  de 
faire  des  mesures  précises  dans  le  spectre  ultra-violet;  les  obstacles  à  vaincre  ne 
tiennent  pas  à  la  méthode,  mais  à  la  difficulté  de  maintenir  constantes  des  sources 
de  lumière  ajaiit  un  specirc  ultra-violet  étendu. 

Dans  le  spectre  lumineux,  pour  peu  qu^on  fasse  des  mesures  photométriques, 
on  constate  rapidement  la  difficulté  des  mesures  dans  le  bleu  et  le  violet;  au  con- 
traire, les  déterminations  se  font  aisément  dans  le  rouge  (*),  Torangé,  le  jaune  et 
surtout  le  vert.  La  Photographie  sera  donc  utile  pour  les  radiations  lumineuses 
les  plus  réfrangibles. 

Enfin,  dans  Tinfra-rouge,  on  peut,  comme  M.  Cotton  Ta  proposé  (^),  utiliser  le 
phénomène  découvert  par  M.  Villard  :  la  destruction  par  les  radiations  infra-rouges 
et  lumineuses  du  voile  produit  sur  la  plaque  photographique  par  les  rajons  X. 

Pour  bien  montrer  la  difficulté  des  méthodes  qui  ont  été  proposées  pour  la 
photométrie  des  radiations  lumineuses  et  ultra-violettes,  je  citerai  un  deuxième 
exemple  :  Temploi  du  mélange  de  chlore  et  d'hvdrogèae. 

Bunsen  et  Roscoe,  dans  leur  travail  classique  sur  cette  question,  ont  constaté 
qu'il  est  nécessaire  d*emplover  au  moins  3  jours  et  même  plus  pour  préparer 
Tappareil  avant  de  commencer  les  expériences;  qu*il  faut  maintenir  la  tempéra- 
ture <les  gaz  parfaitement  constante  de  manière  que  les  changements  de  volume  dus» 
à  la  dilatation  ne  se  confondent  pas  avec  les  eflets  de  l'action  chimique;  d'ailleurs 
la  présence  d'un  excès  de  chlore  ou  d*hjdrogène  ou  d*un  gaz  étranger  retarde  la 
combinaison  du  chlore  et  de  l'hydrogène  produite  par  la  lumière  :  ainsi,  il  suffit 
de  la  présence  de  quelques  millièmes  en  volume  de  gaz  oxjgène,  hydrogène  ou 
chlore  pour  produire  un  eOet  marqué;  le  gaz  oxygène  surtout  donne  des  retards 
très  grands. 

Les  difficultés  de  cette  méthode  sont  manifestes. 

La  méthode  photographique  présente  au  contraire  une  grande  simplicité,  mais 
on  lui  adresse  quchpies  reproches  :  d'abord,  la  loi  suivant  laquelle  fimpression 


{*)  Dans  mon  travail  sur  les  indophénols  (Annafes  de  la  Facilité  des  Sciences  de 
Touiouse,  1901),  j'ai  constate  que  Ton  4>ouvait  faire  de  très  bonnes  mesures  dans  le  rouge, 
sans  aucune  fatigue. 

(«)  A.  CoTTox  {ioc.  cit,). 
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photographique  varie  avec  liiilensilé  de  la  radiation  est  complexe  et  d^ailleiirs 
inconnue;  cette  impression  dépend  de  la  plaque  eniplo^'ée,  du  voile  quelle  a  pu 
subir,  des  circonstances  du  développement,  et  même,  diaprés  Topinion  la  plus 
répandue,  les  diverses  régions  d'une  plaque  déterminée  possèdent  des  sensibilités 
tout  à  fait  distinctes,  dont  on  peut  dire  seulement  qu'elles  varient  d\ine  façon 
continue. 

f^  travail  qui  va  suivre  est  destiné  à  répondre  ù  ces  diverses  objections;  je 
montre  que  Ton  peut  instituer  une  méthode  photométrique,  fondée  sur  rem|)loi 
des  plaques  photographiques,  même  de  celles  dont  la  sensibilité  n'est  pas  con* 
stanle  par  suite  de  leur  fabrication,  de  la  nature  de  Témulsion,  de  son  épaisseur 
variable,  ou  de  circonstances  accidentelles  qui  peuvent  comme  le  voile  altérer  la 
sensibilité.  Cette  méthode  exige  seulement  que  Thétérogénéité  soit  continue  dans 
un  intervalle  de  quelques  millimètres,  condition  qui  est  toujours  largement  réa- 
lisée; bien  plus,  Fexpérience  montre  que  les  plaques  que  Ton  trouve  actuellement 
dans  le  commerce,  par  exemple  les  plaques  Lumière,  mar(|ue  bleue  ('),  sont  saut 
de  très  rares  exceptions  d'une  remarquable  homogénéité,  si  Ton  a  soin  d'éliminer 
soigneusement  différentes  causes  d'erreurs  dont  la  plus  grande  est  la  variation 
de  la  source  de  lumière  employée  pour  faire  sur  une  même  plaque  diverses 
impressions  voisines.  Je  puis  dire  que,  chaque  fois  que  sur  une  plaque  non  voilée, 
j^ai  trouvé  une  discontinuité  notable  dans  Thomogénéité,  j'ai  retrouvé  dans  la 
source  de  lumière  employée  une  variation  correspondante. 

I^e  travail  dont  l'exposé  va  suivre  comprend  : 

I.  Une  étude  du    degré  d'homogénéité  des  plaques  photographi<|ues  du  com- 
merce. 

II.  La  description  d'une  méthode  photométrique  fondée  sur  la  Photographie. 
—  Détails  expérimentaux  : 

a.  Source  de  lumière  maintenue  constante; 

b.  Obturateur  permettant  de  faire  des  durées  de  pose  bien  connues; 

c.  Châssis  à  mouvement  micrométrique  destiné  ù  uu  double  usage  :  impres- 
sionner la  plaque  et  étudier  celle-ci  après  sou  développement  ; 

d.  Moyens  d'atténuation  employés,  détermination  du  zéro  d'une  fente; 

e.  Précautions  à  prendre  dans  le  développement,  choix  de  la  plaque; 

J".  Exemple  de  mesures  faites  sur  une  plaque  hétérogène  ou  sur  une  phupic 
homogène,  par  la  méthode  d'observation  directe  des  noirs  et  par  la  méthode  de 
la  pile  thermo-électrique. 


(I)  La   marque   violette  ilonnc  des   rcsullals  beaucoup  moins  bons  au  point  «le  vue  <le 


riiomogéncilé. 
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Celle  inélhodc  est  due  à  M.  Bouasse,  il  l'a  publiée  dans  son  remarquable 
Mémoire  Sur  les  actions  photographiques  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
(le  Toulouse,  1894)*  J'ai  employé  dans  mes  recherches  plusieurs  des  appareils  qui 
lui  avaient  déjà  servi,  en  particulier  le  pendule  T  {voir  p.  336),  qu'il  a  mis  très  gra- 
cieusement à  ma  disposition.  On  verra  que  les  résultats  de  M.  Bouasse  ont  été 
complètement  vérifiés  par  mes  expériences. 

III.  Détermination  du  degré  de  précision  de  la  méthode,  augmentation  de  la 
sensibilité  d'une  plaque  par  un  voile  préliminaire. 

IV.  Autres  méthodes. 


CHAPITRE  I. 


I-TUDI::  Dl    DEGRÉ  D  IJOMOGÉ.NÉITÉ  DES  PLAQUES  PHOTOGRAPIJIQUES 

DU  COMMERCE. 


J'adopterai  les  dénnilionsde  M.  Bouasse,  relativement  aux  noirs  d\m  cliché  : 
<c   Soient  1  rinlensité  du  faisceau  incident,  1|  Tintensité  transmise  aux  points  de 

pose  nulle,  L  Tinlensilé  en  un  autre  point  où  l'action  lumineuse  n^a  pas  été  nulle; 

le  noir  de  ce  point  est  arbitrairemeni  défini  par  le  rapport 

»   Soit  la   rinlensité  transmise  à  travers  le  verre  dépouillé  de  sa  gélatine,  le 
nombre 

donne  une  idée  nette  du  voile  du  cliché  :  on  doit  tâcher  qu'il  soit  voisin  de  o. 
1/unité  avec  laquelle  on  mesure  les  intensités  est  arbitraire.  »  (Bouasse,  loc.cic.) 
Pour  étudier  Thomogénéité,  on  peut  d'abord  employer  la  méthode  suivante  : 
exposer  une  plaque  photographique  devant  une  source  de  lumière  suffisamment 
éloignée  pour  produire  un  éclairement  constant  en  tous  les  points  de  la  gélatine. 
La  plaque  ainsi  impressionnée  est  développée  dans  un  bain  obtenu  en  mélangeant 
Toxalate  de  potasse  et  le  sulfate  ferreux  ;  le  bain  a  une  épaisseur  de  a*""  ou  3*^"' 
au-dessus  de  la  plaque,  il  est  constamment  agité,  mais  assez  légèrement  pour 
éviter  de  découvrir  la  gélatine.   La  plaque  fixée,  alunée,  séchéc,  est  observée 
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direclemenl,  ou  au  moyen  de  la  pile  thermo-électnque,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin. 

Cette  méthode,  assez  rudimentaire,  suffit  néanmoins  pour  montrer  que  les 
plaques  sont  presque  toujours  homogènes,  excepté  dans  le  voisinage  des  bords. 
Celles  qui  sont  très  peu  homogènes  manifestent  déjà  leur  hétérogénéité  sur  une 
hande  témoin  que  Ton  prélève  dans  le  sens  de  la  longueur  et  qu'on  développe, 
sans  la  soumettre  à  Taction  de  la  lumière. 

Pour  étudier  d'une  façon  plus  complète  l'homogénéité  des  plaques,  j'ai  employé 
un  dispositif,  que  l'on  retrouvera  plus  loin,  à  propos  de  la  méthode  spectropho- 
lométrique. 

Une  batterie  d'accumulateurs  de  3o  ampères-heures  de  capacité  environ,  sous 
le  régime  de  i5  ampères,  produit  le  courant  qui  traverse  une  lampe  de  Nernst  1^ 
[modèle  de  1  ampère  ii5  volts  ^fig.  i)]. 


Fig.  I. 


LO 


a-      €v 


4 


qJ 


^t=rtn 


L  lampe  de  Nernst;  ff  fils  aboutissant  à  une  deuxième  lampe  de 
Nernst  (voiryî^.  3);  V  voltmètre  Weston;  aa  arrivée  des  fils 
venant  d'une  batterie  d'accumulateurs;  R  rhéostat  Cance 
continu;  G  galvanomètre,  L'  lunette  et  règle  du  galvano- 
mètre G  ;  S  shunt  du  galvanomètre  G  ;  u  obturateur  (voir^?^.  8  )  ; 
G  chariot  mù  parV, ;  P  plaque  photographique;  D' deuxième 
obturateur;  i,  '>.  double  porte. 

La  lampe  de  Nernst  employée  {fig*  i  )  est  à  filament  rectilignc;  la  spirale  d'allu- 
mage a  été  supprimée  ;  pour  amorcer  la  lampe,  on  chaufle  le  filament  légèrement 
avec  une  lampe  à  alcool.  On  évite  de  changer  le  sens  du  courant,  car  la  durée  des 
filaments  se  trouve  réduite  par  des  interverlissements  de  polarité:  le  métal  déf»;agé 
entraîne  (E.  Bosc,  Annaleii  der  Physik,  1902)  par  ses  changements  de  volume 
des  tensions  à  l'intérieur  du  corps  incandescent.  Les  supports  du  filament  et  les 
parties  voisines  de  la  lampe  sont  recouverts  de  noir  de  fumée  ;  celle  condition  est 
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stirloiit  nécessaire  quand  on  fail  varier  Tinlensilé  de  la  lumière  pénétrant  dans 
Tappareil,  en  approchant  ou  éloignant  la  lampe  de  la  fente. 

I^es  fils  amenant  le  courant  sont  isolés  avec  le  plus  grand  soin  par  des  isolateurs 
à  double  cloche.  La  batterie  est  chargée  complètement;  on  lui  fait  débiter,  avant 
(le  faire  Fexpérience,  un  nombre  de  coulombs  suffisant  pour  que  le  voltage  ne 
varie  plus  sensiblement.  On  se  trouve  alors  dans  des  conditions  correspondant  h 
la  branche  horizontale  de  la  courbe  de  décharge,  avant  comme  abscisses  le  temps 
et  comme  ordonnées  le  voltage  aux  bornes.  Le  courant  de  celte  batlerie  traverse 
la  lampe  de  Nernst  L,  un  rhéostat  II  continu,  modèle  de  Cance,  vertical; 
un  galvanomètre  Deprez-d^Arsonval,  G,  convenablement  shunté  et  muni  d*une 
lunette  et  d'une  règle  divisée  pour  observer  les  déviations,  un  rhéostat  ordi- 
naire R'  qui  permet  de  régler  le  voltage  au\  bornes  de  la  lampe  par  Fobser- 
valion  d\in  voltmètre  V.  La  lampe  de  Nernst  est  protégée  contre  les  courants 
d^air  qui  font  varier  très  notablement  Tintensité  de  la  lumière  qu'elle  émet,  puis- 
qu'une lampe  fonctionnant  un  peu  au-dessous  de  son  voltage  s'éteint  quand  on 
souftle  sur  son  filament.  On  laisse  la  lampe  fonctionner  une  heure,  afin  de  per- 
mettre aux  rhéostats,  à  la  lampe  et  à  ses  enveloppes  de  s'échauflTer  et  d'atteindre 
un  régime  permanent. 

Pendant  les  opérations,  l'observateur  maintient  constante  l'intensité  du  courant 
par  l'observation  du  galvanomètre  Deprez-d'Arsonval.  Avec  ces  précautions,  on 
obtient  une  source  qui  est  constante  pendant  plusieurs  heures  et  qui  peut  être 
reproduite  identique  à  elle-même  pendant  plusieurs  jours.  La  lampe  de  Nernst 
n'est  pas  un  étalon  photométrique,  mais  elle  constitue  une  source  constante  d'un 
emploi  très  commode;  son  éclat  intrinsèque  est  très  considérable;  elle  convient 
très  bien,  beaucoup  mieux  que  les  lampes  à  incandescence  ordinaires,  pour 
Téclairage  des  fentes  des  spectroscopes. 

Voici  quelques  nombres,  indiquant  la  constante  de  cette  lampe  au  moyen  de 
rimpulsion  galvanomélrique  produite  par  le  rayonnement  de  lampe  sur  une  pile 
thermo-électrique  : 


2 

^cro  du  galvanomètre. 

Déviation. 

k      m 

3.i5 

M7,o 

aî6,i 

3.45 

M9,l 

2{3,î 

4 

a3'i  ,o 

a43,i5 

4.3o 

a4o,4 

a<5,o 

•j 

m5,î 

a4i,15 

6 

î»»7w 

a46,a 

1^  lampe  de  Nernst  L  éclaire  à  ti^vers  l'ouverture  e  {Jig-  i)  la  plaque  pho* 
tographique  P,  qui  est  placée  sur  un  chariot  micrométrique  C,  dans  un 
nhAfl^is  qui  sert  à  un  double  usage:  la  plaque  s'y  impressionne  et  on  la  replace 
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La  plaque  est  maintenue  par  des  ressorU  r  {fig.  :i),  un  cbariot  microinétrique 
md  par  une  vis  V,  permet  de  la  faire  avancer  cl  d'impressionner  des  régions  très 
voisines.  Un  timbre  l  avertit  l'opérateur  chaque  fois  que  la  vis  V,  a  fait  un  certain 


I*  plaque  photograpliiquc  poriOe  sur  le  chariot  C  et 
par  les  ressorls  r\  i  impressions  photograpliii|Ucs 
micro  métrique 


nombre  de  tours.  Au  mo)'en  d'une  transmission  à  la  Cardun,  on  peut  manœuvrer  la 
plaque  à  distance.  Le  châssis  contenant  lu  plaque  P  est  disposé  dans  une  chambre, 
entièrement  close,  dans  laquelle  on  peut  entrer  par  une  double  porte  1 ,  a  ;  toutes 
les  opérations:  installation  de  la  plaque,  développe  me  ni,  fixage,  se  font  dans 
l'obscurité  la  plus  complète.  La  lumière  de  lu  lampe  L  pénètre  seulement,  quand 
l'obluraleur  est  dans  la  position  2  {voir  p.  336). 

Pour  supprimer  le  halo,  j'ai  employé  des  plaques  antihalo  Lumière,  mais  sans 
décolorer  la  plaque  après  le  développement  et  le  tixage.  La  couleur  rouge  des 
plaques  n'a  pas  d'ioconvënient  pour  l'observation  des  clichés  avec  la  pile  thermo- 
électrique, elle  §:éne  seulement  dans  les  observations  directes.  Toutefois,  j'ai 
coDSIaté  que  les  plaque  antihalo  élaieni  en  général  assez  hétérogènes;  j'ai  employé 
le  plus  souvent  des  plaques  ordinaires,  le  halo  étant  supprimé  par  le  procédé 
qu'indique  M.  Bonasse  :  «  On  noircit  avec  du  vernis  noir  (noir  de  fumée  dans  du 
vernis  copal  à  l'alcool)  du  papier  calque  (în;  on  le  découpe  une  fois  sec  à  la 
dimension  des  clichés.  Au  momentd'uliliser  ceux-ci,  on  applique  sur  la  face  verre 
un  de  ces  papiers  recouvert  d'huile.  Au  moment  de  développer,  on  enlève  le 
FiK.  de  T.,  s-  S.,  V.  4^ 
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papier  et  l'on  essuie  le  clichd  avec  un  chiflbn.  »  Des  expériences  multiples  m'ont 
démontré  Tefficacilé  de  celte  méthode. 

Après  avoir  fait  sur  la  plaque  une  série  de  photographies  très  rapprochées  et 
équidistantes  (ayant  par  exemple  6™'"  x  2"*°*  et  séparées  par  o"°*,5),  on  replace 
la  plaque  développée  et  fixée  sur  le  même  chariot,  dans  le  châssis  déjà  employé  ; 
une  seconde  lampe  de  NcrnstL  maintenue  constante  comme  la  précédente  éclaire 
une  lentille  /|  {^fig»  3)  munie  d'un  œil  de  chat;  cette  lentille  forme  sur  la  plaque 


Fig.  3. 


/^ilo 


G  galvanomètre  de  faible  résistance;  L' lunette  et  règle  pour  l'observation 
des  déviations  galvanomélriques;  T  pile  thermo-électrique;  E,  E'  en- 
ceintes; B  bloc  de  verre  de  o'",o3  d'épaisseur;  O'  écran  double 
manœuvré  par  d;  /p  l^  lentilles  convergentes;  G  châssis  à  vis  micro- 
métrique; P  plaque  photographique;  V|  vis  micrométrique;  /  timbre; 
O  œil  de  chat  manœuvré  par  la  vis  V^,;  L  lampe  de  Nernst;  /p  /|  fils 
aboutissant  en  /,  /  (voir  /ig.  i). 

photographique,  au  centre  de  l'impression  étudiée,  une  image  rectiligne  X,  dont 
on  peut  faire  varier  Tintensité  en  diaphragmant  plus  ou  moins  la  lentille  /|.  La 
lentille  I2  forme  une  image  réelle  de  X  sur  les  soudures  d'une  pile  linéaire  T  (Jîg.  4 )» 
fer  constantan,  comprenant  vingt  éléments  ayant  une  masse  et  une  capacité  calori* 
fiquc  très  faibles.  C'est  le  modèle  adopté  par  M.  Rubens,  auquel  j*adresse  lous 
mes  remerciements  pour  les  précieuses  indications  qu'il  a  bien  voulu  me  fournir. 
La  figure  4  représente  le  détail  de  la  pile. 

Un  bloc  de  verre  B  de  S"""*  d'épaisseur  est  destiné  à  éviter  les  causes  d'erreur 
provenant  des  irrégularités  dans  l'épaisseur  du  verre  de  la  plaque  photographique 
étudiée. 


à 
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La  pile  ihermo-élec trique  est  protégée  par  une  double  enveloppe  dont  l'exlé- 
Fig.  k- 


rieurc  E' est  creuse  et  conlienl  de  l'eau.  Les  bornes  delà  |îile  corn  m  uni  qu  eut  avec 
un  galvanomètre  (modèle  Kubens,  construit  par  Keiser  et  Scbmidl)  {Jîg.  5); 
l'équipage  mobile  du  galvanomètre  pèse  0^,09;  les  bobines  ont  chacune  20"  de 
résistance.  La  sensibilité  de  cet  appareil  est  beaucoup  réduite  dans  ces  expériences. 
La  période  d'oscillation  du  galvanomètre  est  8  secondes.  L'  est  la  lunette  d'obser- 
vation de  ce  galvanomètre.  Un  écran  double  O'  maintenu  par  un  ressort  et  pou- 
vant être  mauœuvré  par  une  lige  d,  qu'un  déclencbejnent  abandonne  brusquement 
à  elle-même,  permet  de  proléger  la  pile  et  de  faire  tomber  brusquement  sur  elle 
le  rajonnemejit  de  la  lampe  de  Nernsl.  L'opérateur  étudie  successivement  la  trans- 
parence de  régions  homologues  du  cliché,  puisque  c'esi  la  même  vis  micromé- 
trique et  le  même  chariot  qui  supporte  la  plaque  dans  la  première  et  dans  la 
seconde  partie  de  l'e\périence.  Ce  dispositif  a  un  grand  avantage,  surtout  quand 
les  plages  formées  sur  la  plaque  pliotographique  ne  sont  pas  homogènes,  et 
c'est  le  cas  des  observations  spectropbotoinétriques  même  dans  les  appareils 
possédant  une  grande  dispersion. 

La  pile  thermo-électrique  est  placée  dans  une  pièce  voisine  entièrement  close, 
àl'abri,  par  conséquent,  des  perturbations  ('). 


(')  Pour  éviter IcchaulTumei 
analogue  à  celui  qu'on  emploi 
inuiife,  comme  I'od  peut  s'en  : 


inductibilité,  je  l'ai  disposée  sur  ud  support 
èlrcs  Bcrthelot;  cette  précaution  n'est  pas 


i'ii  r..  CAHIciiei.. 

Exemple.  —  Pour  montrer  la  nëcessîli^  du  disposilif  adopté  et  dt-Vrît  plus  liBUl. 
il  suffit  de  faire  sur  une  même  plaque  pliolo;jrap)ii(|ue,  dont  Thomogënéité  a  ét^ 
jirotivée  déjà  grossièrement  par  Temploi  de  bandes  témoins,  une  série  d'iraprps- 
sions  :  les  unes,  série  a,  en  abandonnant  la  lampe  à  clle-mùme  ;  les  autres,  6,  eu 


M.  du  Bois  el  Bubeni  {EUclruUdtuhcla  ZdUrhri/l .  iR<|',  ). 


niiiinlcnanl  constante  la  déviation  du  galvanomètre  G  par  la  niunœtivre  du  tliL-oslal 
continu.  Dans  le  premier  cas,  il  se  produii  de^i  variations  accidentel/es,  dans  le 
courant  par  exemple,  dues  à  des  cbuies  de  matière  active  dans  les  acctimulateurs, 
et  ces  variations  donnent  à  la  plaque  une  apparence  d'hétcrogénéilé;  dans  Ip 
second  cas  l'homogénéité  est  très  saiisfaisante.  I^a  figure  G  est  la  reproduction  de 
la  plaque  P. 

Les  déviations  galvanomélriqiies  pour  les  huit  impressions  de  la  série  <7  sont  : 

■JVJ        -Jii        341, i        3^7        354,5        363        35fi,5        334,5; 

le  ga Ivan onu'- Ire  Deiiren-d'Arsonval,  pendant  la  durée  de  ces  impressions  photo- 


KTl'DF,   ESPKfllME[STAI.E   DES   ACTIONS   l'IlOTOCIlArHIQlIF.S. 


333 


^rapiiiqties,  a  maDÎTesté  des  variations,  dans  sa  dëviaiion,  correspondanl  à  celles 
ijiie  le  cliché  indique  ;  le  courant,  Iraversanl  la  lampe  de  Nernst,  a  aiigmcnlë  el  a 
passé  par  un  mnximnin  au  moment  oii  l'on  faisait  la  photograpliîc  n°  3,  il  a  varié 


ensuite  en  sens  inverse,  a  passé  par  un  minimum  cl  il  est  redevenu  ce  qu'il  était 
primilivemenl;  une  cause  accidentelle  el  passage re  avait  donc  (ail  varier  Tin- 
lensité  de  ce  couranl. 

Les  impressions  photograpliiqnes  de  la  série  b  donnent  comme  déviations  : 

3i4        351)        3i4        3ii        3Î6        3i4        355. 

Kn  Taisant  de  nombreuses  expériences  avec  des  plaques  Lumière,  Jongla,  etc., 


je  suis  arrivé  à  ce  résultat  qne  l'homogénéité  des  plaques  photographiques  du 
commerce  est  très  satisfaisante.  En  particulier  les  plaques  Lnmière  marque  bleue 
donnent  sur  une  surface  de  4""'  x  i""  des  noirs  dilTérant  rarement  de  plus  du  ^^ 
de  leur  valeur  relative  el,  en  choisissant  les  plaques  employées,  la  dilTérence  des 
noirs  n'atteint  pas  ^J^.  Ce  choii  des  plaques  se  fait  en  développant  une  bande 
découpée  parallèlement  à  la  grande  dimension  el  impressionnée  en  une  seule  fois 
par  une  source  éloignée. 


L'homogéaéitfJ  est  encore  bien  phis  grande  si 
la  plaque  de  i*""'  ou  a™',  surface  bien  suffisante  po 
lomélriqne,  comme  on  le  verra  plus  loin. 


'on  n'utilise 

r  unecompar 


'une  surface  de 
iOn  speclropho- 


334  C.    CAMICIIEL. 

Les  plaques  photographiques  employées  par  M.  Bouasse  en  1898- 1894  élaienl 
certainement  différentes  de  celles  que  l'on  fabrique  aujourd'hui.  C'est  à  cette  diffé- 
rence que  j'attribue  Tliélérogénéité  que  M.  Bouasse  a  constatée  dans  ses  expé- 
riences, qui  portent  sur  un  trop  grand  nombre  de  clichés  (3ooo  épreuves)  pour  que 
ses  résultats  puissent  élre  mis  en  doute  et  attribués,  par  exemple,  à  une  variation 
continue  en  fonction  du  temps  de  la  source  de  lumière  employée.  Il  est  certain, 
toutefois,  que  la  lampe  à  pétrole  est  beaucoup  moins  constante  que  la  lampe  de 
Nernst  employée  comme  je  l'ai  indiqué  plus  haut.  Mais  la  durée  des  impressions 
dans  les  expériences  de  M.  Bouasse  était  trop  courte  pour  que  lampe  à  pétrole 
ait  le  temps  de  varier  notablement.  Au  contraire,  dans  mes  expériences,  qui 
durent  facilement  une  heure,  il  fallait  adopter  une  source  plus  constante;  c'est  ce 
que  j'ai  fait. 


CHAPITRE  II. 


DESCRIPTION  D'UNE  MÉTHODE  SPECTROPHOTOxMÉTRIQUE 

FONDÉE  SUR  LA  PHOTOGRAPHIE. 


Il  ne  faut  pas  demander  à  la  plaque  photographique  de  mesurer  directement 
l'intensité  d'une  radiation  ;  il  vaut  mieux  se  contenter  de  l'employer  pour  constater 
l'égalité  ou  l'inégalité  de  deux  radiations  de  même  longueur  d'onde.  Elle  peut 
alors  rendre  les  plus  grands  services.  C'est  la  conclusion  à  laquelle  est  arrivé 
M.  Bouasse  (*)  à  la  suite  de  ses  travaux  sur  les  impressions  photographiques; 
c'est  également  Topinion  de  M.  Collon. 

Mes  expériences  m'ont  également  conduit  à  employer  une  méthode  de  zéro, 
où  la  plaque  photographique  joue  un  rôle  analogue  à  celui  de  Fœil,  lorsqu'il 
apprécie  l'égalité  de  deux  plages  monochromatiques  au  contact. 

Méthode, 

Soient  I  et  F  les  intensités  des  deux  radiations,  de  même  longueur  d'onde, 
à  comparer.  Sur  une  même  plaque  photographique,  on  fait  tomber  la  première 
radiation  d'intensité  I,  pendant  le  temps  t,  on  déplace  légèrement  la  plaque  pho- 
lographicjue  et,  dans  le  voisinage  de  la  première  impression,  on  en  produit  une 
seconde  au  moyen  de  la  deuxième  radiation  V  atténuée  suivant  un  rapport 
connu  K,  ;  la  durée  de  pose  étant  la  même,  on  fait  ensuite,  dans  le  voisinage  de 

(  '  )  Loc.  cit. 
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la  seconde  impression,  une  Iroisième  photographie  au  moyen  de  la  première  radia- 
tion dMntensité  I,  puis  une  quatrième  au  moyen  de  la  seconde  radiation,  dont 
rinlcnsité  V  est  atténuée  dans  le  rapport  K2Î  etc.  On  a  ainsi  une  série  de  photo- 
graphies équidislantesy  correspondant  à  des  intensités 

I,     Kil,     I,     Kjl ,     I,     Ksi',     ...; 
on  suppose 

r>i,      i>K,>K,>  K3..., 

la  durée  de  pose  étant  maintenue  invariable.  Le  cliché  développé  est  étudié  au 
moyen  d'une  pile  thermo-électrique  qui  permet  de  déterminer  la  transpa- 
rence pour  les  rayons  calorifiques  (voir  p.  33o)des  diverses  impressions  photogra- 
phiques. Soient  ai,  a2,  as,  a4,  ...  les  impulsions  du  galvanomètre  relié  à  la  pile, 
obtenues  quand  on  interpose  sur  le  trajet  des  rayons  calorifiques  les  diverses 
impressions  photographiques.  Ou  construit  deux  courbes  ayant  pour  abscisses, 
Tune  et  l'autre,  les  positions  x  des  impressions  photographiques,  et  fioiir  ordon- 
nées, l'une  les  impulsions  du  galvanomètre  correspondant  aux  photographies  de  I, 
la  seconde  les  impulsions  du  galvanomètre  correspondant  aux  photographies  de 

Kii,  Kjly  K3I,  •••9 

ces  deux  courbes  se  coupent  en  un  point  A  correspondant  à  un  point  P  de  la 
plaque  photographique,  dont  l'abscisse  est  x. 

Soient /(F,  x)  la  fonction  qui  représente  la  variation  de  la  transparence  des 
impressions  photographiques  avec  l'intensité  I  de  la  radiation  et  le  point  de  la 
plaque,  pour  la  longueur  d'onde  X. 

On  a,  pour  le  point  P, 

ce  qui  donne 

les  variations  K  et  x  étant  d'ailleurs  liées  par  une  relation  simple,  linéaire  de 
préférence,  et  que  l'expérimentateur  choisit  arbitrairement. 

Il  faut  remarquer  que  cette  méthode  n'exige  nullement  l'homogénéité  com- 
plète de  la  plaque  employée,  mais  seulement  la  continuité  dans  l'hétérogénéité. 
Or  cette  continuité  est  admise  par  tous  les  auteurs  qui  ont  étudié  cette  question. 
On  peut  dire  en  définitive  que  la  méthode- précédente  revient  à  constater  que 
deux  radiations  impressionnent  également  le  même  point  d'une  plaque  photo- 
graphique, et  qu'elles  ont  par  conséquent  la  même  intensité.  L'examen  direct  de 
la  plaque  photographique  éclairée  uniformément  ci  faiblement  permet  de  déter- 
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miner  le  rapport  =7  avec  une  approximation  qui  est  déjà  de  Tordre  de  celle  que 

donnent  de  bonnes  mesures  photométriques.  On  peut  s^en  contenter  dans  bien 

des  cas.  La  valeur  37  étant  ainsi  approximativement  connue,  il  est  nécessaire  de 

faire  seulement  un  petit  nombre  d'expériences  avec  la  pile  ihermo-électrique. 
Il  est  maintenant  nécessaire  de  donner  quelques  détails  expérimentaux  : 

a.  Source  de  lumière  maintenue  constante  {voir  p.  327); 

b.  Obturateur  permettant  de  faire  des  durées  de  pose  bien  connues. 


Description  de  l'obturateur  {fig*  8). 

L'obturateur  se  compose  d'un  pendule,  ^f'^i  formé  par  une  lige  de  fer  suspen- 
due en  (1)  et  pouvant  tourner  autour  d'un  axe  horizontal,  déterminé  par  les  deux 

Fig.  8. 


Hg  cuvclle  en  fer  contenanl  du  mercure;/?  pointe  en  fer  terminant  la 
masse  de  plomb  M  du  pendule  P;  /,  fils  de  cuivre  supportant  M; 
B  bobine  d'induction  dont  le  primaire  est  traversé  par  le  courant  du 
secteur  quand  Tune  des  bobines  h^  ou  h^  est  mise  en  court-circuit; 
L  rhéostat  de  lampes;  u>  axe  de  suspension  du  pendule/;  /  lame  de 
fer  doux  recouverte  de  papier;  T  plaque  de  zinc  qui  obture  l'ouver- 
ture O,  dans  la  position  i,  et  la  décou>Te  complètement  dans  la  posi- 
tion l'y  b^y  bj  bobineSf  traversées  par  le  courant  du  secteur  S,  et  qui 
sont  mises  en  court-circuit  par  le  grand  pendule  P;  P  pendule,  dont 
la  période  à  i5<*C.  est  de  3,79  secondes;  I  interrupteur  à  double 
direction  ;  dans  la  position  i,  communication  pr  établie,  la  bobine  6| 
est  mise  en  court-circuit,  dans  la  position  a  c'est  la  bobine  62  qui  est 
mise  en  court-circuit;  T'  téléphone  branché  sur  le  secondaire  de  la 
bobine  B. 


pointes  .r  et   y  de  deux  vis  r  :  le  plan  d'oscillation  du  pendule  est  ainsi  bien 
déterminé.  En  /se  trouve  une  masse  de  fer  doux  recouverte  d'une  mince  feuille 


ÉTUDE    EXPÉRIMENTALE    DES    ACTIONS    PHOTOGRAPHIQUES.  337 

de  carlon;  en  T  est  soudée  une  plaque  de  zinc  qui  vient  obturer  exactement  l'ou- 
verture O,  par  laquelle  pénètre  la  lumit''re  dans  l'appareil.  La  masse  de  fer  y 
vient  buter,  aux  extrémités  de  sa  course,  contre  deux  bobines  b^  et  62»  ^t  'c 
carton  mince  qui  IVntoure  empêche  qu'elle  ne  se  colle  d'une  façon  permanente 
aux  noyaux  de  ces  deux  bobines;  il  est  facile  de  trouver  par  tâtonnements  l'épais- 
seur d'entrefer  nécessaire  pour  que  Tappareil  fonctionne  régulièrement.  Les 
bobines  bx  et  b^  sont  traversées  par  le  courant  continu  de  la  ville,  elles  sont 
placées  en  série;  comme  leur  résistance  (3o**^  par  bobine)  n'atténuerait  pas  suffi- 
samment le  courant,  on  place  en  série,  avec  elles,  deux  lampes  à  incandescence  L 
qui  forment  rhéostat. 

Les  bobines  fr|  et  h^  permettent  de  commander  le  pendule  ï  au  moyen  d^un 
deuxième  pendule  M.  l^es  poses  se  font  donc  automatiquement;  leurs  durées 
sont  égales  à  1,  2,  3,  ...,  /i  fois  la  période  d'oscillation  du  pendule  M.  Pour 
obtenir  ce  résultat,  il  suffit  de  suspendre  au  plafond  de  la  salle  où  se  fait  l'expé- 
rience, ou  dans  une  salle  voisine,  une  lourde  masse  de  plomb,  au  mojen  de  fils 
de  bronze  f{f\*  f^a  masse  M  est  munie  à  sa  partie  inférieure  d'une  pointe  en 
acier  qui  vient  frotter  légèrement  sur  la  surface  d'un  bain  de  mercure  Hg  contenu 
dans  une  cuvette  en  fer,  placée  elle-même  dans  une  cuvette  en  porcelaine,  dont 
la  position  peut  être  réglée  vis-à-vis  de  la  pointe  /?,  au  moyen  d'un  support  conve- 
nable. Si  le  pendule  M  est  dans  une  autre  salle  que  l'opérateur,  celui  ci  fait  usage 
d'une  bobine  d^nduction  B,  dont  le  circuit  secondaire  contient  un  téléphone, 
qu'il  suffit  d'écouter  pour  déterminer  le  nombre  d'oscillations  du  pendule  M. 
L'opérateur,  en  même  temps  qu'il  écoute  dans  le  téléphone,  doit  manœuvrer 
Tinlerrupteur  1  qui  permet  de  fixer  la  durée  de  pose,  et  un  rhéostat  qui  permet 
de  maintenir  constante  l'intensité  du  courant  qui  passe  dans  la  lampe  de  Nernst. 

Les  connexions  sont  établies  de  la  façon  suivante  :  le  courant  du  secteur  S 
passe  d'abord  dans  la  bobine  6|  puis  dans  la  bobine  b-y  et  dans  les  lampes  L, 
lorsque  la  manette  de  l'interrupteur  I,  à  deux  directions,  se  trouve  placée  sur  le 
plot  mort  S,  dans  la  position  3.  Si  la  manette  de  Tinterrupteur  I  est  dans  la  posi- 
tion 1,  le  pendule  M,  quand  la  pointe  p  touche  le  mercure  Hg,  a  pour  effet  de 
mettre  en  court-circuit  la  bobine  b^  ;  au  contraire,  quand  la  manette  de  l'interrup- 
teur l  se  trouve  dans  la  position  2,  le  pendule  M  met  en  court-circuit  la  bobine  62* 
Le  circuit  primaire  de  la  bobine  d'induction  B  est  traversé  par  les  courants  ainsi 
produits  et  c'est  pour  cela  qu'on  peut  suivre  le  mouvement  du  pendule  M  sans  le 
voir,  en  écoutant  dans  le  téléphone  T'. 

On  peut  aussi  employer  une  autre  méthode,  qui  consiste  à  placer  les  lampes  L 
dans  la  même  salle  que  l'interrupteur  l;  l'observateur  placé  dans  cette  salle  voit 
l'éclat  des  lampes  L  varier  périodiquement  :  à  chaque  court-circuit,  le  courant  est 
augmenté,  il  en  résulte  une  augmentation  d'éclairement;  pendant  une  oscillation 
double  de  M,  il  y  a  deux  courts-circuits  et,  par  conséquent,  deux  maxima  d'inten- 
Facde  T.,  2«  S.,  V.  43 
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silé  des  lum|ics  L;  lu  période  d'oscillalion  du  pendule  M  csl  3,79  secondes 
i\  lÔ"  C.  ;  elle  esl  assez,  longue  pour  que  les  lampes  puissent  indiquer  nettement 
les  divers  courls-circuils.  Celle  remanpic  csl  nécessaire;  on  sail,  en  cfiet,  qu'une 


lai 


ipe 


incandescence  soumise  à  un  courant  variant  un  peu  rapidement  a 


éclat  constant  :  une  lampe  à  incandescence  mel,  en  elTei,  un  temps  très  appré- 
ciable pour  s'éteindre  ou  s'allumer. 

Si  le  pendule  M  est  dans  l'obscurité,  robscrvalcur  placé  dans  son  voisinage 
peut  compter  le  nombre  de  ses  oscillations  en  regardant  les  élincelles  qui  se  pro- 
duisent quand  la  poiiiie/>  quitte  le  bain  de  mercure;  il  y  a  deux  élincelles  à  chaque 
oscillalion  complète  du  pendule  M,  mais  il  n'en  voit  qu'une  seule,  l'autre  est 
cachée.  Le  nombre  des  cliucelles  vues  est  donc  égal  au  nombre  de  périodes  de  M. 

La  métliode  le  plus  souvent  employée  a  éié  celle  ci  :  un  aide  était  cliargé  do 
faire  les  poses  pliotograpliicpics  (et  de  maintenir  constante  la  source  employée); 
il  observait  le  pendule  M  qui  oscillait  dans  une  salle  éclairée,  devant  une  gradua- 
tion D;  il  comptait  à  haute  voix  le  nombre  de  péiiodcs.  A  la  lin  de  chaque 
période  un  électro-aimant  raltraj>ail  le  pendule  M,  sans  lui  donner  de  secousses. 
Cet  électro-aimant  E  {Jîg-  y)  était  muni  aux  extrémités  de  son  noyau  de  l'euilles 


1  armadirc  de  l'cIcclro-aimiirU  1^  ;  i  iiilcrrupicur  ] 
Aijiicriifiit  en  rourt-circuil  Jcs  boliiiies  de  l'électro 
int  de  ruppriiclicr  du  M  l'ùIcctio-aimaDt  E. 


cirlivmilés  ilu  li^in  de  1 
1)  graduatiuii  permettant  de 


amplitude  de  l'oscillailoa  du  peodule  .tl- 


de  caoutchouc  contre  lesquelles  l'armature  a,  portée  par  le  pendule  M,  venait 
s'appliquer,  l'our  mettre  le  pendule  en  mouvement,  on  manœuvrait  un  inler- 
rujiletii- (',  qui  mel  en  court-circuit  l'éleetro-aimant.  L'amjditude  des  oscillations 
de  M  décroissant  légèrement  pendant  ttne  pose  photographique,  il  est  nécessaire 
fie  faire  avancer  au  niojen  de  la  vis  V  la  planche  sur  laquelle  est  fixé  l'élcctro- 
aimant;  quand  on  a  rattrapé  le  pendule,  on  ramène  l'électro-aijuant  dans  sa  ))Osi- 
tion  primitive,  afin  de  maintenir  conslaule  l'amplitude  des  oscillations  de  M. 
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Réglages  divers.  —  Le  pendule  w/T  doit  être  réglé  avec  soin.  Les  deux 
vis  ('  dont  les  pointes  fixent  Taxe  d'oscillation  doivent  permettre  au  pendule 
d'osciller  librement.  Les  bobines  b^  et  b^  sont  bien  symétriques  par  rapport  au 
pendule  dans  sa  position  d'équilibre.  L'interrupteur  I  étant  dans  la  position  3, 
on  amène  le  pendule  dans  la  position  I,  l'armature  /resle  collée  contre  le  noyau 
de  la  bobine  f^a;  on  met  la  manetle  de  l'interrupteur  en  2,  le  pendule  fait  une 
oscillation  simple  et  se  colle  sur  b^,  La  manette  de  l'interrupteur  est  placée  en  1, 
le  pendule  fait  une  deuxième  oscillation  et  se  colle  contre  6.j.  On  répète  ces  deux 
manœuvres  un  grand  nombre  de  fois  pour  être  sûr  que  le  pendule  est  bien  réglé; 
il  suffît  de  constater  que  le  choc  de  l'armature  y  conire  les  deux  noyaux  de  bs 
et  b-i  donne  un  bruit  de  même  intensité.  Si  cette  condition  n'est  pas  réalisée,  on 
rapproche  de  la  verticale  to/T  celle  des  bobines  qui  a  donné  le  choc  le  plus 
faible. 

Pour  régler  le  pendule  M,  on  fait  affleurer  la  pointe  /  et  le  bord  extrême  du 
bain  de  mercure  Hg,  M  étant  abandonné  à  lui-même.  Le  court-circuit  qui  pro- 
duira les  déplacements  du  pendule  T  correspondra  au  mouvement  du  pendule  M 
dans  le  sens  F.  L'autre  courl-circuit  ne  sera  pas  utilisé  pour  la  commande  de  T. 
On  voit  Tavantage  de  cette  disposition,  le  court-circuit  utilisé  se  produira  tou- 
jours au  moment  où  le  pendule  M  passe  par  la  verticale,  La  légère  diminu- 
tion d'amplitude  du  pendule  M  pendant  une  pose  n'altérera  pas  la  périodicité  des 
courls-circuits.  Quand  l'appareil  est  bien  réglé,  la  pointe  p  trace  sur  le  mercure 
une  ligne  très  fine  à  peine  j)erceptible. 


Manœuvre  de  l^obturateur. 

Supposons  que  l'on  veuille  faire  une  pose  égale  à  la  durée  de  dix  périodes  du 
pendule  M;  on  met  celui-ci  en  mouvement.  Le,  pendule  T  est  dans  la  position  I, 
l'ouverture  O  est  obturée.  La  manetle  de  l'interrupteur  I  est  placée  en  2  par  un 
mouvement  brusque,  au  moment  où  le  pendule  est  en  M,.  Le  pendule  redescend, 
passe  par  la  verticale,  à  ce  moment  la  bobine  bo  est  mise  en  court-circuit,  le  pen- 
dule T  décrit  une  demi-oscillation  et  s'accroche  contre  bi  ;  il  faut  remarquer  que 
la  mise  en  court-circuit  de  b.2  n'est  pas  instantanée  et  que  l'arnïalure  /*  met  un 
certain  temps  pour  quitter  le  noyau  de  b^.  mais  le  retard  du  départ  de  T  par 
rapport  au  passage  par  la  verticale  est  constant;  ce  retard  est  le  même  d'ailleurs 
quand  T  quitte  bt  ou  b^i  à  cause  de  la  symétrie  de  l'appareil.  Le  pendule  T  s'étant 
accroché  au  noyau  de  b^  on  compte  les  passages  de  M  par  la  verlitale  dans  le 
sens  de  la  llèche  F.  Un  peu  avant  le  onzième  passage  de  M  par  la  verticale,  quand 
le  pendule  se  trouve  en  Mj,  on  amène  brusquement  la  manette  de  l'interrupteur  I 
dans  la  position  1,  le  onzième  court-circuit  se  produit  aux  bornes  de  la  bobine  bi 
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et  ramène  T  dans  la  posi'uon  1  ;  la  pose  est  lerminée,  elle  est  exactement  égale  à 
dix  périodes  d'oscillation  de  M, 

Cet  appareil  m'a  rendu  les  plus  grands  services,  il  a  fonctionné  pendant  un  an 
sans  se  dérégler;  il  faut  seulement  lenir  compte  des  variations  de  température  qui 
altèrent  la  durée  de  la  période  de  M.  L'eflet  des  variations  de  la  température  sur 
le  pendule  T  est  beaucoup  moins  important  et  n'intervient  que  dans  le  mouve- 
ment de  T  de  la  position  2  à  la  |)osiuon  I. 

On  peut,  au  moyen  de  ce  dispositif,  faire  des  poses  exactement  connues  el 
variables  dans  de  grandes  limites  (depuis  quelques  secondes  jus(ju'â  3o  minutes). 
Le  pendule  M  peut  commander  à  distance  et  simultanément  plusieurs  pendules  T. 
Lorsqu'il  est  nécessaire  de  faire  nïouvoir  Toblurateur  dans  un  plan  quelconque, 
autre  qu'un  plan  vertical,  on  remplace  le  pendule  par  un  obturateur  mù  par  un 
ressort  et  actionné  par  les  bobines  b\  et  b^-  Un  pareil  dispositif  peut  rendre  des 
services  dans  les  observatoires  j>()ur  la  photograpliie  des  étoiles,  et  la  détermina- 
tion de  leur  grandeur. 

c.   Cliâssis  à  mouvement  microméliique  (voir  p.  3'2Ç)). 
rf.    Movens  d'atténuation  em|)l()jés. 

Pour  atténuer  l'intensité  de  la  lumière,  j'ai  employé  deux  méthodes  : 
i"  Celle  des  variations  de  distance.  I^'inlensité  de  la  lumière  cpii  toujbe  sur  la 
plaque  photographique  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  (ilainent 
de  la  lampe  de  Nernst  à  la  fente.  Un  (il  à  plomb  placé  dans  le  prol<M)gcment  du 
iilament  permet  de  lire  cette  distance  sur  une  règle  di\is«îe.  Ce  procédé  convient 
très  bien  quand  il  est  nécessaire  d'obtenir  des  intensités  trèsfaibles^  il  a  Tinconvé- 
nient  d'entraîner  (piel(|uefois  des  variations  dans  la  source,  à  cause  des  courants 
d'air  (|ui  se  produisent  autour  du  filament  quand  on  le  déplace. 

2"  L'emploi  d'une  fente  mue  par  une  vis  micrométrique  donne  également  de  bons 

résultats,  surtout  quand  on  veut  mesurer  des  rapports  p  peu  diflerents  de  l'unité. 

11  est  nécessaire  de  se  rendre  compte  de  l'ordre  de  grandeur  des  bavures  de  la 
fente  vis-à-vis  de  sa  largeur.  I^a  fente  variable  ne  convient  pas  quand  il  faut 
atténuer  beaucoup  l'intensité  de  la  lumière  qui  [)énètre  dans  l'appareil.  H  ne  faut 
pas  non  plus  ouvrir  trop  la  fente,  surtout  si  elle  est  dissymétrique  (^^ c'est-à-dire  à 
un  seul  volet  mobile),  car,  dans  ce  cas,  l'image  du  filament  de  la  lampe  de  Nernst 
ne  se  forme  plus  en  dos  points  homologues  des  diverses  impressions  photogra- 
phi([ues,  lorsqu'on  étudie  le  cliché  avec  la  pile  thermo-électrique. 

Remarque.  —  Pour  une  radiation  déterminée,  toute  la  lumière  tombant  sur  la 
fente  doit  arriver  sur  la  plaque  photographique  sans  être  arrêtée  par  les  dia- 
phragmes qui  se  trouvent  sur  les  lentilles  et  les  prismes. 
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Etude  de  la  fente.  Détermination  du  zéro. 

On  examine  au  microscope  les  bords  de  la  fente,  afin  de  chercher  la  région  la 
meilleure,  c'est-à-dire  celle  où  les  deux  bords  sont  bien  reclilij^nes  et  parallèles. 
On  choisit  la  région  où  les  bavures  sont  de  peu  d'im|)ortance.  Les  poussières  sonl 
enlevées  en  essuyant  les  bords  avec  un  morceau  de  bois  de  fusain  convenablement 
taillé  et  légèrement  humecté.  Il  ne  faut  pas  essuyer  la  fente  avec  un  linge  dont  les 
fils  s'attacheraient  aux  bords  de  la  fente,  surtout  si  elle  est  en  platine,  comme 
Tune  de  celles  cpie  j'ai  utilisées. 

11  est  nécessaire  de  déterminer  le  zéro  de  la  fente,  c'eit-à-dire  la  division  du 
tambour  de  lu  vis  micrométrique  correspondant  au  contact  des  deux  bords.  Une 
méthode  grossière  consisterait  à  tourner  la  vis  micrométrique  de  façon  à  fermer  la 
fente  et  à  s'arrêter  au  moment  où  l'on  sent  une  résistance;  si  la  fente  est  bonne, 
elle  ne  doit  plus,  à  ce  moment,  laisser  passer  de  lumière;  mais,  si  les  deux  bords 
ne  sont  pas  parallèles,  le  contact  n'a  lieu  qu'à  une  extrémité  de  la  fente,  et  à 
l'autre  extrémité  la  lumière  passe.  Cette  méthode  ne  peut  être  employée,  car  elle 
détériore  la  fente  et  sa  vis  micromélrique.  Il  est  indispensable  de  ne  jamais 
amener  les  deux  bords  de  la  fente  au  contact  et  d'employer  pour  la  détermination 
du  zéro  une  méthode  indirecte,  par  exemple,  celle  qui  suit  : 

On  dispose  devant  la  fente  un  microscope  de  grossissement  assez  faible  et 
possédant  un  réticule;  un  chariot  micrométrique  permet  de  déplacer,  le  micro- 
scope normalement  à  son  axe.  On  commence  par  ouvrir  largement  la  fente  en 
tournant  convenablement  la  vis  micrométrique  dont  elle  est  munie;  on  tourne 
ensuite  celle  vis  en  sens  inverse  d'une  quantité  suffisante  pour  (|u'elle  vienne 
buter  contre  son  écrou  et  qu'elle  Tentraine.  On  s'arrête,  et  l'on  détermine  alors 
la  largeur  de  la  fente,  en  pointant  avec  le  microscope  successivement  les  deux 
bords  de  celle-ci,  c'est-à-dire  en  amenant  successivement  l'image  de  chacun  des  deux 
bords  en  coïncidence  avec  la  croisée  des  fils  du  réticule.  On  recommence  la  même 
détermination  plusieurs  fois,  en  ayant  soin  de  tourner  la  vis  de  la  fente  toujours 
dans  le  même  sens,  pour  éviter  le  temps  perdu.  On  adopte  comme  sens  de  rota- 
tion de  cette  vis  celui  qui  correspond  à  la  fermeture  de  la  fente  et  l'on  peut  ainsi 
amener  les  deux  bords  à  une  très  faible  dislance  l'un  de  l'autre.  Au  contraire,  si 
l'on  choisit  l'autre  sens  de  rotation,  on  ne  peut  pas  approcher  les  deux  bords  d'une 
distance  plus  faible  que  le  jeu  de  l'écrou  par  rapport  à  la  vis  :  le  zéro  est  moins 
bien  déterminé  et  l'on  risque  d'abîmer  la  fente  en  amenant  accidentellement  les 
deux  bords  en  contact  et  de  changer  en  même  temps  le  zéro.  Il  faut  donc,  dans 
les  déterminations  photométriques,  adopter  comme  sens  de  rotation  celui  qui 
correspond  à  la  fermeture  de  la  fente  :  c'est  pour  ce  sens  de  rotation  que  le  zéro 
de  la  fente  a  été  déterminé. 


t. 
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i  un  exemple  de  déterminalioii  du  zéro  : 


(lu  lambour 


Lu  courbe  {Jiff.  lo)  consiruite  en  prenant  comme  altscisses  les  divisions  dit 
lambour  de  la  vis  de  la  fente,  cl  comme  ordonnées  les  divisions  correspondantes 
du  tambour  de  la  vis  du  microscope,  est  une  droite;  ce  qui  montre  la  régiilaritt' 
<ies  deux  vis  dans  les  régions  employées,  on  lit  le  point  A  où  celte  droite  coupe 
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l'axe  des  abscisses,  point  qui  indique  le  zéro;  c'est  la  division  5,o  du  lambour  de 
la  vis  de  la  fente.  La  même  détermination  doit  être  faite  assez  souvent  pour  véri- 
licr  que  le  zéro  ne  change  pas. 

On  emploie  le  même  microscope  pour  vérifier  la  vis  micromctriquc  de  la  fente; 
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'Mi 


pour  cela,  on  détermine  diverses  largeurs  de  la  fente  en  fonction  d'une  région 
toujours  la  même  de  la  vis  micrométrique  du  microscope. 

e.  Précautions  à  prendre  dans  le  développement,   choix   de  la  plaque   (voir 

p.    32^). 

f.  Exemples  de  mesures. 

La   figure   1 1    représente    le    spectrophotomètre    photographique.   La   légende 
donne  des  explications  suffisantes.  L'appareil  étant  réglé  comme  un  spectroscope, 


iig.  II 


'T*"'i**"i""t""i^*'y  '  '"^'''T'^nrT^ 


L  lampe  (le  Nernst  qui  se  déplace  sur  une  règle  divisée  r;  V3  vis  micrométrique 
de  la  fenle;  c,  lentille  collimalrice;  />,,  p^  prismes  réfringents;  c,  lentille 
convergente  dont  le  foyer  est  sur  la  plaque  P;  C  chariot  micrométrique, 
commandé  par  la  transmission  à  la  Cardan  0;  11,  G  pendules  très  lourds  pour 
balancer  les  cuvettes  à  oxalate  et  hyposulfite;  1,  2  double  porte. 

on  amène  une  raie  déterminée  au  milieu  de  l'ouverture  e,  qui  limite  la  surface  do 
Ja  plaque  qui  sera  impressionnée,  on  fixe  solidement  le  châssis  dans  cette  position 
et  la  vis  V|  est  reliée  à  la  transmission  à  la  Cardan  mue  de  l'extérieur  par  une 
manivelle  8. 


Premier  exemple.  —  On  détermine  le  coefficient  de  transmission  d'une  plaque 
de  verre  jaune,  pour  la  radiation  de  longueur  d'onde  535 1.  La  fente  variable  a  son 
zéro  à  la  division  '2'j  du  tambour.  Le  Tableau  suivant  et  la  courbe  {/ig-  12) 
suffisent  pour  expliquer  la  détermination.  On  remarque  que  la  courbe  1  monte 
assez  rapidement,  ce  qui  prouve  que,  pendant  l'expérience,  la  lampe  à  pétrole  a 
baissé  d'une  façon  régulière,  sans  empêcher  de  faire  les  mesures  correctement. 
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Numéros 

des  impressions 

photographiques. 


i. 

2. 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

il 


Sources. 

l  X  X 
=  Ixo,79 

I  X  .V 
=  I  X  0,76 

IXX 

=  I  X  0,73 

I  XX 

=  I  X  0,70 

l  XX 

=  I  X  0,67 

l  XX 


I 

0,79 

I 

0,76 

1 

0,73 

I 

0,70 

1 

0,67 

I 


su 
322 

3i5 
323 

319 

322,8 

324 

323,4 
328 
321,7 
334 

32{ 


I  X  0,79 >  I  x^ 

I  X  0,76  >  l  XX 

I  X  0,73  <l  XX 
I  X  o,7o<  I  X  ar 


I  xo,67  <  I  X  r 


on  trouve 


d?  =  0,789. 


CHAPITRE  III. 

DÉTERMINATION  DU  DEGRÉ  DE  PRÉCISION  DES  EXPÉRIENCES  SPECTRO- 
PHOTOMÉTRIQUES.  AUGMENTATION  DE  LA  SENSIBILITÉ  PAR  UN  VOILE 
PRÉLIMINAIRE. 


Pour  se  rendre  compte  du  degré  de  précision  des  expériences  spectrophoto- 
métriques  fondées  sur  Temploi  de  la  plaque  photographique  et  pour  rechercher 
les  conditions  optima  dans  lesquelles  il  faut  se  placer  autant  que  possible,  il  suffit 
de  faire  pour  les  diverses  radiations  Texpérience  suivante  : 

On  choisit  une  plaque  photographique  i3  x  18,  on  découpe  dans  la  région  du 
centre  plusieurs  bandes  parallèles  à  la  grande  dimension  de  la  plaque.  Une  de  ces 
bandes  est  développée  sans  avoir  été  impressionnée,  une  deuxième  est  développée 
après  avoir  élé  impressionnée  sur  toute  son  étendue  par  un  éclairement  uniforme, 
ce  sont  les  plaques  témoins  m,  n.  Si  elles  paraissent  bien  homogènes  à  Texamen 
direct  et  à  l'examen  par  la  pile  thermo-électrique,  on  emploie  les  autres  bandes  à 
la  détermination  de  la  précision.  Les  bandes  extrêmes  p  et  q  sont  jetées,  leur 
homogénéité  étant  presque  toujours  défectueuse,  même  dans  une  plaque  excel- 
lente; 
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Dans  la  région  centrale  de  la  bande  choisie,  on  fait  une  série  d'impressions 
photographiques,  régulièrement  placées;  la  figure  i4  représente  en  vraie  gran- 
deur ce  cliché.   L'impression  numérotée  0  est   la   plus  forte,   l'impression   11 

Fig.  ti. 


iiiiiiniii 


n'est  pas  visible  directement  sur  le  cliché,  mais  la  pile  ihermo-électrique  manifeslc 
très  nettement  son  existence.  La  ligne  aa  indique  la  région  où  l'on  a  formé 
l'image  réelle  du  filament  de  la  lampe  Nernsl  ('), 

Le  Tableau  ci-contre  indique  les  déviations  galvanomélrîques  correspondant 
aux  diverses  impressions  photographiques  et  à  la  plaque  dans  les  régions  où  elle 
n'a  pas  reçu  de  lumière,  les  noirs  varient  de  21, 5  pour  la  photographie  n"  (>, 
jusqu'à  o,o35  pour  la  photographie  a°  11. 

Les  expériences  citées  ici  se  rapportent  à  la  lumière  janne  du  sodium,  la  durée 
de  pose  était  a  minutes  environ  (exactement  3oX  3,79=  1 13',-). 

La  courbe  obtenue  est  régulière  :  elle  montre  que  si  l'intensité  lumineuse  varie 
à  partir  de  zéro,  l'impression  photographique  croît  d'abord  lentement,  la  tangente 
à  l'origine  0  est  très  peu  inclinée  sur  l'axe  des  abscisses;  l'impression  photo- 
graphique s'accélère  ensuile  :  la  courbe  possède  en  A  un  point  d'inllexion  et, 
dans  cette  région,  elle  se  confond  assez  longtemps  avec  sa  langcnle;  c'est  pour 
cette  région  A,  comprise  entre  les  intensilés  i5o  et  -5,  que  les  conditions  expé- 
rimentales sont  les  meilleures.  Après  le  point  d'inflexion,  la  courbe  descend 
moins  rapidement,  et  elle  tend  vers  une  asymptote  horizontale.  Dans  l'expérience 
précédente,  les  înlensités  et  la  durée  de  pose  étaient  insuffisantes  pour  produire 
le  premier  renversement.  La  courbe  précédente  est  intéressante  :  elle  montre  que 
l'impression  photographique,  d'abord  lente,  croît  ensuite  brusquement;  à  ce 
moment-là  doit  se  produire  un  phénomène  d'allure  explosive,  que  la  température 
de  la  gélatine  permetlratl  |ieut-étre  d'étudier.  (On  pourrait  déterminer  cette 
température  au  moyen  d'une  pile  fer-conslantan,  ayant  une  capacité  calorifique 
1res  faible  cl  possédant  un  grand  nombre  de  soudures,   dont  les  unes  seraient 

{')  aa  devrait  être  au  mifieu  de  la  première  impression. 
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laissées  ù  Tnir  libre,  les  autres  mises  en  contact  inlimc  avec  la  gélatine,  siirlaquclle 
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Plaques  Lumière,  marque  bleue. 

an  ferait  tomber  des  rayons  ullra-violels.  L'expérience  présente  (les  diflicultés,  je 
n'ai  pas  encore  eu  l'occasion  de  la  réaliser.) 
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Quand  l^intensité  de  la  lumière  continue  à  croître,  Pimpression  photographique 
se  ralentit  et  finit  par  ne  plus  augmenter  sensiblement. 

En  définitive,  la  courbe  des  noirs  en  fonction  de  Tintensité  rappelle,  par  sa 
forme,  les  courbes  d'aimantation. 

Il  faudra  se  placer,  dans  le  cas  cite,  dans  les  conditions  expérimentales  sui- 
vantes :  intensité  comprise  en  loo  et  75('),  pose  1 12  secondes;  il  sera  facile,  par 
remploi  de  la  lampe  de  Nernst,  de  reproduire  cette  intensité  avec  une  exactitude 
très  suffisante.  La  courbe  des  noirs  montre  que  Ton  a 

ea         I  , 

-r  = pour         d(x  =  i. 

I        212         * 

c'est-à-dire  qu'une  différence  d'intensité  égale  à  j^  corespond  à  une  variation  de 
1  division  pour  la  déviation  galvanométrique  (or,  on  évalue  facilement  le  quart 
d'une  division).  On  peut  dire,  par  conséquent,  que  la  précision  des  mesures  sera 
limitée  parla  constance  de  la  source,  qu'il  est  difficile  de  maintenir  constante  avec 
une  précision  de  plus  du  ~. 

Si  l'expérience  pholométrique  nécessite  l'emploi  d'intensités  notablement 
différentes  des  intensités  optima,  dont  on  vient  de  voir  la  détermination,  il  sera 
indispensable,  au  moins  dans  des  expériences  définitives,  de  voiler  la  plaque 
afin  d'atteindre  la  région  A.  C'est  un  procédé  analogue  à  celui  qui  consiste  à 
employer  dans  les  relais  des  électro-aimants  polarisés. 

Voici  une  expérience  mettant  en  évidence  directement  l'influence  du  voile  : 
sur  une  même  plaque  photographique,  on  fait  2  impressions  différentes,  l'une  sur 
une  plaque  non  voilée,  l'autre  sur  une  plaque  préalablement  voilée.  On  obtient 
sur  la  première  plaque  une  impression  dont  la  transparence  est  représentée  par 
une  déviation  galvanométrique  :  ai  =  280,  alors  que  le  fond  sur  lequel  se  détache 
cette  photographie  correspond  à  une  transparence  représentée  par  la  déviation 
galvanométrique  a2=  2^3. 

Sur  la  plaque  préalablement  voilée,  la  même  radiation  que  dans  le  premier  cas 
produit,  avec  une  durée  de  pose  identique,  une  impression  dont  la  transparence 
est  représentée  par  ol\  =  96,  alors  que  le  fond  correspond  à  une  transparence 
représentée  par  a'^  =  1 4 1 . 

Dans  le  premier  cas  le  noir  est  0,18;  dans  le  second  cas,  sous  l'influence  du 
voile,  le  noir  devient  0,47. 

(1;  Dans  cette  région,  les  déviations  galvanométriques  varienl  linéairement,  en  fonction 
ilo  riiitcnsité  de  la  lumière,  ce  qui  est  avantageux,  pour  la  construction  des  courbes  (voir 
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CHAPITRE    IV. 

AUTRES  MÉTHODES. 


Emploi  du  spectrographe  de  SteinheiL 

Cet  appareil  m'a  permis  de  réaliser  la  méthode  suivante,  qui  paraît  donner  de 
bons  résultats,  mais  sur  laquelle  j'ai  fait  peu  d'essais  (*).  Le  châssis  de  ce  spectro- 
graphe est  muni  d'un  mouvement  dans  un  sens  parallèle  à  la  fente,  c'est-à-dire 
transversalement  à  la  grande  dimension  des  spectres.  On  commence  par  photo- 
graphier :  1®  l'échelle  micrométrique  E  {Jig^  i6);  2°  le  spectre  S|  de  la  première 

Fig.  iG. 

r  % 

I  I  I  I  I  I  I  I  I  I  I  M  ip  I  I  I  I  i  I  I  I  I  I  I  I    £ 


S, 


S' 


i  I  I   I  I  I  I  I  I   i;;t  I  I   I  I  I  I   I   I   I    E' 

source  de  lumière;  3**  le  speclre  S'  de  la  source  de  lumière  qu'on  veut  comparer  à  la 
première;  4^  le  speclre  Sa  de  la  première  source;  5'  réchelle  micrométrique  E'. 
Le  chariot  micrométrique  est  inutile.  Ces  cinq  photographies  s'obtiennent  en 
déplaçant  le  châssis  dans  la  glissière  située  au  fond  de  la  chambre  photographique 
du  spectrographe;  à  chaque  déplacement  un  taquet  arrête  le  châssis  dans  la 
position  voulue.  La  plaque  photographique  replacée  dans  le  même  châssis  après 
développement  et  fixage  est  observée  ensuite  avec  la  pile  thermo-électrique.  On 
amène  l'image  réelle  du  filament  de  la  lampe  sur  une  division  déterminée  de  la 
photographie  E  du  micromètre,  on  vérifie  que  l'image  du  filament  tombe  bien  sur 


(')  M.  Gotton,  dans  le  Mémoire  cité,  a  indiqué  plusieurs  méthodes  de  photomctric  pho- 
tographique, d'ailleurs  fort  pratiques.  Celle  que  je  décris  ici  a  J'avantage  d'utiliser  un 
appareil  tel  qu'il  est  livré  par  le  constructeur. 


3:h> 


C.    CAMICHEL. 


la  même  division  de  la  photographie  E'du  micromètre  quand  on  déplace  convena- 
blement le  cliché  de  bas  en  haut.  La  comparaison  au  moyen  de  la  pile  thermo- 
électrique des  spectres  S|  et  Ss  indique  le  degré  d^homogénëité  de  la  plaque.  On 
cherche  par  tâtonnements  sur  quelle  division  du  micromètre  il  faut  placer  Fimage 
du  filament  pour  que  la  transparence  de  S'  soit  égale  à  la  moyenne  des  transpa- 
rences de  S|  et  S2. 

Le  noir  rst-tl  fonction  rfc  l  intégrale  j     Idt.  dans  laquelle  0  désigne 

le  temps  de  pose? 

Il  v  a  plusieurs  appareils  photométriques  qui  sont  fondés  sur  cette  hvpolhèse  : 

.      .      .       .   r^ 

le  noir  est  invariable  si  :  1     l  dt  est  constant. 

Divers  expérimentateurs  l'ont  admise,  en  particulier  Simon  (Ified.  Ann., 
I.  LIX,  iSgi))  dans  ses  recherches  sur  le  spectre  ultra-violet. 

D'autre  part,  MM.  Bonasse  {loc.  cit.)  et  Abney  (Phot.  Journ.,  t.  XVIII)  ont 
trouvé  que  cette  hypothèse  était  inexacte.  M.  Bouasse  dit  :  «  Le  cliché  est  d'autant 


Fig.  17. 
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plus  dur  que  Tintensité  est  plus  grande  et  le  temps  de  pose  plus  court.  .  .  Les 
clichés  obtenus  à  Taide  d'intensités  faibles  sont  toujours  plus  ou  moins  unifor- 
mément gris.  x> 

C'est  également  à  cette  conclusion  que  Fizeau  et  Foucault  étaient  arrivés  dans 
leurs  recherches  sur  V intensité  de  la  lumière  émise  par  le  charbon  dans 
rexpérience  de  Daiv,  Fizeau  et  Foucault  formaient  sur  une  couche  sensible 
une  série  d'images,  dont  les  intensités  étaient  en  raison  inverse  de  la  durée  de 
pose.  Ils  ont  trouvé  que  les  images  successives  ainsi  obtenues  sont  sensiblement 
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égales  tant  que  les  durées  de  pose  el  les  intensités  varient  entre  les  limites  i  et  lo, 

i        ô' 
c'est-à-dire  tant  que  les  rapports  -^  =  jr  n'atteignent  pas  une  valeur  plus  grande 

que  lo.  Ils  ont  trouvé  que,  si  Ton  continue  à  faire  varier  l'intensité  et  le  temps  de 
pose  au  delà  de  cette  limite,  on  s'aperçoit  bientôt  que  les  images  ne  sont  plus  égales. 

■ 

l^our  les  valeurs  H'=  606  et  i'=  7r->  l'imaj^e  obtenue  avec  l'intensité  i'  et  dans  le 

60  ^ 

temps  0'  est  incontestablement  plus  faible  que  celle  qui  a  été  produite  par  l'inten- 
sité i  et  dans  le  temps  0. 

J'ai  appliqué  la  mélhode  précédemment  décrite  à  l'étude  de  cette  question, 
pour  me  rendre  compte  du  degré  d'inexactitude  de  cette  hj'pollicsc. 

Voici  quelques  nombres  {soir  Ji g.  17)  : 


Numéros 

des  impressions 

photographiques. 

1 

2 

3 

\ 

:> 


I. 

Iiilensités 

en  unités 

arbitraires. 

min. 
3,0 

1,5 
1,0 
0,75 


O,  )0 


0. 


I 

•X 

3 

1 
G 


3. 


Temps  Déviations 

de  pose.        galvanométriques. 


57,0 
65,5 

80,0 


La  courbe  représentative  montre  que  les  noirs  varient  beaucoup  ;  la  transpa- 
rence augmente  avec  la  durée  de  pose. 

Il  n'est  pas  possible  d'en  déduire  une  méthode  de  mesure,  même  approximative. 
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RECHERCHES  SUR  L'HYDRODYNAMIQUE, 


Par  m.  p.  DUHEM. 


CINQUIÈME  PARTIE. 

LE  THÉOKËMK  1)E  LAGRANGE  ET  LES  CONDITIONS  AUX  LIMITES. 


CHAPITRE  I. 

LK  THÉORKME  DE  LAGRANGE  ET  LES  LIQUIDES  VISQUEUX 


§      1.       —      ExTKNSION     DU      THI^LOIlkME     DE     Lir.RA^r.E      AUX      FLUIDES 

INCOMPRESSIBLES    VISQUEUX. 

On  sait  que  Lagrange  a  énonce,  pour  les  fluides  non  visqueux,   le  théorème 
suivant,  auquel  il  est  dNisage  de  donner  son  nom  : 

Si,  pour  une  masse  matérielle  clémentaire  du  Jliiidr,  les  trois  quantités 


(0 


Oz' 

1            du 

()lT' 

"^       ôz 

~àx' 

di- 

du 

Oy 

sont  égales  à  o  à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  elles  restent  égales 
à  o  pendant  toute  la  durée  du  moui'cment. 

Tout  le  monde  connaît  la  belle  démonstration  que  Caucliy  a  donnée  de  ce  théo- 
rème, en  prenant  pour  point  de  dé|>art  les  équations  Indrodynamiques  de 
Lagrange,  et  la  démonstration  non  moins  élégante  qu^en  a  donnée  W.  Thomson,  au 
moyen  des  équations  hydrodynamiques  d'Kuler. 

I^  théorème  de  Lagrange  s\itend-il  aux  fluides  visqueux?  On  a  longtemps 
admis  qu^il  n^en  était  rien. 

Fac,  de  T.,  a»  S.,  V.  /|5 
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En  1869,  de  Saint- Venant  (')  montra  le  premier  que  ce  théorème  pouvait 

s^étendre  aux    fluides    visqueux;   sa    démonstration,   qu^on   pourrait  peut-être 

souhaiter  plus  rigoureuse,  s'étendait  à  tous  les  fluides;  mais  elle  supposait  que 

I  X(p,T)    u(p,T)  ,    .        j  .     ,  ,    ,  , 

les  rapports — - — -y  ^--^^^ — -  étaient  des  constantes,  ce  qui  n  est  probablemetit 

vrai  que  dans  les  mouvements  isolhermiques  des  fluides  incompressibles.  En  1880, 
Bresse  (^)y  sans  connaître  le  travail  de  Saint-Venant,  dont  il  reconnut  bientôt  la 
priorité  ('),  reprit  une  démonstration  analogue.  En  1898,  M.  H.  Poincaré  (*) 
donna,  dans  le  même  sens,  de  brèves  indications.  Enfin,  en  1901,  M.  Hadamard 
publia  (^)  l'énoncé  de  ce  théorème,  dont  il  avait  donné  la  démonstration  dans 
son  Cours  du  Collège  de  France. 

Les  démonstrations  données  par  de  Saint- Venant  et  par  Bresse  laissent  peut* 
être  quelque  peu  à  désirer  au  point  de  vue  de  la  rigueur. 

Les  brèves  indications  de  M.  Poincaré  ne  constituent  pas  une  démonstration 
et  M.  Hadamard  n'a  pas  publié  jusqu'ici  la  démonstration  qu^il  a  obtenue;  nous 
allons  donc  faire  connaître  celle  que  nous  avons  donnée  dans  notre  Cours,  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  pendant  l'année  scolaire  1 900-1 901. 

Formons  ^. 
de 

Selon  la  première  égalité  (i),  nous  aurons 


dùdx        d  /  div       d\*\        d    div        à   d\^ 


d  /div       d\*\ 


) 


Mais 


On  a  donc 


ât        àl\df       ôzj       dy   dt       ôz  dl 


dç du  dv  ôv  di' 

dt       dt  dx  dy  dz 

dw      div  div  dw  div 

dt        dt  dx  dy  dz 


d(tix d  div        d  dv        d  f  dsv  div  div\ 

dt   '~  dy  dl        dz  dt       dy  \  dx  dy  dz  ) 

d  [  dv_  di^  di^\ 

dz  \  dx  dy  dz  ) 


(*)  De  Saint- Venant,  Problème  des  mouvements  que  peuvent  prendre  les  divers 
points  d*une  masse  liquide,  ou  solide  ductile,  contenue  dans  un  vase  à  parois  verti- 
cales, pendant  son  écoulement  par  un  orifice  horizontal  inférieur  (Comptes  rendus, 
t.  LXVIii,  1869,  p.  221). 

(')  BressEi  Fonction  des  vitesses,  extension  des  théorèmes  de  Lagrange  au  cas  d'un 
fluide  imparfait  (Comptes  rendus,  t.  XG,  1880,  p.  5oi). 

(')  Bresse,  Réponse  à  une  Note  de  M,  Boussinesq  (Comptes  rendus,  l.  XC,  1880,  p.  857  ). 

(*)  H.  Poincaré,  Théorie  des  tourbillons,  p.  193.  Paris,  1893. 

(*)  J.  Hadamard,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXIX,  1901. 


uEcnEncHES  SUR  l'hydrodynamique.  355 

ou  bien,  en  tenant  compte  des  égalités  (i)  et  en  posant 

^ du       di^       dw 

dx       ôy       dz 

f  .  dfùx        d  dw        d  dv  ^  du  du  du 

à(ùx        d(ùx         à(ùx 
ox  oy  âz 

Les  quantités  --j^>  -r—  sont  susceptibles  d'expressions  analogues. 

Ces  expressions  sont  d'origine  purement  cinématique;  elles  sont  donc  entiè- 
rement générales. 

Nous  allons  maintenant  faire  appel  à  des  considérations  dynamiques  qui  res- 
treindront singulièrement  la  portée  de  nos  raisonnements. 

Nous  supposerons  que  le  cas  étudié  est  un  des  cas,  définis  au  Chapitre  III  de 
la  première  Partie,  où  il  existe  une  fonction  A(j7,^,  5,  ^).  Les  équations  de 
rhjdrodjnamique  prendront  alors  la  forme  [P*  Partie,  égalités  (157)] 

â\       du       Çx 

dx       dt         p  ' 

/o\  J  d\       di>        a  y 

(JA       dw       ûr. 
dz        dt        p 

Supposons  tout  d'abord  que  le  fluide  soit  non  visqueux;  on  aura 

Ç^«=o,        qy=o,        qs=o, 
et  les  égalités  (3)  donneront 


(4) 


r   à    dxv 
dy  dt 

d    dv 

dz  dt        ^' 

1  d    du 
dz   dt 

d   div 
dx  dt       ^' 

d   dv 
,  dx  dt 

d  du 
dy  dt       ""' 

Supposons  maintenant  que  le  fluide  soit  non  visqueux  et  quelconque  ou  bien 
qu'il  soit  visqueuXy  mais  qu'il  soit  incompressible  et  que  sa  température  soit, 
à  chaque  instant,  uniforme;  p  et  T  étant,  dans  ce  dernier  cas,  indépendants 
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de  Xj  y^  Zj  nous  aurons  [!'•  Partie,  égalités  (58)] 

p  p       OX        p 

p  p      àf       p 

ir  r= S-  - — h  ~  Aw' 

p  p      dz        p 

et  ces  égalités  peuvent  encore  s'écrire  dans  le  premier  cas,  car  alors  les  deux 
membres  sont  identiquement  nuls. 

Les  égalités  (3)  et  (3)  donnent  alors  les  égalités 

/    d  div        d    dv  pL  . 

[dylTt'^dl  di  ""  p  " 

d    dv         d   du  /x  . 

[dxdi'^ôy^^p    ^'^ 

qui  renferment  les  égalités  (4)  comme  cas  particuliers. 

* 

En  vertu  de  ces  égalités  (6),  les  égalités  (2)  deviennent 

âtox  ,>  du  du  du  0(i}x         d(»}^  dw,       f^  * 

{'])    {    àt  '      dx    '      âr   ^      âz    '         dx  ôy  dz        p 


Ces  égalités  (7)  conduisent  immédiatement  au  théorème  suivant  : 

Si  Von  a,  à  V instant  t^^  pour  tout  point  intérieur  à  un  volume  fini  E, 

(8)  &);e=:0,  (^yZZLOy  &)-  =  0, 

on  aura  aussi  à  ^instant  /o>  pour  tout  point  intérieur  à  ce  volume  E, 

.     .  àfÙjc  dwy  dûj- 

(9)  -Jt=o,         -^=0,         -^=0. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  qu'en  tout  point  du  domaine  E,  les  dérivées  des  divers 
ordres  par  rapport  a  Jr,  v,  z  de  -r— >  --r^>  --rfy  sont  égales  a  o. 
Nous  allons  démontrer  maintenant  le  théorème  suivant  : 

Supposons  quW  l'instant  t^  et  pour  tous  les  points  intérieurs  au  volume  E, 
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les  quantités 


^x» 

dt' 

. . ., 

U}y, 

.  • ., 

W-, 

de' 

. .  ., 

soient  toutes  égales  à  o,  cas  auquel  il  en  est  de  même  des  dérivées  de  tous 
ordres  de  ces  quantités  par  rapport  à  x^  y^  z.  Nous  aurons  aussi  à  l'instant  /© 
et  en  tout  point  intérieur  au  volume  E, 

,     ,  «J^-^'wx  rf«-*»wy  d"+»6)- 

^'^)  -dï^r-o>       -j^^o,       -jpr^^o. 

Pour  démonlrer  celte  propos! lion,  il  suffîl  de  différenlier  n  fois  par  rapport  à  / 
les  égalités  (7);  tandis  que  les  premiers  membres  deviennent  identiques  aux 
premiers  membres  deségalités(io),  les  seconds  membres  deviennent  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  diverses  dérivées  que  nous  savons  être  nulles. 

En  réunissant  les  deux  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer,  nous  par- 
venons à  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  a,  à  V instant  /©>  pour  tout  point  intérieur  au  volume  fini  E, 

(8)  W;gZ=0,  ûJ^mO,  (k)5=:0, 

les  dérivées  partielles  de  tous  les  ordres,  par  rapport  à  x^y^z^t  de  w^,  «o^.,  o), 
sont  nulles  à  l'instant  ^o,  en  tout  point  intérieur  au  volume  E. 


La  formule 


d(ùx         d(ùx  d(M)x  àrùje  ÔtMix 


dt  ôt  dx  ôy  ôz 


nous  montre  que  -^  s^exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène  des  dérivées 

partielles  du  premier  ordre  de  coj.. 

Nous  aUons  maintenant  démonlrer  le  théorème  suivant  : 

Si '-j^  i  exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène  des  dérivées  partielles 

des  npremi^s  ordree  de  Wxi  ^jm^i'  *^ exprime  en  fonction  linéaire  et  homo- 
M  ■  de$  (a  + 1)  premiers  ordres  de  tox* 
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Oq  a,  en  effet, 


*Wx 


<//'»+>    "~d/    û^^"  c^x    di''  dy    dl"^  dz    df^ 

Mais,  par  hypothèse, 

Oq  a  donc 


d   d"(six 


dx    di"        Zà\   ''^'*'  ôxi*^^  ôyt  dz^  ôt*  dx     dxf*  âyf  ôz"  dt* ) 

ây    dl 


'*    ""-^  \^^/"/'-'  ^^p  ^^  7+»  (^:jr  dt*  dy     dxi»  ôyi  âz'-  âl'J 


(^5     ^/^'*    ""-^  \   '"'''' àxt*  Oy'f  âz'-^^  àl'  "^      dz      àxf*  ây  dz'' âl\ 

d/      ^r     ""-^  \^A/'7ri  ^^,,  ^^.^  ^.,.  ^^,^1  +        ^^        ^^^  ^^^  ^.;.  ^^,J  ' 

Le  théorème  énoncé  est  alors  évideiU. 

On  en  tire  de  suite  la  proposition  que  voici  : 

Les  quantités  ,  y  . />  --7-;^  s  expriment,  quel  que  sou  n,  en  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  de  tùxj  co^,  oi^. 

Cette  proposition,  rapprochée  de  celle  que  nous  avons  précédemment  démontrée, 
entraîne  cette  autre  : 

Si  l'on  a  à  l'instant  /o,  pour  tous  les  points  intérieurs  à  un  certain  espace  E, 

(8)  Wx^^O»  (,)y=zO,  w-  =  o, 

on  a  aussi  au  même  instant,  pour  les  mêmes  points  et  quel  que  soit  n. 
,     ^  d'^Mx  d'^t^Y  ^"co. 

<">  -rfr"^^'       -5F=°'        -rf?r=o- 

Passons  maintenant  des  notations  d^Euler  aux  notations  de  Lagrange.  Soient  a, 
6,  c,  à  rinstant  initial  /qj  l^s  coordonnées  d^un  point  matériel  appartenant  au 
fluide;  ses  coordonnées  x^  y^  z,  à  Finstant  /,  seront  des  fonctions  de  a,  6,  c,  ^  : 

X  :=  x{a,  by  c,  t)f 
y^y{a,b,c,t), 
s  =  z{ay  (},  c,  t). 
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Considérons  les  points  matériels  qui,  à  Tinstanl  /oy  se  trouvent  à  Tinlérieur  du 
volume  E;  supposons  que  pour  ces  points  matériels,  entre  les  instanls  /ot  ^m  ^^^ 
fonctions  j?( a,  6,  c,  t)y  y{a^  byC,  /),  s{a,  6,  c,  t)  soient  des  fonctions  analytiques 
de  a,  bf  c,  /. 

Les  égalités 

__  djr{a,b,c,t)  _  dy(fr,  b,c,t)  __  d  z{a,  b,c,t) 

dt  '         ''-  dt  '         "'"  ôt 

montrent  qu'il  en  est  de  même  de  tt(a,  6,  c,  /),  ^'(a,  6,  c,  /),  <v(a,  6,  c,  t). 
On  a,  d'ailleurs, 

dsv       dv dw  da       dw  db       dw  de 

*""*  (i*/  ""  5^  "      da  dy       db  dy       de  dy 

dv  da       dv  db       dv  de 

da  dz       db  dz        de  dz 

■ 

ou  bien,  selon  les  égalités  (a39)  de  la  deuxième  Partie  de  ces  Recherches, 

il'      D(s,  j?)  dw       D(5,  a:)  div       0(5,  .r)  dvv 

^•*~(Jô[      D(^c)  "dâ  "^  b{c,a)   db  '^  ^(a,b)  'de 

^  BjXfV)  d^^       'D(Xyy)  dv   ^  D(^,y)  ^l 
î)(6,c)  dâ  *"  D(c,a)  'db  ^  D(a,  ^)  de J' 

De  cette  égalité  et  de  deux  égalités  analogues  relatives  à  o)^,  u^,  il  résulte  que, 
pour  les  points  considérés  et  pendant  le  temps  considéré,  (i)^)  cii^)  ^z  sont  des 
fonctions  analytiques  de  a,  6,  c,  £• 

Cela  posé|  supposons  que,  pour  chacun  des  points  considérés  et  à  Tinstant  ^09 
nous  ayons 

(8)  W;P=:0,  a)y=0,  (k)-=:0. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  nous  aurons  pour  les  mêmes  points^  au  même 
instant  et  quel  que  soit  n, 

d" 

—  W;^(ûr,  6,  c,  ^)  =  o, 

(11)  {  ^Wy(û^,  ^,C,/)z=iO, 

d" 

^(k)-(rt,  6,  C,  0   -o, 

en  sorte  que,  pour  ces  mêmes  points  matériels,  les  égalités  (8)  demeureroni 
constamment  vérifiées  entre  les  instants  t^  et  t^.  D'où  la  proposition  suivante  : 
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Si,  à  un  instant  donné  t^y  les  trois  rotations  sont  nulles  pour  tous  les  points 
matériels  qui  remplissent  un  certain  volume  Jini,  elles  demeureront  nulles 
pour  ces  mêmes  points  tant  que  les  coordonnées  de  chacun  d^eux  s^ exprime- 
ront en  fonctions  analytiques  des  variables  de  Lagrange. 

Peul-il  arriver  que,  pour  un  point  matériel  M,  pris  parmi  ceux  que  nous 
venons  dYludier,  les  quantités  co^,  co^,  co^  cessent  d'être  toutes  trois  égales  à  o 
à  partir  d\in  certain  instant  /|,  postérieur  à  /q?  Il  faudra  pour  cela  qu*au 
moment  où  l'on  traverse  l'instant  /|,  les  coordonnées  x{a^  6,  c,  ^),  y{aj  6,  c,  /), 
z{a^  hf  c,  t)  du  point  M  cessent  de  varier  analytiquement  avec  t]  il  faudra  donc 
qu'à  l'instant  /  le  mouvement  de  tous  les  points  d'une  masse  d'étendue  finie, 
dont  fait  partie  le  point  M,  cesse  d'être  analytique,  ou  bien  que  le  point  M 
se  trouve  sur  une  surface  singulière,  ou  sur  une  ligne  singulière,  ou  en  un  point 
singulier. 

Examinons  d'abord  le  cas  où,  à  l'instant  /,  le  point  M  se  trouverait  sur  une 
surface  singulière. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  en  la  seconde  Partie  de  ces  Recherches,  il  existe 
deux  sortes  de  surfaces  singulières.  Les  surfaces  de  la  première  sorte  passent  sans 
cesse  par  les  mêmes  points  matériels  :  elles  peuvent  se  rencontrer  en  tous  les 
fluides,  sauf  au  sein  des  fluides  visqueux,  incompressibles  et  bons  conducteurs 
de  la  chaleur.  Les  surfaces  de  la  deuxième  sorte  se  propagent;  elles  ne  peuvent 
se  rencontrer  qu'au  sein  des  fluides  compressibles  parfaits;  ce  sont  ou  bien  des 
ondes  de  choc  ou  bien  des  ondes  longitudinales. 

Pour  que  le  point  M  put  se  trouver  à  l'instant  ti  sur  une  onde  de  la  première 
sorte,  il  faudrait  qu'il  s'y  trouvât  à  l'instant  /q?  ^^  ^"^  nous  ne  supposerons 
pas;  il  nous  reste  donc  à  supposer  que  le  fluide  est  compressible  et  parfait 
et  à  examiner  ce  qui  arrive  si  une  surface  singulière,  en  se  propageant,  ren- 
contre à  l'instant  t^  le  point  M;  nous  supposerons,  d'ailleurs,  qu'aucune 
onde  de  choc  ne  parcoure  le  milieu,  en  sorte  que  la  surface  singulière  consi- 
dérée sera  une  onde  au  moins  du  premier  ordre  par  rapport  à  </,  v^  iv,  et  longi- 
tudinale. 

Reprenons  les  notations  employées  aux  Chapitres  III  et  IV  de  la  première 
Partie. 

Lorsque  le  temps  /  s'approche  de  t^  par  valeurs  inférieures  à  /|,  ;/,  c,  iv  tendent 
vers  des  limites  2/4,  C|,  iv^  ;  u^)  <<>/,  co^  tendent  vers  des  limites 

(Jtv,       c^i'i  dui       dix\  de,       du^ 

ay        oz  ^        âz        ox  dx       ây 

Lorsque  le  temps  t  s'approche  de  /|  par  valeurs  supérieures  à  ^1,  Uj  r,  iv  tendent 
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vers  des  limites  Wj,  Tj,  cr^;  o)jy,  co^,  u^  lendent  vers  des  limites 

âf        dz  ^'       dz        dx  dx        dy 

Mais  l'onde  élanl  au  moins  du  premier  ordre  par  rapport  à  u^  v^  iv,  il  existe 
un  vecteur  (Z^,  m©,  n^)  tel  que  Ton  ait  [T*  Partie,  égalités  (an)] 

d[j^ P'*'^'  5i ^""'^ 

djut—tit)  _,.,  c^(<^î— <^'i) 

55 -y'^'  —5:^ -""''^^ 

<>(^^t— <'i) <^(/^»  — //i)_^/ 

__ _,«,„„,         ___;3/o 

et,  par  conséquent, 

Wori— Wa;,  =  (3/io  —yiiKy 

Wsî  —  ojsi  — awo— P  'f 
Mais  Tonde  étant  longitudinale,  on  a  \^loc.  cit.,  égalités  (223)] 

*  a     >       y' 

On  a  donc 

Comme  on  a,  par  hypothèse, 

(ÙXX  =  O,  (t)yl  =  O,  ÛJ,|  =  O, 

on  aura  aussi 

(i3)  &);ts=09        a)^,z=o,        ûi)-i=o. 

Selon  les  égalités  (12),  Fonde  considérée  est  onde  au  moins  du  premier  ordre 
pour  fa>x}  <>>/,  (o^;  il  existe  donc  trois  quantités  û^,  û^,  û^  telles  que  Ton  ait 

d^ =«^-         dy -^^^''         55 ^^'' 

(>4)    { 

et  deux  autres  groupes  analogues. 

D*autre  part,  comme   le  fluide  considéré  est  un  fluide  parfait,  l'égalité  (7), 
Foc.  de  T.,  2*  S.,  V.  4^ 
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vérifiée  en  tout  point  du  fluide,  devient  simplement 

,  ^.       dtùx         àft^x         àtùjc         d(ùjc  fdv       ^^v\  du  du 

Les  égalités  (i4)  et  (i5)  montrent  sans  peine  que  Fon  a,  en  tout  point  de  l'onde, 

—  [ dy—  "^ à-z J  "^'"^ à} "^^"^ Tz '^''' 

Jointe  aux  égalités  (i3),  cette  égalité  donne 

( « /<  4-  (3 f  -+-  y <»'  —  OZ) ilx  =^  o. 

Or,  Tonde  considérée  se  propage,  en  sorie  que  {clu  -\-  ^v  -h  yw  —  DL)  est  assuré- 
ment difTérenl  de  o  ;  on  a  donc 

ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (14)9 
(•6) 

et  comme  on  a,  par  hypothèse, 

àf»)xi       ^  à(^xi       ^  à(,)xi       ^  àiùxi 

— T m  O,  — ; 1=  O,  — ; Z=  O,  ; —    =  O, 

âx  ôy  *  âz  '  ât 

on  obtient  le  premier  groupe  d'égalités 

àioxt  d(ùjrt       ^  d(ùxi      ^  doïxi 

-^  =  «'      ■d>r==«'      -57=*^'      -dr=''' 

,  .  I     â(*iYt  à(i)yt  (JWyj  dWy» 

^'7)        i-j^^'''    -à^=°'    -jT^'''    -r=°' 

'dF='''     W^'     IT^""^     -dr=°- 

Les  deux  autres  groupes  se  démontrent  d\ine  manière  analogue. 

Nous  allons  étendre  ces  égalités  aux  valeurs  prises,  à  Tinstant  /|  et  au  point  M, 
par  les  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de  co^,  co^,  coj. 

Supposons,  en  effet,  qu'elles  soient  démontrées  pour  les  dérivées  partielles 
de  (Ox,  (0^,  oj^  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement,  et  proposons-nous  de  les  étendre 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  (ai -h  i)  des  mémos  quantités. 

Considérons  l'équation  (i5),  qui  est  vérifiée  en  tout  point  du  milieu,  et  diiTé* 


d(i^xt       à(M)xi 

â(»}xi       à(»)xi 

Ô^xi        à^x\ 

dtùxt       doixt 

ôx          ôx 

dy         dy  ' 

ôz           ôz 

ôt    "    ôl   ' 
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renlions-la  P  fois  par  rapport  k  x,  Q  fois  par  rapport  ky,  R  fois  par  rapport  à  Zy 

P,  Q,  R  vérifiant  Tégalilé 

P  4-  Q  -+-  R  =  /i. 


Elle  nous  donnera  une  égalité  de  la  forme 


=/, 


/  étant  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  co^^,  o)^^  co^  et  de  leurs  dérivées  par- 
tielles jusqu'à  Tordre  n  inclusivement;  d'après  ce  que  nous  supposons  démontré, 
la  valeur  de  /  au  point  M  tend  vers  o  lorsque  le  temps  /  s'approche  de  ti  soit  par 
valeurs  inférieures  à  ^i,  soit  par  valeurs  supérieures  à  ^|. 
Nous  aurons  donc,  au  point  M  et  à  Tinstant  ^i, 

.  nv      d^^'(eo:,,-a):„)  d"-^'(a):r,~cox,)  d'^^'((.y^,--(^^^)       ^^. <^^ ^ V r,)^« -  <*)xt )  _  . 

^  ^       dtôx^df^dz^'  âx^'^^dy^âz^  dx^  ô/^^' dz^    "^       dx^*  dy^  dz^-^^    ~ 

Mai^)  d'autre  p»rt,  d*après  ce  que  nous  supposons  démontré,  l'onde  qui  passe 
au  point  M  à  l'instant  /  est  une  onde  persistante  dont  l'ordre  par  rapport  à  co^ 
n'est  pas  inférieur  à  (n  +  i).  H  existe  donc  une  grandeur  ûj.  telle  que  toutes  les 
dérivées  d'ordre  (/i  4- 1)  de  (10^2 —  Wa?i  )  soient  données,  au  point  M  et  à  l'instant  t^ , 
par  la  formule 

Selon  cette  formule,  l'égalité  (18)  devient 

L'onde  étant  une  onde  qui  se  propage,  (olu  -i-/3ç'-f- yw  —  2((i)  n'est  pas  égal  à  o; 
Inégalité  précédente  exige  donc  que  l'on  ait 

en  sorte  que  l'égalité  (19)  devient 


d  l'f  dyf  dz'^dt'       dxP  dyf  dz '*  dt' 

Mais,  selon  l'h^^pothèse  faite,  toutes  les  dérivées  partielles  de  co^i  sont  nulles  au 
point  M  et  à  Tinslant  /|  ;  on  a  donc,  en  ce  point  et  à  cet  inslant, 

=  0         (/>  +  ^4-/'4-5  =  /l4-i). 


dxP  dyi  dz"^  dl' 
On  démontrerait  des  égalités  analogues  pour  (1)^2  ^^  ^sa- 
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Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Au  point  M,  lorsque  le  temps  t  tend  vers  ti  par  valeurs  supérieures  àtijles 
dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de  o),,  "w^,  w,  tendent  toutes  vers  o. 

Dès  lors,  en  vertu  d'un  lemme  précédemment  démontré,  //  en  est  de  même, 
quel  que  soit  /?,  des  quantités 

d"  (ùx  d"  (ôy  d'*(ùz 

df*^  '       ^/«  '       dt''  * 

Depuis  rinstant  /{jusqu'à  un  instant  postérieur /^^  les  coordonnées  :r(  a,  6,  c,  /), 
y{a^  6,  c,  /),  5(a,  6,  c,  /)  du  point  M  redeviendront  fonctions  analytiques  de  t. 
Dès  lors,  entre  les  instants  /|,  t^^  les  trois  rotations  (o^r,  co^.,  co.  relatives  au 
point  M  resteront  égales  à  zéro. 

Lors  donc  qu'au  sein  d'un  fluide  parfait,  une  onde  longitudinale  interrompt  le 
caractère  analytique  du  mouvement,  elle  n'empêche  point  le  théorème  précé- 
demment démontré  de  demeurer  ex^act. 

Dès  lors,  considérons  un  fluide  pris  dans  les  conditions  qui  ont  été  énumérées 
au  début  de  ce  Paragraphe,  et  exempt  d^onde  de  choc. 
Mettons  à  part  : 

I**  Les  points  matériels  qui  forment  des  surfaces  singulières  exemptes  de 
propagation; 

2**  Les  points  matériels  qui,  pendant  la  durée  du  mouvement,  seront  ren- 
contrés par  des  lignes  singulières  ;  en  général^  ces  points  formeront  certaines 
surfaces  ; 

3®  Les  points  matériels  qui,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement,  devien- 
dront points  singuliers;  en  général,  ces  points  se  succéderont  sur  certaines 
lignes. 

Pour  tout  autre  point  matériel^  si  les  quantités  co^,  co^,  co^  sont  égales 
à  zéro  au  début  du  mouvement,  elles  sont  égales  à  zéro  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 

Dans  un  fluide  en  repos,  co^:,  co^,  co^  sont  nuls  en  tout  point;  dès  lors,  le  théo- 
rème précédent  entraine  le  corollaire  que  voici  : 

Supposons  qu*un  fluide,  pris  dans  les  conditions  qui  ont  été  définies  au 
début  de  ce  paragraphe,  et  partant  du  repos,  soit  mis  en  mouvement  sans 
quà  aucun  moment  la  vitesse  d^ aucun  point  matériel  soit  discontinue,  A 
aucun  instant  du  mouvement,  on  ne  pourra  trouver  dans  le  fluide  un  volume 
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d^  étendue  finie  en  tout  point  duquel  Vune  des  trois  l'otations  co^,  o>^,  o>^  soit 
différente  de  zéro. 

Les  deux  propositions  que  nous  venons  dénoncer  sonl  subordonnées  à  une 
supposition  fondamentale,  hors  de  laquelle  elles  pourraient  être  fausses;  elles 
supposent  qu\u  cours  du  laps  de  temps  auquel  on  les  applique,  il  n'existe  au- 
cun INSTANT  /  POUR  LEQUEL  LES  COORDONNÉES  x{a^  6,  C,  /),  ^(«j  6,  C,  ^),  z{a^  6,  C,  t) 
DE  TOUS  LES  POINTS  MATÉRIELS  QUI  COMPOSENT  UNE  MASSE  FINIE  CESSERAIFINT  d'ÊTRE 
DES  FONCTIONS   ANALYTIQUES  DE  t. 

Nous  verrons  dans  la  suite  Fimportance  de  cette  restriction. 

Cette  restriction  ne  pèse  pas  sur  le  théorème  de  Lagrange  lorsqu'on  se  borne  à 
l'appliquer  aux  fluides  parfaits;  dans  ce  cas,  en  eflet,  la  démonstration  de 
Cauchy,  aussi  bien  que  la  démonstration  de  W.  Thomson  sont  applicables,  et 
ces  démonstrations  supposent  seulement  que  les  dérivées  partielles  du  second 
ordre  de  d?(a,  6,  c,  /),  y{a^  b,  c,  /),  ^(rt,  6,  c,  t)  existent  et  sont  finies  pour  le 
laps  de  temps  et  pour  la  masse  fluide  auxquels  on  applique  le  théorème. 


§2.  —  Forme  des  actions  de  viscosité  lorsque  les  rotations   sont  nulles. 

Imaginons  un  milieu  ayant  en  tout  point  même  densité  et  même  température. 
Les  composantes  du  champ  de  viscosité,  données  par  les  égalités  (58)  de  la 
première  Partie,  deviendront 

7.=  (A4-/x)~    4-pAtr, 

tandis  que  les  composantes,  en  chaque  point  de  la  surface,  de  la  pression  de  visco- 
sité seront  données  par  les  égalités  (67)  de  la  première  Partie  : 

•^û        /  X  au  [du        ,         X       de        ,         .       ôkv  T 

/>a.=  A0cOS(/I/,  Jr)H-fX— -+  p    —  C0S(/J/,a:)4-  ^- C0S(/l/,  v) -+- ^  C0S(/l/,  c)    , 

/>y  ==  Xecos(/i/,7)  4- fX^ -h  fxl  —  C0S(/l/,  ^)  H- ^  C0S(/l/,  j)  4- ^  C0S(/i/,  5)1, 

^^       /         V  àiv  [  au        ,  K       àv        ,         K       div        .         .T 

/>,  =  a9cos(/1/,  5)  H-f^^  -+-f^   'dz^^^^'^^'^^'^Tz  ^^^('*''^')"+"^^^^('''»^)   • 
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Visiblement,  ces  six  égaillés  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

/)jç=X0COS(/l/,  ar)-H/x[(«)5C0S(/l/,/)  —  WyCOS(/l/,  5)]  4-2/x-r— , 
Py  =  'k6cOS{niyy)  4- /x[wa:COS(/l/,  js)  —  WsCOS(/î/,  o:)]  H-a/JL-j— , 
p.  =:X9C0S(/I/,  5)   -H  (x[ci)yCOS(/l/,a:)  —  W^c  COS(W/,  v)]  -f-  2/X-r— • 


Si  nous  considérons  maintenant  le  fluide  visqueux  étudié  au  Paragraphe  précé- 
dent, nous  aurons,  en  tout  point  de  ce  fluide  et  à  tout  instant, 

0  =  0 
par  hypothèse,  et 

Wx=o,  0>y=0,  0)5=0 

par  démonstration.  Alors  les  égalités  précédentes  deviendront 
(20)  ^x=o,        ^7  =  0,        gz=o 


et 

,     .  du  dv  div 

(21)  P'=^i'àK;'     Py=''i'àJr/     P^=''^dir; 

Les  égalités  (20)  nous  montrent  (\\x^au  sein  d^  un  fluide  visqueux,  incompres- 
sible, dont  tous  les  points  sont  à  la  même  température  et  oii  les  rotations  sont 
nulles,  les  équations  indéfinies  du  mouvement  sont  les  mêmes  que  si  le  fluide 
était  non  visqueux. 
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ligne  fermée  quelconque,  tracée  à  la  surface  du  solide,  en  supposant  que  u^  p,  w 
soient  les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  matériel  appartenant  au  solide. 
Voirons  si  ce  dernier  résultat  est,  en  général,  acceptable. 

L'expression  {u  dx -^  v dy -^  iv  dz)  représente  le  produit  de  Télément  cflL, 
appartenant  à  la  courbe  L,  par  la  projection  sur  cet  élément  de  la  vitesse  d'un 
point  qui  en  fait  partie.  Pour  obtenir  ce  produit,  on  peut  décomposer  comme 
l'on  veut  la  vitesse  du  point  M,  former  pour  chacune  de  ses  composantes  le 
produit  analogue  et  ajouter  ensemble  tous  ces  produits. 

Or,  la  vitesse  de  tout  point  M  du  solide  est  la  résultante  des  vitesses  du  même 
point  en  deux  autres  mouvements  du  même  solide  :  un  mouvement  de  rotation 
qui,  dans  le  temps  dt^  fait  tourner  le  solide  d'un  angle  0  dt  autour  d'une  certaine 
droite  D,  et  un  mouvement  de  translation  par  lequel,  dans  le  temps  dt^  tous  les 
points  du  solide  se  déplacent  d'une  longueur  X  dt  parallèlement  à  la  droite  D. 

Comme  courbe  fermée  L,  prenons  l'intersection  de  la  surface  du  solide  par  un 
plan  perpendiculaire  à  la  droite  D.  Soient  O  l'intersection  de  ce  plan  avec  la 
droite  D;  rla  distance  du  point  O  au  point  M,  origine  de  l'élément  efL;  6f^ l'angle 
sous  lequel,  du  point  O,  on  voit  l'élément  dL, 

Le  produit  géométrique  de  l'élément  dL  et  de  la  vitesse  du  point  M  dans  le 
premier  mouvement  est  Or^  dif]  quant  au  produit  géométrique  de  l'élément  dh  et 
de  la  vitesse  du  point  M  dans  le  second  mouvement,  il  est  nul,  car  cette  vitesse 
est  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe  L. 

Nous  aurons  donc 

J}  {udx  -\-  vdy  -\'ivdz):=iQ  1  /•' </iJ;  =  2  c\.  9. 

X  étant  l'aire  plane  à  laquelle  la  courbe  L  sert  de  contour. 

Si  0  n'est  pas  nul,  l'égalité  (22)  ne  peut  être  vraie  pour  la  courbe  L. 

Donc,  en  général,  un  fluide  dont  le  mouvement  est  exempt  de  rotations  et 
qui  baigne  un  solide  en  mouvement  ne  peut  adhérer  à  la  surface  de  ce  solide. 


§  2.   —  Conséquences  relatives  aix  fluides  parfaits. 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  fluide  entièrement  dénué  de  viscosité. 

Pour  que  ce  fluide  n'adhère  pas  à  un  solide  qu'il  baigne,  il  faut  que  le  frotte- 
ment au  contact  du  solide  et  du  fluide  soit  nul  et  qu'il  en  soit  de  même  de  la 
viscosité  au  contact  de  ces  deux  corps.  Si  ce  frottement  et  cette  viscosité  ne  sont 
pas  nuls  tous  deux,  le  fluide  adhère  certainement  au  solide,  en  toutes  circon- 
sUnoes,  le  long  de  leur  commune  surliace. 
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Supposons,  d'autre  pari,  que  le  fluide  étudié  soit  un  fluide  compressible  ou  non 
compressible,  mais  qui  se  meut  dans  des  conditions  telles  qu^il  existe  une  fonc- 
tion A(j:,j',  5,  t)  (Recherches  sur  V Hydrodynamique,  F*  Partie,  Chap.  III,  §2). 

Supposons,  eniin,  qu^à  Tinslant  initia],  le  fluide  et  le  solide  immergé  soient  en 
repos  et  qu'à  partir  de  cet  état  de  repos,  ils  se  mettent  en  mouvement  sans  que  la 
vitesse  d^aucun  point  é|>rouve  de  variation  brusque.  Selon  les  démonstrations  que 
Cauchy  ou  W.  Thomson  ont  données  du  théorème  de  Lagrange,  le  fluide  prendra 
un  mouvement  sans  rotation.  Donc,  d'après  le  théorème  démontré  au  Para- 
graphe 1,  il  ne  pourra,  en  général,  adhérer  à  la  surface  du  solide. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  conclusion  suivante  : 

Si  un  fluide,  compressible  ou  non  compressible,  mais  entièrement  dénué  de 
viscosité,  se  meut  de  telle  sorte  quHl  existe  une  fonction  X(x,y,  3,  t),  on  ne 
peut  admettre,  en  général,  qu'il  existe  soit  un  frottement,  soit  une  viscosité 
au  contact  de  ce  fluide  et  d'un  solide  qu'il  baigne. 

Pour  un  système  formé  de  pareils  fluides,  la  seule  forme  lo<;ique  que  Ton  puisse 
donner  au  problème  hydrodynamique  consiste  à  admettre  que  Ton  a  simplement, 
le  long  de  la  surface  de  contact  d'un  solide  et  du  fluide,  ou  de  deux  fluides 
difllérents,  la  relation 

(ui—  f/j)cos(N,  j?)  -+■  (^1—  t^î)cos(N,  j)  -h  (vv^  —  w^)  cos(N,  5)  =  0, 

dont  Torigine  est  purement  cinématique. 

C'est,  en  eflet,  sur  ces  fondements,  logiquement  irréprochables,  mais  souvent 
incapables  de  supporter  une  analyse  ayant  avec  les  faits  d'expérience  une  suffi- 
sante affinité,  que  reposent  la  plupart  des  écrits  classiques  relatifs  à  l'Hydrody- 
namique. 

§  3.   —  Les  LiQtiuEs  viSi^tEtx  et  l'existeace  du  frottement 

AUX    SURFACES    LIMITES. 

Considérons  maintenant  un  fluide  visqueux  incompressible  et  assujetti  à  garder, 
au  cours  de  ses  mouvements,  une  température  invariable.  Imaginons  que  ce 
fluide  baigne  certains  solides  mobiles. 

Mettons  le  système  en  mouvement  sans  secousse  brusque,  de  telle  sorte  que  la 
vitesse  de  chaque  point  matériel  varie  d'une  manière  continue. 

Les  quantités />ix7/>i^,/>f2,  en  chaque  point  delà  surface  de  contact  S  du  solide 
et  du  fluide,  parlent  de  o  et  varient  d'une  manière  continue  avec  /;  il  en  est  de 
même  de  la  projection  du  vecteur/?!  sur  la  surface  S. 

Si  le  frottement  au  contact  du  solide  et  du  fluide  n'est  pas  nul,  cas  auquel 
Fac,  de  T.,  2*  S.,  V,  4 7 
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r(pi,  pa,  m,  T)  est  assiirëinont  négatif,  la  projection  du  vecteur />j  sur  la  sur- 
face S  demeure  assurément  inférieure  à  —  r(pj,  p2i  nr,  T),  tant  que  t  ne  surpasse 
pas  une  certaine  limite  6.  Donc,  tant  que  t  ne  surpasse  pas  une  certaine  limite^, 
te  liquide  demeure  soudé  au  solide  le  long  de  leur  commune  sur/ace. 

Supposons,  d'autre  part,  que  les  coordonnées  des  divers  points  matériels  qui 
constituent  le  Jluide  varient  analytiquement  avec  t  depuis  l'instant  ini- 
tial t  =  to  jusqu'à  r  instant  t  =  ^,  la  différence  (t  —  /o)  étant  finie.  D'après  ce 
qui  a  été  démontré  au  Paragraphe  1,  le  théorème  de  Lagrange  s'appliquerait 
à  notre  liquide  visqueux  de  l'instant  ^  =  /©  à  l'instant  f  =  t;  pendant  ce  temps, 
le  fluide  serait  sans  rotation. 

Donc  on  pourrait,  à  partir  de  l'instant  initial  /©,  déterminer  un  laps  de 
temps  fini  pendant  lequel  le  fluide  serait  dépourvu  de  rotation  et  adhérerait 
aux  solides  mobiles;  en  général,  ces  deux  propositions  sont  contradictoires, 
comme  nous  l'avons  vu  au  Paragraphe  1. 

On  ne  peut  lever  cette  contradiction  qu'en  admettant  l'une  au  moins  des 
deux  hypothèses  suivantes  : 

1°  //  n'y  a  pas  de  frottement  le  long  des  sur/aces  de  contact  du  solide  et 
du  fluide. 

2®  Pour  t==to,  les  coordonnées  des  points  du  fluide  ne  sont  pas  fonctions 
analytiques  de  t. 


§  4.   —  Les  liquides  visqueux  et  la  viscosité  le  long  des   surfaces 

de  contact  avec  les  solides  immergés. 

Supposons  que  le  liquide  visqueux  n'exerce  aucun  frottement  à  la  surface  des 
solides  qu'il  baigne;  nous  aurons  alors,  en  tout  point  de  la  surface  de  contact  du 
solide  et  du  fluide, 

(23)  r=:0,  6  =  0. 

Supposons,  d'ailleurs,  que  la  surface  de  contact  ne  soit  pas  exempte  de  visco* 
kité,  en  sorte  que  Ton  ait 

(24)  /<o. 

Dans  ce  cas,  le  fluide  ne  demeure  plus,  en  général,  soudé  au  solide  et  la 
difficulté  que  nous  avons  rencontrée  au  Paragraphe  précédent  ne  se  rencontrera 
plus.  Mais  nous  allons  rencontrer  une  autre  difficulté  analogue,  en  traitant  certains 
problèmes,  le  suivant  ].ar  exemple  : 

Considérons  un  solide  de  révolution  immergé  dans  un  fluide  visqueux 
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indéfini.  Imaginons  que  le  système  tout  entier  soit  primitivement  an  repos, 
puis  que,  sans  secousse,  de  manière  que  les  vitesses  de  tous  les  points 
demeurent  /onctions  continues  de  t,  le  solide  se  mette  à  tourner  autour  de 
son  axe  de  révolution. 

Peut-il  arriver  que  le  liquide  demeure  immobile? 

Dans  ce  cas,  les  actions  de  viscosité  demeureraient  nulles  en  tout  point  de  ce 
corps;  en  tout  point  de  la  surface  de  contact  du  solide  et  du  (luidc,  on  aurait 

P\x=^y  Ply^O,  P\z—0. 

Comme  on  aurait  également 

(25)  l/,=  0,  t'i  =  0,  if'j=:o, 

en  tenant  compte  de   1%'galité  (28),  on   transformerait  les  égalités  (80)  de  la 

troisième  Partie  en 

(H,  —  cj)  cos(/<,,  x)  =  --/Wî, 

(IIi  —  Gy)  cos(  /il,  y  )  =  — /r„ 

(II,  —  CJ)  COS(/ii,  z  )  —.  — /H'j. 

Multiplions  respectivement  ces  égalités  par  ^2,  ^'2»  <^'2  et  ajoutons  membre 
à  membre  les  résultats  obtenus;  en  tenant  compte  des  égalités  (4o  bis)  de  la 
troisième  Partie,  (24)  et  (îî5),  nous  trouverons  l'égalité 

wj-h  v\-h  <ï'î=:0, 

qui  est  absurde,  puisque  le  solide  n'est  pas  immobile. 

Le  fluide  se  mettra  donc  en  mouvement  et  ce  mouvement  sera  forcément  symé- 
trique autour  de  Taxe  de  révolution  du  solide  pris  pour  axe  des  z. 

Rapportons  un  point  quelconque  du  sj'slùme  à  des  coordonnées  cylin- 
driques /,  8,  xï. 

Continuons  à  désigner  par  iv  la  composante  parallèle  à  Oz  de  la  vitesse;  soit  R 
la  composante  centiifuge  de  la  vitesse;  soit  8  la  composante  perpendiculaire 
aux  deux  précédentes.  Nous  aurons  évidemment 

u  =  R  cosô  —  0  sinô, 
V  =:[{  sin9-i-ecos9. 

Les  trois  quantités  R,  8,  iv  peuvent  dépendre  de  /•  et  de  5,  mais  point  de  6. 


3^2 

Nous  aurons  alors 
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(26) 


dj- 

du 
dv 

dn 

ày 

dv 
dz 

dw 
d.v 

dn- 


Rsin(?-hBcos9    .    ^      /âW        , 

51117  H-  (    ~;r-CO'!>0 

r  \  Or 


or  ) 


cos^, 


Hsin(?-+-Bcos^ 


/• 


cos9  -h  (  -T-cos9 


d^ 


c-  siii9  I  siny, 

ôr  1 


-r-  rOSV r-    !Î|ll9, 

oz  dz 


sin^ 


R 

cosô 

B 

sin 

9 

/• 

R 

cos{? 

e 

sin 

9 

/• 


dR  .  .     c^e      . 

-j-  smv-h  -7-  cos9, 
</3  dz 


cos5, 


-r—   Slll(?, 

or 
Tz' 


B         \ 
-cos9  I  cos9, 

cos9  H-  (  ^-  SII17  -h  -;-  cos9  1  sin  9, 
\  or  ôr  ) 


Ces  relations  permettraient  d'obtenir  les  équations  du  mouvement  du  fluide. 

Proposons-nous  simplement  de  calculer,  en  chaque  point  de  la  surface  de 
contact  du  solide  çt  du  fluide,  la  composante /7{0  du  vecteur />|  dans  la  direction 
de  la  vitesse  B. 

Comme  cette  composante  a  évidemment  une  valeur  indépendante  de  6,  il  suffira 
de  la  calculer  pour  0  =  o,  c'est-à-dii*e  en  un  point  du  plan  zOx\  elle  se  réduit 
alorsà/>|j  ou  bien,  selon  les  égalités  ('*i),  à 

^!'d7,  =  ''-^[d:^'"'^""'^^  ^cos(«,.,=)J. 

Les  égalités  (26),  où  l'on  doit  faire  0  ^  o,  transformanl  l'expression  précé- 
dente en 

[ds  .  ,      ^     de     ,      ,1         de 

On  a  donc 

d» 


(a;) 


Peut-il  arriver  que  B  soit  nul  en  tous  les  points  du  fluide?  S'il  en  était  ainsi, 
Téquation  {'J'-'^)  que  nous  venons  d'obtenir  donnerait,  en  tout  point  de  la  surface 
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de  contact  du  solide  et  du  fluide, 

et,  par  consc(|ucnt,  en  tout  point  de  celle  même  surface,  la  vitesse  relative  du 
solide  et  du  fluide  serait  située  dans  le  méridien;  mais  ceci  exigerait,  contraire- 
ment à  rhjpolhèse  faite,  que  0  fût,  en  cha(|ue  point  de  cette  surface,  égal  à  la 
vitesse  avec  laquelle  le  solide  tourne  autour  de  0:î. 

0  n'est  donc  pas  nul,  en  général,  au  sein  du  fluide;  si  nous  traçons  une  circon- 
férence de  rayon  /•  ayant  son  centre  sur  O^,  0  aura  la  même  valeur  en  tous  les 
points  de  celle  circonférence  et  la  circulation  le  long  de  cette  circonférence  aura 
pour  valeur 

Supposons  maintenant  qu^à  partir  de  l'instant  initial  to  et  tant  que  l  ne  sur- 
passe pas  une  certaine  limite,  le  fluide  se  meuve  de  telle  sorte  que  les  coordonnées 
de  chaque  point  matériel  soient  des  fonctions  analytiques  de  t;  nous  pourrons 
faire  usage  du  théorème  démontré  au  Chapitre  I,  Paragraphe  1,  les  compo- 
santes (0^,  iOy,  ti>z  de  la  rotation  seront  nulles  en  tout  point  du  fluide  pour  toute 
valeur  de  /  inférieure  à  la  limite  considérée. 

Les  quantités  tOxj  co^,  ta?  étant  nulles  dans  tout  le  fluide,  la  circulation  C  ne 
peut  être  difl*érente  de  o  le  long  d'une  courhe  fermée  que  s'il  existe  une  ligne 
singulière  empêchant  cette  courhe  fermée  de  se  réduire  à  un  point.  Par  raison  de 
symétrie,  il  ne  peut  exister  ici  de  ligne  singulière  ahoutissant  à  la  surface  du 
solide  autre  que  l'axe  des  z.  On  voit  alors  sans  peine  que  la  circulation  le  long 
d'une. circonférence  avant  son  centre  sur  l'axe  des  z  doit  avoir  pour  valeur 

C=:K(/), 

K(^)  ayant,  à  un  même  instant,  la  même  valeur  pour  toutes  les  circonférences  de 
ce  genre  que  l'on  peut  tracer  au  sein  du  fluide,  au  voisinage  de  la  surface  du 
solide.  On  aurait  donc,  en  tout  point  pris  au  sein  du  fluide, 

(28)  e='^^^ 

377/- 

Considérons  un  point  de  la  surface  de  contact  du  li(|uide  et  du  solide;  en  ce 
point,  l'égalité  (7)  serait  applicahle  au  liquide,  tandis  que  la  vitesse  de  rotation 
du  solide  serait  ù(t)r,  en  désignant  par  ù{t)  sa  vitesse  angulaire  de  rotation  à 
l'instant  t;  dès  lors,  les  égalités  (80)  de  la  quatrième  Partie,  jointes  aux  éga- 
lités (2)  et  («j),  donneraient,  en  tout  point  de  la  surface  de  contact  du  solide  et  du 
liquide,  l'égalité 
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que  l'égalité  (28)  transforme  en 

(29)  ^-7r^cos(/i„r)-/^-h/Û(/)r  =  o, 

Il  esl  clair  qu'une  telle  égalité  ne  saurait  èlrc,  en  général,  vérifiée  en  tous  les 
points  du  solide;  voici,  entre  autres,  un  moyen  de  faire  éclater  aux  yeux  cctle 
impossibilité  : 

Supposons  que  le  solide  présente  plusieurs  parallèles  de  rayon  maximum  ou 
minimum  ;  soient  /'i ,  r2,  /'a,  . . . ,  les  rayons  de  ces  parallèles,  rayons  que  Ton  peut 
se  donner  arbitrairement;  en  tout  point  d*un  tel  parallèle,  on  aurait  cos(/î/,  r)=  i, 
et  l'égalité  (29)  donnerait  les  égalités 


/  (X         _/_\K(0 

l,^       2  Tir  Jîï(7)'^  •''■-*'' 


auxquelles,  en   général,  il  esl   iniposaibie   de  satisfaire   en  disposant    du    seul 

.K(0 

La  difficulté  que  nous  venons  de  rencontrer  en  étudiant  le  mouvement  d'un 
liquide  visqueux  exempt  de  frottement  à  la  surface  des  solides  quil  baigne 
ne  peut  admettre  que  deux  solutions  : 

1°  Ou  bien  les  surfaces  de  contact  du  liquide  et  des  solides  sont  exemptes 
de  viscosité  : 

(3o)  /=o. 

2"  Ou  bien  les  coordonnées  des  points  matériels  qui  constituent  le  fluide  ne 
peuvent,  à  partir  de  Vinstant  inital  t^  du  mouvement^  s'exprimer  en  fonc- 
tions analytiques  de  t. 


§  5.  —  Examen  des  résultats  obtenus  aux  deux  pakagraphes   précédents. 

Si  nous  réunissons  les  résultats  obtenus  au  Paragraphe  3  et  au  Paragraphe  4, 
nous  pouvons  énoncer  la  proposition  que  voici: 

Lorsqu'un  système  formé  de  solides  mobiles  et  d'un  liquide  visqueux^  de 
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température  uniforme  et  invariable^  part  du  repos  et  se  met  en  mouvement 
sans  secousse  brusque,  les  lois  de  ce  mouvement  prêtent  à  contradiction, 
à  moins  que  Von  admette  l'une  ou  Vautre  des  hypothèses  suivantes: 

1®  Les  surfaces  de  contact  des  solides  et  du  liquide  ne  sont  affectées  ni  de 
viscosité^  ni  de  frottement  i 

2®  Il  est  impossible^  à  partir  de  V instant  initial  t^  du  mouvement,  d expri- 
mer les  coordonnées  de  chacun  des  points  matériels  qui  composent  le  fluide 
en  fonction  analytique  de  t. 

Examinons  successivement  ces  deux  hypothèses. 

Si  nous  admettons  la  première  hypollièse,  nous  devrons  imaginer  que  le  mou- 
vement d'un  liquide  visqueux  est  assujetti,  le  long  des  parois  fixes  ou  mobiles 
auxquelles  il  confine,  à  la  seule  condition 

(3i)      (wi—  «j)  cos(N,a:)  4-  (^1—  r,)  cos(N,y)  4-  («^p'l—  »'i)cos(N,  5)  =  0, 

qui  est  d'origine  purement  cinématique. 

Mais  un  autre  point  est  également  hors  de  doute.  La  considération  de  la  visco- 
sité intrinsèque  des  liquides  serait  impuissante  à  fournir  des  équations  comparables 
aux  faits  d'expérience  les  mieux  constatés  si  Ton  se  bornait  à  Femploi,  le  long  des 
surfaces  terminales,  de  la  condition  (3i).  11  pourrait  même  arriver  que  la  solution 
de  certains  problèmes  essentiels  devînt  alors  indéterminée. 

Examinons,  par  exemple,  le  célèbre  problème  de  Poiseuillc  : 

Un  liquide,  parvenu  à  Vétat  de  régime  permanent,  s'écoule  par  filets 
parallèles  à  Vintérieur  d'un  conduit  cylindrique  [Recherches,  IV*  Partie, 
Chap.  in,  §  4). 

Nous  pourrons  encore  établir  que  la  vitesse  cv  vérifie  l'équation  aux  dérivées 
partielles  [/oc.  cit.,  équation  [xZ'i  bis)\ 

Mais  la  vitesse  iv  étant,  en  chaque  point,  tangente  à  la  paroi  solide,  la  condi- 
tion (3i)  sera  vérifiée  d'elle-même;  nous  n'aurons  donc,  pour  déterminer  iv^  que 
l'équation  (32),  qui  ne  saurait  suffire  à  celle  objet. 

La  première  des  deux  hypothèses  énoncées  doit  donc  être  rejetée  et  nous 
sommes  contraints  d'adopter  la  seconde,  qui  peut,  plus  explicitement,  être  for- 
mulée de  la  manière  suivante  : 

Au  sein  d'un  liquide  visqueux,  en  contact  avec  des  solides  fixes  ou  mobiles, 
il  existe  un  domaine  fini,  continu  aux  parois  solides,  où  les  coordonnées  des 
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dii^er s  points  matériels  ne  sont  ptts  exprimables  en  fonctions  analytiques  du 
temps  à  partir  de  l'instant  initial  du  moui^ement.  Ce  domaine  peut  com- 
prendre tout  le  Jluide.  S'il  comprend  seulement  une  partie  du  Jluide,  cette 
partie  se  compose  des  mêmes  masses  pendant  toute  la  durée  du  mouKcment. 

Celle  proposition  fondanienlale  a  été  découverle  par  M.  Boussinesq  (*);  dans 
un  cas  très  simple,  M.  Boussinesq  a  pu  donner,  sous  forme  finie,  les  lois  du 
mouvement  d\in  liquide  qui  part  du  repos  et  qui  demeure  adhérent  à  une  paroi 
solide;  la  solution  obtenue  est,  en  cOct,  non  analytique  pour  la  valeur  de  /  qui 
correspond  au  début  du  mouvement. 

Il  est  permis  de  remarquer  qu'aux  difficultés  que  nous  avons  signalées  une 
solution,  diflerenle  de  celle  qu'a  proposée  M.  Boussinesq,  aurait  pu  se  présenter 
comme  acceptable.  On  aurait  pu  imaginer  que  les  coordonnées  de  chacun  des 
points  matériels  du  (luide  situés  à  distance  (inie  des  parois  solides  s'expriment  en 
fonctions  analvtiques  de  /,  à  partir  de  l'instant  initial  du  mouvement,  et  jusqu'à 
un  certain  instant;  mais  qu'en  même  temps,  à  l'instant  initial  du  mouvement, 
une  onde  se  détache  de  la  paroi  solide  et  se  propage  dans  le  (luide.  Les  rotations 
seraient  alors,  à  un  instant  donné,  nulles  pour  les  points  matériels  que  Tonde  n'a 
pas  encore  atteints,  et  ditTérentes  de  zéro  pour  les  points  matériels  qu'elle  a 
dépassés.  En  prouvant,  dans  la  seconde  Partie  de  iiQS  Recherches,  qu'une  onde  ne 
pouvait  se  propager  au  sein  d'un  fluide  visqueux,  nous  avons  rendu  cette  opinion 
inacceptable  et,  partant,  mis  hors  de  doute  l'interprétation  proposée  par  M.  Bous- 
sinesq. 

Mais  une  grave  question  se  présente  maintenant.  Sera-t-il  toujours  possible  de 
trouver,  pour  les  équations  du  mouvement  d\in  fluide  visqueux  qui  part  du 
repos,  des  intégrales  non  analytiques  à  Tinstant  initial?  Le  problùmeque  M.  Bous- 
sinesq a  pu  résoudre  dans  un  cas  particulier  admettra- t-il  une  solution  en  général? 
11  semble  malaisé  de  répondre  à  cette  question.  Il  est  permis  de  se  demander  si 
l'étude  du  mouvement  des  fluides  visqueux  ne  conduira  pas,  dans  certains  cas,  à 
d'insurmontables  contradictions. 


(')  J.  Boussinesq,  Sur  la  manière  dont  tes  frottements  entrent  en  jeu  dans  un  fluide 
qui  sort  de  l'état  de  repos,  et  sur  leur  effet  pour  empêcher  Inexistence  d'une  fonction 
des  vitesses  {Comptes  rendus,  t.  XG,  1880,  p.  736).  —  Quelques  considérations  à  l'appui 
d'une  Note  du  9ç^  mars  sur  rimpcssibilité  d'admettre,  en  général,  une  fonction  des 
vitesses  dans  toute  question  d' Hydrodynamique  où  les  frottements  ont  un  rôle  notable 
{Comptes  rendus,  t.  \C,  1880,  p.  î)r>7). 
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SIXIÈME  PARTIE. 


SCK  LES  DEUX  COEFFICIENTS  DE  VISCOSITÉ  ET  LA  VISCOSITÉ 

AU  VOISINAGE  DE  L'ÉTAT  CKITIQUE. 


CHAPITRE  I. 

DES  DEUX  COEFFICIENTS  DE  VISCOSITÉ  >.(?»  T\  |jL(p,  T). 


§     1.      —     EWMK.N     DES     DIVKIISRS     HYPOTHÈSES     QUI     ONT     ÉTÉ     FAITES 
TOir.HV.NT    LES    COEFFICIENTS    DE    VISCOSITÉ    X(p,T),     [JL(p,T). 

Au  cours  des  Recherches  sur  l* Hydrodynamique  des  fluides  visqueux,  que 
nous  avons  développées  dans  les  |)récédenles  Parties,  nous  avons  toujours  trailé 
les  deux  fondions  )v(p,T),  [jl(p,T)  qui  déterminent  la  viscosité  d'un  fluide 
comme  n'ajant  entre  elles  aucune  relation  forcée,  et  comme  assujetties  seulement 
aux  deux  conditions 

\  3).(p,T)-+-i/jL(p,T)2o, 

hors  desquelles  la  fonction  dissipalive  pourrait  devenir  négative. 

Or,  certains  auteurs,  en  traitant  de  la  viscosité  des  fluides,  ont  fait  des  suppo- 
sitions qui  restreignent  l'indétermination  des  deux  fonctions  A(p,  T),  [jL(p,T); 
entre  ces  deux  fonctions,  ils  ont  admis  qu'il  existait  une  relation  nécessaire; 
d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  {Recherches  sur  V llydrodyna- 
mique,  V^  Partie,  Chap.  I,  §  3),  cette  relation  varie  suivant  les  auteurs,  qui  ont 
hésité  entre  les  trois  formes  suivantes  : 

(2)  À(p,T)  — ^(p,  T), 

(3)  /.(p,T)=zo, 

(4)  3>.(p,T)-f-'i.a(p,T)=zo. 

Il  importe  que  nous  passions  en  revue  les  raisons  invoquées  en  faveur  de  chacune 
de  ces  trois  relations,  aiin  de  nous  assurer  qu'aucune  de  ces  raisons  n'est  assez 
forte  pour  entraîner  notre  adhésion. 

On  dit  souvent,  dans  les  Traités,  que  la  théorie  de  Navier  est  indépendante  de 
Fac,  de  T.,  a'  S.,  V.  \^ 
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toute  hypothèse  sur  la  valeur  du  coefficient  ).(c,T),  car  elle  traite  des  fluides 
incompressibles,  en  sorte  que  le  coefficient  X  disparaît  des  équations.  Une  telle 
opinion  découle  d'une  lecture  superficielle  de  l'œuvre  de  Navier. 

Il  est  exact  qu'à  la  fin  de  son  Mémoire,  Navier,  traitant  seulement  des  fluides 
incompressibles,  simplifie  ses  équations  en  biiïant  tous  les  termes  qui  contiennent 
en  facteur  la  dilatation  en  volume  ou  ses  dérivées  partielles;  mais  cette  opération 
a  été  précédée  d\ioe  analyse  générale,  qui  ne  suppose  pas  le  fluide  incompres- 
sible; cette  analyse  conduit  à  une  expression  du  travail  virtuel  de  la  viscosité  (') 
et,  avec  nos  notations,  cette  expression  s*éci'il  do  la  manière  suivante  : 

e//,=     fl^(p'  T)  [(2  ^  -+-  lu\  dx  4-  (2^  -f-  Ai')  5y  4-  [2^  -f-  ^iA  èz^  dus 

Kâiv      âu\         .  .       /âv      â\v\  (  d\v\  \1  -^    )  /^ 

_+^_jcos(/i,..x)+(^^  +  ^jcos(«„.r)-H(^e+a^jcos(/.,,c)Jo...fr. 

Cette  expression  coïncide  avec  celle  que  donnent  les  égalités  (47)  ^^  (5i)  de  la 
première  Partie,  pourvu  que  l'on  fasse,  en  ces  dernières, 

(2)  >.(p,ï)=pL(p,T). 

On  doit  donc  regarder  cette  dernière  relation  comme  exprimant  l'opinion  de 
Navier. 

C'est  au  moyen  d'hypothèses  sur  les  actions  moléculaires,  assimilées  à  des 
forces  centrales,  que  Navier  est  parvenu  à  la  relation  (3). 

On  sait  du  reste  que  l'hypothèse  des  forces  centrales,  introduite  par  Poisson 
dans  l'étude  de  l'élasticité  des  corps  solides,  conduit  à  poser,  entre  les  deux  coef- 
ficients d'élasticité  des  corps  isotropes,  une  relation  semblable  à  Tégalité  (2). 

La  relation  ainsi  introduite  par  Poisson  dans  l'étude  de  l'élasticité  des  corps 
isotropes  n'est  point,  tant  s'en  faut,  confirmée  par  l'expérience;  de  plus,  elle  est 
visiblement  inapplicable  aux  liquides  (^),  alors  que  rien,  dans  le  développement 
des  théories  élastiques,  ne  permet  d'exclure  logiquement  les  liquides  du  nombre 
des  corps  isotropes.  Aussi  la  nécessité  d'éviter  cette  relation  inacceptable  est-elle 


(*)  Mémoire  sur  les  lois  du  mouvement  des  fluides,  par  M.  Navier,  lu  à  rAcadémie  des 
Sciences  le  18  mars  i8ia  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  2.*  série,  t.  VI,  i823, 
p.  389). 

(*)  P.  Di'HEM,  Hydrodynamique,  Élasticité,  Acoustique,  t.  II,  p.  a4i.  Paris,  1891. 
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une  des  raisons  qui  ont  amené  le  rejet  de  l'hypolhèse  des  forces  centrales.  Ainsi 
convaincue  d'erreur  et  rejetée  de  l'étude  de  l'élasticilé,  celte  hypothèse  semble 
singulièrement  aventureuse  dans  le  domaine  de  la  viscosité;  et  s'il  est  une  de  ses 
conséquences  que  Ton  doive  révoquer  en  doute,  c'est  bien  la  relation  (2),  homo- 
logue, en  cette  théorie,  de  l'égalité  condamnée  par  la  théorie  de  l'élasticité. 

Cette  égalité  (2),  on  la  retrouve  d'ailleurs  d'une  manière  nécessaire  toutes  les 
fois  qu'on  fait  usage  de  l'hypolhèse  des  forces  centrales  pour  traiter  de  la  viscosité  ; 
c'est  ainsi  qu'elle  a  été  obtenue  de  nouveau  par  M.  O.-E.  Meyer  (*  ). 

Dans  le  Mémoire  de  M.  O.-E.  Meyer,  l'analogie  entre  Tégalité  (2)  et  l'égalité 
qui,  selon  Poisson,  caractérise  les  corps  élastiques  isotropes  est  d'autant  plus 
évidente  que  l'auteur  y  traite  de  la  viscosité  non  pas  au  sein  des  milieux  fluides, 
mais  au  sein  des  milieux  élastiques  isotropes  et  peu  déformés;  le  même  calcul  lui 
donne  alors,  pour  les  actions  élastiques,  la  relation  de  Poisson  et,  pour  les  actions 
de  viscosité,  la  relation  (2). 

Cette  relation  (2),  M.  O.-E.  Meyer  l'a  retrouvée  plus  tard  (^)  en  se  fondant  sur 
la  théorie  cinétique  des  gaz,  alors  que,  do  cette  théorie,  d'autres  auteurs  ont, 
comme  nous  le  verrons,  tiré  d'autres  relations. 

La  relation 

(3)  X(p.T)  =  o 

se  trouve  seulement  dans  un  Mémoire  inédit  que  Cauchy  avait  présenté  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  en  1822  et  dont  il  a  reproduit  les  rôsullats,  en  1828,  dans  les 
Anciens  Exercices  de  Mathématiques  {^)\  mais,  aussitôt  après  avoir  reproduit 
ces  résultats,  Cauchy  remarque  qu'on  peut  leur  en  substituer  d'autres,  plus 
généraux,  où  les  coefficients  A(p,T),  [jL(p,T)  ont  des  valeurs  quelconques; 
l'illustre  analyste  n'attache  donc  aucune  importance  à  la  relation  (3). 

L'existence  de  deux  coefficients  de  viscosité,  indépendants  l'un  de  l'autre, 
résulte  également  de  la  très  curieuse  théorie  de  la  viscosité  développée  par  Poisson 
en  1829  (*)  ;  les  deux  coefficients  qu'il  considère  et  qu'il  désigne  par  p  et  p'  sont 


(*)  O.-E.  Meyer,  Zur  Théorie  der  inneren  Reibung  {Journal  fiir  reine  und  ange- 
wandte  Mathenialik,  Bd.  LXXVflf,  187»,  p.  i3o). 

{*)  O.-E.  Meyer,  Die  kinetische  Théorie  der  Case,  p.  Sia.  Breslau,  1877. 

(•)  Cauchy,  Sur  les  équations  qui  expriment  les  conditions  d^équilibre,  ou  les  lois  du 
mouvement  intérieur  d'un  corps  solide,  élastique  ou  non  élastique,  §  3.  Sur  le  moU" 
ventent  intérieur  d'un  corps  solide  non  élastique  (Exercices  de  Mathématiques,  III*  année, 
p.  i83.  Paris,  1828). 

(*)  Poisson,  Mémoire  sur  les  équations  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des 
corps  solides  élastiques  et  des  Jluides,  lu  à  l' Académie  des  Sciences  le  12  octobre  1829 
{^Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XX*  Cahier,  t.  Xfll,  i83i,  p.  1-17Î). 
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liés  à  nos  cocfficienls  A  el  ;jl  par  les  relations 

/^(o,  T)  — -  5. 

Poisson  laisse  enlièremenl  c|uelconc|iies  les  deux  cocfficienls  [i  et  ^'. 

Celle  opinion  esl  aussi  celle  de  Barré  de  Saint- Venanl,  bien  que  sa  courte  Noie 
sur  ce  sujet  (*)  ait  parfois  été  regardée  comme  favorable  à  la  relation  (4)-  Celle 
Noie,  en  eflet,  prouve  simplement  qu'il  doit  exister  une  grandeurs,  définie  en 
chacpie  point  du  fluide  en  mouvement,  lellc  que  Ton  ail 
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Vj.  ---  —  HT  -  -  .î  U    c—  > 
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En  terminant,  Saint- Vona;;l  (ail  remarquer  que  ces  formules  conviennent  aussi 
bien  à  la  théorie  de  Navier  qu'à  la  théorie  de  Poisson. 
C'est  Slokes  (2)  qui,  le  premier,  a  proposé  la  relation 


(1) 


3>.(o.  T)  4-  ?.;jL(p,Tj  —  0. 


Celle  relalion  signifie,  coninic  nous  l'avons  vu  (P*'  Parlie,  Chap.  1,  §  2)  que  le 
travail  des  actions  de  viscosité  serait  nul  si  chacun  des  éléments  du  fluide  se 
dilatait  en  restant  semblable  à  lui-même.  Voici  les  brèves  considérations  par 
lesquelles  Slokes  la  justifie  : 

(i  II  nous  reste,  dit-il,  à  considérer  l'cflot  de  la  dilalalio:).  Supposons,  tout 
d'abord,  qu'aucune  déformation  n'accompagne  cette  dilatation;  il  esl  aisé  de  voir 
que  le  mouvement  relatif  du  fluide  au  point  considéré  sera  le  même  en  toute 
direction.  Pur  conséquent,  une  telle  dilatation  ne  peut  avoir  pour  cflet  que 
d'ajouter  à  la  pression  que  produisent  les  actions  des  molécules,  supposées  dans 
leur  position  d'équilibre  relatif,  une  autre  pression  normale/)',  la  même  en  tout 
sens.  Mais  celte  pression  /?'  provient  uniquement  de  l'ensemble  des  actions  molé- 
culaires mises  enjeu  par  les  déplacements  que  les  molécules  ont  subi  par  rapport 
à  leur  position  d'équilibre  relatif;  comme  d'ailleurs,  en  moyenne,  ces  déplacements 


(  *  )  Barré  de  Saint-Venant,  \ofe  à  joindre  au  x\fémoire  sur  la  dynamique  des  fluides, 
présenté  à  r Académie  des  Sciences  le  14  ai>rH  i834  {Comptes  rendus,  t.  XVH,  18^3, 
p.  1240). 

(')  Stokes,    On  the  théories  0/  the   internai  friction  of  fluids  in  motion,  and  of 
the  equilibriuni  and  motion  of  elastic  solids,  n*  3,  lu  le  i4  avril  i845  à  la  Société  philo- 
sophique de  Camhridge  (Transactions  of  the  Cambridge philosophical  Society,  Vol.  VIII, 
p.  iSj.  —  yfathematical  and  physical  Papers,  Vol.  I,  p.  87). 
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se  produisent  indilTéremineiil  en  toule  direction,  il  en  résulte  que  les  actions  qui 
concourent  à  former/?'  se  neutralisent  les  unes  les  autres  et  que  p'=  o.  On  tire- 
rait la  même  conclusion  de  Tliypollièse  cinétique,  en  regardant,  comme  il  est 
naturel  de  le  faire,  chaque  secousse  mise  en  action  comme  liée  à  un  accroissement 
de  pression  en  certaines  directions  et  à  une  diminution  de  pression  dans  d*autrcs 
directions.  » 

Il  est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  l'insuffisance  d'un  tel  raisonnement, 
dont  un  calcul  plus  complet  eût  démenti  les  conclusions.  D'ailleurs,  Slokes 
lui-même  paraît  avoir  attaché  à  la  conclusion  ainsi  obtenue  une  médiocre  con- 
fiance; voici,  en  eflet,  ce  qu'il  écrit  quelques  ligues  plus  loin  :  «  On  peut  poser 
3)v  -f-  2  [JL  =  o  si  l'on  suppose  que,  dans  le  cas  d'un  mouvement  de  dilatation  uni- 
forme, la  pression  à  chaque  instant  dépend  exclusivement  de  la  densité  et  de  la 
température  à  cet  instant  et  nullement  de  la  vitesse  avec  laquelle  la  première 
varie  d'un  instant  à  l'autre.  Dans  la  plupart  des  cas  auxquels  il  est  intéressant 
d'appliquer  la  théorie  de  la  viscosité,  ou  bien  la  densité  du  fluide  est  constante, 
ou  bien  l'on  peut,  sans  erreur  sensible,  la  regarder  comme  constante;  elle  change 
lentement  de  valeur.  Les  résultats  sont  exactement  les  mêmes  dans  le  premier  cas, 
et  sensiblement  les  mêmes  dans  le  second  cas,  que  (3)^4-2  0.)  soit  ou  non  égal 
à  zéro.  Par  conséquent,  bien  que  la  théorie  et  l'expérience  soient  d'accord  en  ces 
divers  cas,  on  ne  saurait  regarder  l'expérience  comme  vérifiant  la  partie  de  la 
théorie  qui  a  trait  à  l'hjpothèse  SX  +  ajx  =  o.  » 

La  relation  (4)  a  été  retrouvée  par  Maxwell  (*)  en  faisant  usage  de  la  théorie 
cinétique  des  gaz  et  en  assimilant  les  molécules  gazeuses  à  des  points  dont  la 
répulsion  est  inversement  proportionnelle  à  la  cinquième  puissance  de  la  distance; 
son  analyse  a  été  ensuite  exposée  plus  rigoureusement  par  G.  Kirchhon*(2)  et  par 
M.  Boitzmann  (').  Mais,  alors  même  que  l'on  n'opposerait  pas  une  fin  de  non 
recevoir  aux  hypothèses  sur  lesquelles  repose  la  théorie  cinétique  des  gaz,  il  est 
permis  de  faire  observer  : 

1°  Que  les  mêmes  calculs  qui  fournissent  les  équations  du  mouvement  d'un 
fluide  visqueux,  complétées  parla  relation  (4),  exigent  que  le  gaz  suive  les  lois  de 
Mariolte  et  de  Gaj-Lussac,  ce  qui  restreint  aux  gaz  parfaits  la  portée  des  résultats 
obtenus; 


(*)  Maxwell,  71ie  Bakerian  Lecture  :  On  the  viscosifr  or  internai  friction  of  air  and 
other  gasesy  lu  le  8  février  i868  à  la  Société  Royale  de  Londres.  {Phiiosophical  Transac- 
tions, vol.  CLVI.  —  Scient ijîc  Pnpers^  vol.  H,  p.  69.) 

(*)  G.  KiRGHiiOFP,   Vorlesungen  iiber  die  Théorie  der  Wàrme,  p.  193.  Leipzig,  1894. 

(»)  L.  BoLTZMANN,  Vorlcsungen  iiber  Gastheorie,  \,  Tlieil,  p.  169  et  p.  180.  Leipzig,  i8g6. 
—  Leçons  sur  la  Théorie  des  gaz,  traduites  par  A.  Gallotti,  V*  Partie,  p.  iSg  cl  p.  171. 
Paris,  1902.  Dans  le  dernier  des  deux  passages  cités,  M.  Boitzmann  signale  le  caractère 
arbitraire  de  plusieurs  des  liypotlièses  faites. 


382  p.    DUHEM. 

2"  Que,  selon  ces  mêmes  calculs  (*),  le  rapport  de  la  chaleur  spécifique  C  sous 
pression  constanle  à  la  chaleur  spécifique  c  sous  volume  constant  a  pour  valeur 

-  =  j  =1,666,         ..., 


conclusion  manifeslemcnl  fausse  puisque,  pour  tous  les  gaz  parfaits  bien  étudiés, 
le  rapport-  a  une  valeur  voisine  de  i,4o» 

Si  la  théorie  dont  nous  parlons  fournit  une  valeur  assurément  fausse  pour  le 

C 

rapport—»  pourquoi  fournirait-elle  une  valeur  assurément  juste  j)our  la  quantité 

C/ 

(3).-h2[x)? 

Or,  G.  RirchhofT  ne  trouve  (^),  à  la  relation  (4),  aucun  fondement  en  dehors 
de  la  théorie  cinétique  des  gaz. 

Enfin,  M.  L.  Natanson,  qui  a  donné  récemment  une  ihéorie  fort  originale  de  la 
viscosité,  termine  son  exposé  par  cette  déclaration  (^)  :  «  En  conclusion,  nous 
dirons  que  la  relation  de  Stokes,  ).  =.  —  |  fji,  s'accorde  parfaitement  avec  l'ensemble 
de  nos  hypothèses;  mais  rien  ne  nous  oblige  à  les  considérer  comme  un  corollaire 
qui  découlerait  avec  nécessité  de  notre  théorie.  » 

II  ressort  clairement  de  cet  exposé  historique  qu'aucune  raison  péremptoire 
n'impose  une  relation  particulière  entre  les  deux  quantités  )v(p,  T),  [ji(p,  T);  tout 
au  plus,  les  physiciens  qui  regardent  comme  légitime  la  théorie  cinétique  des  gaz 
pourraient-ils,  en  vertu  de  celte  théorie,  regarder  la  relation  (4),  proposée  par 
M.  Stokes,  comme  exacte  pour  les  gaz  parfaits  monoatomiques  et,  peut-être,  pour 
les  autres  gaz  parfaits;  ils  ne  sauraient,  en  tous  cas,  la  regarder  comme  établie 
pour  les  fluides  en  général. 

Nous  allons  voir  que  si  l'on  avait  tenu,  dans  l'étude  de  la  viscosité,  à  être  rigou- 
reusement conséquent  avec  la  définition  du  mot  fluide,  on  aurait  été  amené  à 
assujettir  les  fonctions  X(p,T),  uL(p,T)  à  des  conditions  toutes  dilTérentes  de 
celles  qui  ont  été  proposées  jusqu'ici. 


(*)  G.  KmcHuoFF,  loc,  cit.,  p.  lyG.  —  L.  Boltzmaxn,  loc,  cit,  (trad.  Gallolti),  p.  170 
et  p.  179. 

(*)  G.  KiRciinoFF,  loc.  cit.,  p.  116. 

(3)  L.  Natanson,  Sur  les  lois  de  la  viscosité  (Bulletin  de  l* Académie  des  Sciences  de 
Cracovie  :  Classe  des  Sciences  mathématiques  et  naturelles,  février  1901,  p.  iio). 


RECHERCHES    SUR    l'hYDRODYNAMIQUE.  383 


§  2.   — Forme  nécessaire  des  actions  de  viscosité  au   sein  d'un  fluide 
proprement  dit.   impossibilité  des  liquides  visqueux. 

Revenons  à  la  définition  du  moi  fluide. 

Un  milieu  continu  est  dit  fluide  si  l'état  de  chaque  élément  est  entièrement 
défini  par  la  connaissance  des  coordonnées  :r,^,  z  d'un  point  de  chaque  élément, 
par  la  densité  p  de  cet  élément  et  par  la  température  ï  qui  y  règne.  Pour  déter- 
miner entièrement  la  modification  réelle  ou  virtuelle  éprouvée  par  un  tel  élément, 
il  suffit  de  connaître  le  changement  réel  ou  virtuel  de  la  position  qu'il  occupe 
dans  l'espace,  et  les  variations  virtuelles  de  la  température  et  de  la  densité;  il  est 
totalement  inutile  de  connaître  la  déformation  que  cet  élément  a  pu  subir  durant 
la  modification  considérée. 

Du  moment  que  l'on  convient  de  tenir  compte,  pour  définir  la  modification 
subie  par  un  élément  d'un  certain  milieu,  non  seulement  du  changement  de  den- 
sité de  cet  élément,  mais  encore  des  déformations  qu'il  a  éprouvées;  du  moment 
que  deux  étals  où  l'élément  a  même  densité,  même  température,  mais  des  formes 
diflerentes,  sont  regardés  non  comme  deux  états  identiques,  mais  comme  deux 
états  distincts,  on  ne  doit  plus  dire  que  le  milieu  considéré  est  un  milieu  fluide  ; 
on  doit  dire  que  l'on  étudie  les  propriétés  d'un  milieu  élastique  (*). 

Dès  lors,  il  est  facile  de  déterminer  la  forme  que  doivent  avoir  les  actions  de 
viscosité  au  sein  d'un  corps  fluide  si  l'on  veut,  dans  la  détermination  de  cette 
forme,  rester  rigoureusement  conséquent  avec  la  définition  précédente. 

Les  composantes  w,  v^  w  de  la  vitesse  sont  supposées  fonctions  continues  de  a:, 
y^  z\  les  divers  éléments  qui  composent  le  fluide  sont  donc  soudés  entre  eux;  dès 
lors,  le  travail  virtuel  d^^à^%  actions  de  viscosité  au  sein  de  la  masse  fluide  est  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  viscosités  intrinsèques  de  chaque  élément  fluide. 
Si  donc  on  désigne  par  rfT»,  dm  le  travail  virtuel  des  viscosités  intrinsèques  à  l'élé- 
ment de  volume  rfm,  on  aura  [!•"*  Partie,  égalité  (40] 


(4  his)  dÇ^—  I  dzç, 


dts, 


l'intégrale  s'étendant  à  tous  les  éléments  dm  du  volume  occupé  par  le  fluide. 

Quant  à  la  forme  de  di^^dm^  elle  est  bien  aisée  à  déterminer.  Indépendamment 
de  sa  position  absolue  dans  l'espace  et  de  sa  température  absolue  T,  l'élément  dm 
est  entièrement  déterminé  par  une  seule  variable  normale,  sa  densité  p;  dès  lors, 

(1)  Nous  avons  déjà  insisté  sur  cette  définition  dans  les  feuilles  autograpliiées  de  notre 
Cours  :  HydrodynamiquCy  Élasticité,  Acoustique  (t.  II,  p.  2o5),  professe  à  Lille  en  1890- 
1891. 
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si  Ton  fail  usage  des  principes  poses  au  Chapitre  I,  §  1,  de  la  première  Partie  de 
ces  Recherches,  on  voit  que 

(  5  )  d-:^  dm  —jf\9y  T",  ^  j  ■£  àp  duy, 

/(pjT^-j-  I  éiant  une  quantité  essentiellement  négative.  Si  l'on  admet,  en  outre, 
la  supposition  que  nous  avons  appelée  V hypothèse  (ipproximati\'e.  on  devra 
I  égard tr y  comme  indépendant  de  -'-j  ce  qui  donnera 

(0)  d7^  dxs  =  /  /( ?»  ï)  ^  o?  ^^• 


Mais  on  a 


(7) 


Si  donc  on  pose 


i  do  (du  ôv  ô\y\ 

j  ^  [ôox       àoy       à oz\ 

pV(p,ï)  =  -/.(p,T), 


cas  auquel,  puis(iue/(p,T)  cstessenlielleinenl  négatif,  X(p,T)esl essentiellement 
positif  : 

(8)  >.(p.T)>o, 

on  aura,  on  vertu  des  égalités  (4)  à  (-), 

7V//t'  est  la  forme  nécessaire  du  travail  virtuel  de  la  viscosité  en  un  milieu 
fluide. 

Mais,  s*il  s^agit  d^m  fluide  incompressible,  on  a  constamment,  en  vertu  des 

égalités  (7), 

<)u  i)\'  ÔM'    

àr  ày       '    âz     ~    " 

à  or        doy        à  6z 


ôx         à  y  âz 

en  sorte  que  Pégalilé  (i36)  devient 

dÇ^'=:0 
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Le  travail  virtuel  des  actions  de  viscosité  y  au  sein  d*  un  fluide  incompressible  j 
est  identiquement  nul;  en  d^aulres  termes,  la  supposition  d'un  liquide  visqueux 

EST  CONTRADICTOIRE  AVKC  LA  DÉFINITION  DU  MOT  FLUIDE. 

Dès  lors,  les  dîfncullés  auxquelles  nous  a  conduils  Télude  des  liquides  visqueux 
cessent  d'être  surprenantes. 


§  3.  —  Propriétés  des  fluides  compressibles  visqueux. 

Mais  si  la  définition  du  mol  fluide  nous  empéclie  de  considérer  des  fluides  incom- 
pressibles visqueux,  elle  nous  permet  de  traiter  des  fluides  compressibles  vis- 
queux et,  par  l'égalité  (lo),  elle  nous  fait  connaître  la  forme  qu'affecte  nécessai- 
renient,  en  de  pareils  fluides,  le  travail  virtuel  de  viscosité. 

Si,  selon  l'usage,  nous  posons 


^       au       ôi'        ôiy 
ox       ôy       az 


l'égalité  (9)  pourra  s'écrire 


-h  /  ).5[cos(/i|,  ^)5a7  4-  cos(/t|,7)oiy  4-  cos(/i/,  z)  ô-3]c/S, 

la  première  intégrale  s'étendant  au  volume  occupé  par  le  fluide  et  la  seconde  à  la 
surface  qui  le  limite.  Cette  forme  rentre,  comme  cas  particulier,  dans  celle  qui  a 
été  donnée  en  l'égalité  (47 )  ^^  1^  première  Partie,  à  la  condition  de  faire 

(    V^=V^=V.=:— X(p,T)9, 

('0 

(   T^=Tj.rziT.=:0. 

Or,  si  l'on  compare  ces  égalités  aux  égalités  (5i)  de  la  première  Partie,  on  voit 
qu'elles  découlent  de  ces  dernières  pourvu  que  l'on  y  fasse 

(12)  ^(p,T)i=:0. 

Donc,  la  seule  théorie  des  fluides  visqueux  qui  soit  compatible  avec  la  défi.' 
nition  du  mot  fluide  est  un  cas  particulier  de  la  théorie  habituellement 
admise;  ce  cas  particulier  est  celui  où  le  coeflicicnt  [x(p,  T)  est  égal  à  o. 

Les  propriétés  de  ces  fluides  sont  alors  aisées  à  établir;  pour  les  obtenir,  il 

suffit  d'égaler  à  o  le  coefficient  iji(p,  T)  dans  les  équations  de  la  théorie  classique. 

Dès  lors,  les  équations  (58),  (74)  et  (75)  de  la  première  Partie  de  ces  Recherches 

Fac.  de  T.,  a'  S.,  V.  49 
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nous  montrent  que  Ton  a,  en  tout  point  de  la  masse  fluide, 

^^p(X,+  X.-y,)-^[X(p,T)^]  =  o, 

(t4)  n4-p'(A,4-A,)--p^-'^-i^^=o. 

Selon  les  égalités  (5^)  de  la  première  Partie,  les  grandeurs  /?j.,  /?y,  pz  se  rédui- 
ront à 

(  />a:=>.(p,T)9c0S(/l/,^), 

(i5)  <  /)^=z).(p,T)^cos(/^/,J), 

f  /?.  =  X(p,T)0cos(/j/,  X?). 

Si  un  élément  dS  de  la  surface  qui  limite  le  fluide  est  soumis  à  une  force  dont 
les  composantes  sont  P^^S,  P^rfS,  P^rfS,  on  devra  avoir,  en  vertu  de  ces  éga- 
lités (i5)  et  des  égalités  (76)  de  la  première  Partie, 

/  ncos(/i/,  j?)  — P^-f-).(p,  T)  cos(w/,  J7), 

(16)  <    nC0S(/2/,j)r=Py-hX(p,T)C0S(/l/,^r), 

(    nC0S(n/,  Z)  =:P:;-hX(p,  ï)C0S(n/,  z)^ 

ce  qui  nous  apprend  que  le  vecleur  P^^,  P^,  P-  doit  êlre  normal  à  la  surface  S. 

Enfin,  les  égalités  (i5)  nous  enseignent  que  le  vecleur /^^p,  py^  pz  doit  être,  en 
tout  point,  normal  à  la  surface  qui  limite  le  fluide;  cette  proposition  simplifie 
singulièrement  la  discussion  de  ce  qui  se  passe  à  la  surface  de  contact  d^un  solide 
et  d\in  fluide  ou  à  la  surface  de  contact  de  deux  fluides.  Il  est  inutile  d'examiner 
si,  le  long  d'une  telle  surface,  il  se  produit  une  viscosité  (/<  o),  mais  point  de 
frottement  (®  =  o)  ou  bien,  au  contraire,  si  les  deux  corps  au  contact  frottent 
l'un  sur  l'autre  (®  <  o).  Ce  que  nous  avons  vu  au  Chapitre  II  de  la  quatrième 
Partie  nous  enseigne  que,  quelle  que  soit  l'hjpothèse  faite,  les  deux  corps  reste- 
ront soudés  l'un  à  l'autre  le  long  de  leur  surface  de  contact.  Si  {/|,  i'i,  w^  sont  les 
composantes  de  la  vitesse  en  un  point  de  l'un  des  deux  corps  et  Ui'i  ^29  ^^2  les 
composantes  de  la  vitesse  en  un  point  de  l'autre  corps,  on  aura,  en  tout  point  de 
leur  surface  de  contact, 

(17)  «i=w„         r,=  ('„         iv,i=ir,. 

Les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  peuvent  se  mettre  sous  une 
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forme  peu  différente,  maïs  susceptible  d'une  interprélalion  inléressanle. 
Posons 

(,8,  P  =  „_>,„T,(g  +  g^*r). 

Les  équations  (i3)  deviendront 

àP 


ôx 


—  p(X/+  \e  —  yx)  ~o, 


,  dp 

(«9)  {--j^-p(X,-+-X.-y^)  =  o, 

dP 

■^-p(X/-f-Xe— Vc)  =0. 

Les  équations  (i6)  deviendront 

(20)  P:c- Pcos(/i/,  J?),         Pv=rPcos(/j/,  y),         P;=  P cos (/?/,  :;). 

Enfin,  Téquation  (i4)  deviendra 

l>  +  p'(A,4-A.)-p'^— +X(p,r)(^-4--  +  ^j=o 
ou  bien,  en  vertu  de  la  première  égalité  (7), 

/        \  .D     .       Î/A       .     A     \  ,<^Ç(p/r)  X(p,T)    ^/p 

(„)  p  +  p.(A,H- A.)  -p'  — ^ !^  ^  =  o. 

Les  relations  (19)  et  (20)  ont  exactement  la  même  forme  qu'en  un  fluide  parfait 
où  P  serait  la  pression.  Seule  l'égalité  (21)  a  une  forme  différente  de  celle  qu'elle 
aurait  en  un  tel  fluide  parfait;  elle  en  diffère  par  la  présence,  au  premier  membre, 

,                     X(p,  T)  dp    ^^  .    ,  .  ,,  ,     ,  ,  ... 

du  terme — -Jj*  Un  peut  donc,  si  I  on  veut,  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Les  équalions  du  mouvement  d^un  fluide  visqueux  ne  diffèrent  des  équa- 
tions du  mouvement  dUni  fluide  parfait  que  par  la  forme  de  V équation  dite 
de  compressibilité  et  de  dilatation  ;  V équation  relative  aux  fluides  visqueux  se 
tire  de  l'équation  relative  aux  fluides  parfaits  en  retranchant  de  la  pression 

p        dt 

Bornons-nous  à  considérer  le  cas  où  les  actions  qui  s'exercent  sur  le  fluide  sont 
newtoniennes;  on  a  alors 
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el  Téqualion  (?. i)  se  réduit  à  la  forme 

^      ^  '^         dp  p        de 

Les  lois  du  mouvement  dUtn  fluide  compressible,  visqueux,  soumis  à  des 

actions  neivtoniennes,  ne  diffèrent  qu^en  un  point  des  lois  du  mouvement  d'un 

fluide  compressible,  parfait,  soumis  aux  mentes  actions;  il  n'existe  plus  de 

relation  en  termes  finis  entre  la  densité  p,  la  pression  P  et  la  température  T; 

cette  relation  est  remplacée  par  une  équation  différentielle  qui,  à  la  densité  p^ 

à  la  pression  ^  et  à  la  température  T,  relie  la  vitesse  -~-  avec  laquelle  varie 

la  densité, 

A.  celte  manière  de  concevoir  les  fluides  visqueux  nous  étions  parvenus 
dès  1898  (•). 

Discutons  Fégalité  (22). 

Soit  po  la  densité  qu'aurait  le  fluide  sous  la  pression  P,  à  la  température  ï,  si 
la  viscosité  n'existait  pas;  cette  densité  po,  donnée  par  l'égalité 

(,3,  ■>-.»:'^^-. 

est  la  densité  que  prendrait  le  fluide  en  équilibre  sous  la  pression  P,  a  la  tempé- 
rature T. 

En  désignant  par  p'  une  certaine  valeur  de  p  comprise  entre  p  et  p©,  on  peut 
écrire,  en  vertu  des  égalités  (22)  et  (2^), 


(24)  (p,_-p)__|^p.___J    ________  33 


-~  —  o. 


Pour  maintenir  le  fluide  en  équilibre  à  la  température  T  et  avec  la  densité  0', 
il  faut  le  soumettre  à  une  pression  11  que  donne  Tégaliié 

Celle  égaillé  peut  êlre  considérée  comme  une  équation  déOnissanl  p'  en  fonclion 
de  n  el  de  T;  si,  sans  faire  varier  T,  on  fait  croître  II  de  rfll,  celte  fonction  croît 


(25) 


(')  Traité  élémentaire  de  Mécanique  chimique  fondée  sur  la  Thermodynamique, 
Livre  IV,  Chap.  I,  §  7,  l.  Il,  p.  i63.  Paris,  1898. 
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Selon  l'égalité  (o.5),  Tégalité  (24)  devient 

L^inégalité  (18)  nous  enseigne  que  ).(p,T)  est  essentiellement  positif;  d'autre 
part,  nous  savons  que,  pour  un  fluide  susceptible  d'équilibres  stables,  la  quantité 

doit  être  essentiellement  positive  (*). 

L'égalité  (26)  nous  enseigne  donc  que  ~  est  constamment  de  signe  contraire 
à  (0  —  po);  d'où  la  proposition  suivante  : 

En  chaque  point  d^ un  fluide  compressible  parfait,  oii  la  température  estT 
et  la  pression  P,  la  densité  p  a,  à  chaque  instant  du  mouvement,  la  valeur  po 
qu^elle  aurait  au  sein  d'un' fluide  homogène,  en  équilibre  à  la  température  T 
et  sous  la  pression  uniforme  P.  //  n'en  est  plus  de  même  au  sein  d'un  fluide 
visqueux  en  mouvement;  mais,  pour  chaque  point  matériel  et  à  chaque 
instant,  la  vitesse  de  variation  de  la  densité  est  d'un  sens  tel  qu'elle  tende  à 
rapprocher  la  densité  p  de  la  valeur  de  p^  qui  convient  à  ce  point  et  à  cet 
instant. 

Supposons  que  la  compressibilité  du  fluide,  mesurée  par  la  fonction  F(p,  T), 
ne  soit  pas  extrêmement  grande  dans  les  conditions  où  se  trouve  le  fluide  étudié  et 
que  le  coefflcient  de  viscosité  )v(p,  ï)  ait  une  très  petite  valeur.  Si  (p  —  p©)  n'a  pas 

une  très  petite  valeur  absolue,  l'équation  (26)  donnera  pour  -^  une  très  grande 

valeur  absolue;  mais  la  première  égalité  (7)  montre  qu'il  n'en  peut  être  ainsi, 
dans  le  cas  où  les  composantes  ;/,  p,  w  de  la  vitesse  ne  varient  pas  très  rapide- 
ment d'un  point  au  point  voisin.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Au  sein  d'un  fluide  peu  visqueux  où  la  vitesse  n'éprouve  pas  de  très 
grandes  variations  lorsque  l'on  passe  d'un  point  au  point  voisin,  la  densité  p, 
en  chaque  point  et  à  chaque  instant,  diffère  très  peu  de  la  valeur  po  qui 
correspond  au  même  point  et  au  même  instant. 

On  voit  bien  ainsi  comment  les  fluides  parfaits  sont  la  forme  limite  des  fluides 
peu  visqueux. 

Pour  établir    plus   simplement   les   diverses    propositions    que   nous    venons 

(*)  Sur  la  stabilité  de  V équilibre  dUine  masse  fluide  dont  les  éléments  sont  soumis 
à  leurs  actions  mutuelles  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  5*  série, 
t.  IIJ,  p.  174,  condition  (63);  1897]. 
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d'énoncer,  nous  avons  supposé  que  le  fluide  était  soumis  à  des  actions  newlo- 
niennes;  mais  cette  restriction  n'est  pas  essentielle  et  nous  pouvons  ne  pas  la  faire. 
Considérons    les    fonctions    ol,/(R,  jr,7,  5,  ^),    A>e{RyXj  y,  z,  t)    (P*    Partie, 
Chap.  I,  §  4)  dans  lesquelles  il  suffit  de  faire 

^  —  pi^fy^^^O 

pour  obtenir  les  fonctions  A|(a:,  ^',  :;,  /),  A^(j:,  j',  s,  /). 
L'égal ité^(  148)  peutjs'écrire 

Op  p       cic 

Considérons,  d'autre  part,  la  fonction  Pq{x^  y^  v,  t)  que  définit  l'équution 

P  -+-  p;  [<^^i(po»  ^,  /,  -,  0  +  'W(po,  ^,  y,  -,  0]  —  pî  —  f"'      =  o, 

Opo 

lorsqu'on  y  remplace  P  et  T  par  leurs  expressions  en  fonctions  de  x,  y,  z,  t. 
Retranchons  ces  deux  équations  membre  à  membre.  Si  nous  désignons  par 
p'(j?,  ^,  .5,  t)  une  valeur  comprise  entre  p(x,  j^,  :;,  /)  et  po(^>^j  ^,  ^)>  le  résultat 
obtenu  pourra  s'écrire 

(ÎÎ7O     I  2p'  I    .W(p',^,j,-,0 -+-    -V(p',^,  r,:r,/) -^^-^-^f— ^J 

,     ,4àXi{p\x,v.z,l)       d_XAp\.r,y,z,t)        r)*  î(p',  T)!/  .  .        X(p,T)  dp  _ 

^1 ^? ^v jp^^J^^p-^^) — y-Tn^-'' 

Mais  nous  avons  admis,  à  plusieurs  reprises  (1'"'^  Partie,  Cbap.  I,  §  11),  que, 
pour  toute  valeur  de  p'  comprise  parmi  celles  que  peut  atteindre  la  densité  du 
fluide,  on  avait  l'inégalité 

2p'  -V/(p',  X,  j,  :;,  0  -+-      'K(p',  X,  j,  z,  t) -^ 

+  P    [ 5? "^  J? d^"^     ^  ^- 

Dès  lors,  il  est  aisé  de  déduire  de  Té^jalité  (^^7)  des  conclusions  semblables  ù 
celles  que  nous  avons  déduites  de  l'égalité  (26). 


§    4.     —    ReTOI  R    AUX    FOIIMILES    f;iL\KU  AI.KS    HE    LA    VISCOSITÉ. 

Combinaison^    des    c()^SIDÉuATl0^s    pnÉcÉoEMES   et   de   l'hypothèse   de    Stoke.* 

Selon  ce  que  nous  avons  vu  au  Paragraphe  2,  le  physicien  qui,  dans  ses  n 
sonnements,  demeurerait  fermement  attaché  à  la  défmllion  du  mol  Jluide  ser; 
conduit  à  cette  conséquence  :  un  fluide  incompressible  ne  peut  pas  êlre  visquci 
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Cette  conséquence  suffit  à  prouver  que  les  propriétés  des  corps  que  l'expéri- 
mentateur nomme  fluides  visqueux  ne  peuvent  être  représenlées  par  une  théorie 
où  l'on  regarderait  ces  corps  comme  étant  rigoureusement  (luldes.  Force  nous 
est  de  traiter  les  fluides  visqueux  comme  des  milieux  élastiques,  mais  comme  des 
milieux  élastiques  très  aisément  déformables. 

Sans  approfondir  ici  cette  notion,  que  nous  retrouvons  en  un  autre  travail, 
nous  remarquerons  que  l'on  peut,  sans  absurdité,  regarder  le  potentiel  interne 
du  système  comme  différant  très  peu  du  potentiel  interne  d'un  fluide  proprement 
dit,  tandis  que  le  calcul  du  travail  de  viscosité  exigerait  que  l'on  tint  compte  des 
déformations  de  chaque  élément.  On  est  alors  conduit  aux  équations  qui  ont  été 
développées  au  Chapitre  I  de  la  première  Partie  de  ces  Recherches  ;  mais  ces 
équations  apparaissent  comme  des  formules  approchées,  et  non  plus  comme  des 
lois  rigoureuses.  Ce  caractère  entraîne  l'illégitimité  de  certaines  déductions,  par 
exemple  de  la  démonstration  du  théorème  de  Lagrange  donnée  en  la  cinquième 
Partie  de  ces  Recherches,  au  Paragraphe  1  du  Chapitre  I. 

Ces  remarques,  qui  nous  ramènent  aux  équations  générales  de  la  viscosité,  ne 
font  cependant  pas  disparaître  l'intérêt  des  considérations  qui  ont  été  développées 
au  Paragraphe  précédent. 

Posons 

p^n_3>.(,.T)H-.f.(p.T)/ç>.^^^^.N 
'  6  \ôx       ay       ôz  ) 

et  les  lois  du  mouvement  des  fluides  visqueux,  développées  au  Chapitre  I  de  la  pre- 
mière Partie  de  nos  Recherches,  pourront  être  présentées  sous  la  forme  suivante  : 
1**  En  tout  point  de  la  surface  qui  limite  le  fluide,  on  a  [/oc.  cit.,  égalités  ($7) 
et  (76)] 

P.=  Pcos(«,^)-fx[.(g-|)    cosK.r)4-   (|^+^)cos(«.j)+    (^  +  ^)cos («,.)], 

lV  =  Pcos(/i,.r)-fx[  ^|^  +  ^^cos(/.,a:)  +  2(^-|^   cos(«,/)+    (^ +  ^)  cos(/i,c)J, 


Pj  =  P  cos 


,       ,        r   (du      dw\       ,       ,        (div      du\       ,      .        (dw      Ô\         ,      ."l 


2®  En  tout  point  du  fluide,  on  a  [/oc.  cit,,  égalités  (49)j  (5i)  et  (7I)] 

(>P         ,v       V  X  ^      (au       e\  à      (dv       Ou\  à     (du  âiv\ 

i^\       ]  ^P         /v       V  X  à      /dv        du\  à      (dv        e\  d      (dw  du\ 

<?P         ,„        r,  .  d      (du       fhv\  ô      (dsv       ôu\  ù      (  dw  B\ 
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3"  En  toul  poinl  du  fluide,  également,  en  vertu  de  l'égalité  (75)  de  la  première 
Partie  de  ces  Recherches  et  de  l'égalité  (28)  de  la  présente  Partie,  on  a 

ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (7), 

(3.)  i>  +  p.(A,4-A.)-p''^-'/;'^^-^P-^+''^(P''^)i|--.o. 

Pour  un  instant,  faisons  abstraction  de  l'égalité  (3i)  et  ne  considérons  que  les 
égalités  (2g)  et  (3o);  ces  égalités  sont  précisément  celles  que  nous  aurions 
obtenues  si  nous  avions  étudié  un  fluide  visqueux  pour  lequel  la  fonction  [JL(p,T) 
aurait  la  même  valeur  que  pour  le  fluide  dont  nous  nous  occupons,  mais  au  sein 
duquel  l'hypothèse  de  Stokes,  exprimée  par  l'égalité  (4),  serait  vérifiée;  la 
pression  serait  seulement  représentée  par  la  lettre  P  dans  nos  dernières  formules, 
au  lieu  d'y  être  représentée  par  la  lettre  11. 

En  chaque  point  de  la  surface  de  contact  du  fluide  qui  nous  occupe  et  d'une 
paroi  solide  nous  avons 

r        /        X         r   fà.v      0\  ^       ^         fô\^       ôu\        ,        ,         /âtt       âiv\       ,     . 

0cos(«.^)-f.[^a(^^-5J    cos(«..r)+    (^_  4-_)cos(«. j)  +    (^_ +--),, -os («,:) 

/as)  3X  +  2ti.       ,       ^         r    /Ov      dii\        ,       ,         /dr       0\  ,       ,         /âiv      di'X        ,     ,1 

(3a)    |;,,=_^(5cos(/,.7)  +  ^^-+^jcos(«,x)  +  2(^^-^j    cos(«.j)-    (_  + -j  cos(«,:)j. 

3>. -(-au.       ,       ^  r    /du       dix'\        ,       ,         Mv      di\        ,        ,         /dn-      0\  ,     .1 

p,  = ^ecos(«,5)--,x|^   (^__+_jcos(«.x)-f-    (^_4-_jcos(/.,j)-Ha(^— -jj    cos(«,:)J 

Que  si  l'on  propose  de  calculer  la  projection  du  vecteur  (/>x,  p^-,  pz)  sur  la 
surface,  on  obtiendra  le  même  résultat  que  si  l'on  avait  pris  simplement 

r   l'àif       <5\         ,         ,         /ai-       du\        ,        .         (du       dw\       ,         H 

(33)    j;,^  =  f.[  (^^H-^^cos(«,x)  +  a(^-|)    cos(«,v)4-    (^^-V   ^')cos (/,,--)], 

r  (du       d^\'\       ,        ,         (d^v       dv\       ,        ,        (dw         Ô\        ,         1 

'^"'^L  te^^r"'^"'^'"^"^  [dy^-d-zr'^"'y^^\d-=-  3J *="'("'=>]• 

Or  CCS  dernières  égalités  sont  celles  que  Ton  obtiendrait  si  l'on  admettait  l'hj- 
pothèse  de  Stokes.  D'ailleurs  l'étude  de  l'adhérence  ou  du  glissement  du  fluide 
sur  la  paroi  solide  dépend  uniquement  de  la  projection  du  vecteur  {px^  Pyi  P*) 
sur  cette  paroi  ;  celte  étude  est  donc  la  même  en  nos  deux  problèmes. 

Ainsi,  un  fluide  visqueux  quelconque  est,  de  tout  point,  comparable  à  un 


3  ).  -h  2  a 

Px  = 5—^ 


RECHERCHES    SUR    l'uYDRODYXAMIQUE.  SqS 

fluide  au  sein  duquel  la  relation  de  Stokes 

(4)  3X(p,T)-+.2fx(p,T)  =  o 

serait  vérifiée,  mais  où  la  densité  en  chaque  point,  au  lieu  de  dépendre  uni- 
quement de  la  pression  P  et  de  la  température  T  en  ce  point,  et  d^en 
dépendre  par  la  même  relation 

{\\bis)  P4.pî(A,-hA,)-p^^^^^-!^=o 

que  si  le  fluide  était  en  équilibre,  doit  vérifier  à  chaque  instant  la  relation 
(c5i)  p  +  p  (A,+  A,)-p  — ^^ j-^ ^^_o. 

Celle  relation  (3i)  prèle  évideinmenl  à  loules  les  considérations  qui  ont  été 
développées  au  sujet  de  la  relation  (ai)- 


CHAPITRE  IL 

LES  PHÉNOMÉÎNES  DE  VISCOSITÉ  AU  VOISINAGE  DE  L'ÉTAT  CRITIQUE. 


§  1.  —  Les  effets  de  la  viscosité,  au  voisijvage  du  poikt  cuitique, 

en  un  corps  rigoureusement  fluide. 

La  discussion,  donnée  au  Paragraphes  du  Chapitre  précédent,  de  la  relation  (:2i) 
et  des  relations  (22),  (24)  et  (a6)  qui  s'y  rattachent,  est  liée  à  cette  hypothèse  :  La 

quantité  (;jn'j  i^e  prend  pas  des  valeurs  extrêmement  grandes.  La  même  res- 
triction pèserait  évidemment  sur  la  discussion  de  Tégalité  (3i),  laquelle  devrait 
être  menée  exactement  comme  la  discussion  de  l'égalité  (21).  Or  cette  hypo- 
thèse n'est  pas  vérifiée  en  toutes  circonstances;  lorsque  la  température  T 
et    la   densité   p'   du   fluide    tendent   vers    la    température   critique   et    la 

densité  critique  du  fluide,  ta  quantité  (  -^  j     croît  au  delà  de  toute  limite. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  conipléler  l'étude  faite  au  Chapitre  précédent  en 
Fac.  de  T.,  2«  S.»  V.  5o 
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examinant  les  propriétés  d'un  corps  compressible  visqueux  où 

a  de  très  grandes  valeurs. 

Comme  au  Chapitre  précédent,  pour  rendre  cette  discussion  plus  claire,  nous 
imaginerons  tout  d'abord  que  le  corps  étudié  se  conforme  rigoureusement  à  la 
définition  du  moljluide,  qui  entraîne  l'égalité 

(12)  fx(p,T)=rO. 

f  " 

Nous  étendrons  ensuite  les  résultats  obtenus  aux  corps  que  l'on  traite  habituelle- 
ment comme  fluides  visqueux. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  qu^en  tout  point  du  fluide  et  à  tout 
instant  : 

La  température  T  soit  assez  voisine  de  la  température  critique, 

Les  densités  p,  po  et,  partant,  la  densité  intermédiaire  p'  assez  voisines  de 
la  densité  critique. 

Pour  que  la  fonction  F(p'^  T)  soit,  en  chaque  point  du  fluide  et  à  chaque 

instant,  très  grande  par  rapport  à  r- — qr:  • 

Dès  lors,  le  produit  F(p',  T)X(p,  T)  ayant  une  très  grande  valeur,  à  une 
valeur  finie  de  la  différence  (p  —  po)  Tégalité  (26)  fera  correspondre  une  valeur 

extrêmement  petite  de  -£• 

Ainsi  donc,  moyennant  les  suppositions  indiquées,  la  densité  d*un  élément 
fluide  varie  avec  une  extrême  lenteur  bien  que  sa  valeur  diffère  notablement 
de  la  valeur  qui  conviendrait  à  V équilibre  dans  les  conditions  de  température 
et  de  pression  oit  se  trouve  cet  élément. 

Dès  lors,  rien  n'empêche  que  l'on  observe  au  sein  du  fluide  des  états  de  quasï- 
équilibre;  en  un  tel  état,  les  trois  composantes  de  la  vitesse  sont  très  petites 
en  chaque  point  et  à  chaque  instant;  cependant  la  densité  en  ce  point  et  à  cet 
instant  diffère  notablement  de  celle  que  V équation  d'équilibre  ferait  corres- 
pondre à  la  température  et  à  la  pression  qui  régnent  en  ce  point  et  à  cet 
instant. 

En  un  tel  état,  on  a  approximativement 

yx—o,       yr=o,       yz—o. 

D'ailleurs,  comme  les  forces  agissantes  sont  supposées  newtoniennes,  il  existe 
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deux  fonctions  V,(a;,  ^'j  3,  t),  'Vf(x,y,  s,  t)  telles  que 

^'-~'dx'  ^'^"Jy'  ^'-~lh' 

V  _      <>v,  Y  _      <)V,  „  _      <?V, 

c/J?  ôy  oz 

Les  équations  (i46)  se  résument  alors  dans  Tégalilé  approximative 

Cette  égalité  nous  montre  que  Ton  a  approximativement 

Dans  un  état  de  quasi-équilibre ,  la  distribution  des  densités  au  sein  du 
fluide  est  telle  que  les  points  situés  sur  une  même  surface  de  nis^eau  aient 
sensiblement  la  même  densité. 

En  particulier,  si  les  forces  agissantes  se  réduisent  à  la  pesanteur,  le  fluide  en 
quasi-équilibre  sera  formé  de  couches  horizontales  dont  chacune  aura  sensible- 
ment la  même  densité  en  tout  point. 

Un  tel  état  ne  sera  pas  un  état  permanent;  la  densité  qui  correspond  à  chaque 
élément  fluide  variera  très  lentement  jusqu^au  moment  où  la  densité  aura,  en 
chaque  point,  la  valeur  po  que  l'équation 

(a3)  p_p;î^=o 

fait  correspondre  à  la  pression  P  et  à  la  température  T  qui  régnent  en  ce  point. 

Au  lieu  d'observer  le  système  à  Fétat  de  quasi-équilibre,  on  peut  l'observer 
animé  d'un  mouvement  sensible;  les  composantes  yj?»  Y/i  Yr  de  l'accélération 
doivent  alors  figurer  dans  les  équations  (19),  car  elles  ont  des  valeurs  notables.  La 
densité  de  chaque  élément  matériel  varie  avec  une  extrême  lenteur;  si  l'on  con^ 
sidère  deux  instants,  /q,  t^  qui  ne  sont  pas  très  éloignés  l'un  de  l'autre,  un  même 
élément  matériel  a  sensiblement  même  densité  à  l'instant  t^  et  à  l'instant  t. 

Considérons  l'état  du  fluide  à  un  instant  t^  et,  selon  le  procédé  de  Lagrange, 
caractérisons  chaque  point  matériel.par  ses  coordonnées  a,  b^c  k  cet  instant;  à  ce 
niême  instant,  la  distribution  des  densités  au  sein  du  fluide  est  quelconque; 
/•(t^,  6,  c)  est  la  densité  du  point  matériel  (a,  i,  c). 

•  Proposons-nous  d'étudier  le  mouvement  du  fluide  à  partir  de  l'instant  ^o?  ^^ 
pendant  un  laps  de  temps  qui  ne  soit  pas  très  long.  Pour  déterminer  ce  mouvez 
ment,  nous  devons  faire  usage  des  équations  (iq),  que  nous  pourrons  mettre  sou9 


da 

^P\da 

-\r 

àa 

dP 
db 

^\db 

+ 

d\, 
db 

dV 
de 

fdWi 
■^^[de 

+ 

d\\ 
de 
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la  forme  employée  par  Lagrange  : 

da  J'^  ^\da    ôt^  "*"  Oâ  ôl^  "^  da  dl' )  ""  ^' 

\  /ÔJcôKv       dvd^       dz  d^z\_ 

)~^^\db    ât'  '^  db'dt^  '^  db  ôt^)"^' 

)'^^\dc   dt*  '^  Oc    dt^  "^  de  dl* /      ^* 

En  outre,  nous  devrons  considérer  Féquation  de  conlinuilé,  mise  également 
sous  la  forme  de  Lagrange, 

Enfin,  tant  que  la  diflerence  (/  —  Iq)  n^excédera  pas  une  certaine  limite,  nous 

aurons  sensiblement 

p{a,  b,  f,  t)—r{a,  6,  c). 

Celte  égalité  jouera  le  rôle  d'équation  supplémentaire  et  ramènera  Féquation 

de  continuité  à  la  forme 

d\) 


dl 


=1  o. 


Il  est  un  problème,  très  diiTérent  du  précédent  au  point  de  vue  de  la  Physique, 
mais  qui  se  traduit  exactement  par  des  équations  de  même  forme;  ce  dernier 
problème  peut  donc  servir  à  illustrer  le  premier;  voici  ce  problème  : 

Dans  un  fluide  incompressible,  un  corps  est  dissous;  la  concentration  a,  pour 
les  divers  éléments  matériels,  des  valeurs  1res  diiTérentes  et,  comme  la  densité 
est  fonction  de  la  concentration,  il  en  est  de  même  de  la  densité. 

On  suppose  que  le  corps  dissous  se  diffuse  dans  le  dissolvant  avec  une  extrême 

lenteur;   si  Ton  désigne   par  s  la  concentration  qui  correspond  à    un  élément 

fis 
déterminé  du  dissolvant,  -r-  aura,  pour  cet  élément,  une  très  petite  valeur;  il  en 

sera  de  même  de  --• 

ac 

Considérons  le  fluide  à  un  instant  /qI  soient,  à  cet  instant,  a,  b,  c  les  coor- 
données d\in  élément  du  dissolvant,  coordonnées  dont  la  connaissance  permettra 
à  tout  instant  de  reconnaître  cet  élément;  la  densité,  au  sein  de  cet  élément, 
est /'(a,  6,  c)  à  rinslant  Iq  et  p(a,  6,  c,  l)  à  l'instant  t;  si  le  laps  de  temps  (t  —  ^0) 
n'est  pas  extrêmement  grand,  p(a,  6,  c,  t)  diffère  1res  peu  de  /'(a,  6,  c),  et  le 
mouvement  au  sein  de  la  dissolution  est  régi  par  les  équations  précédemment 
écrites. 
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Tous  ceux  qui  ont  observé,  au  sein  d'un  fluide,  les  siries  et  les  traînées  qui  se 
manifestent  au  voisinage  du  point  critique;  qui  ont  observé  également  les  mou- 
vements qui  se  produisent  au  sein  d\ine  dissolution  de  concentration  très  peu 
uniforme,  ont  pu  remarquer  l'extrême  ressemblance  de  ces  phénomènes.  L'analyse 
précédente  précise  celte  analogie. 

La  variation  de  la  densité  p  d'un  fluide  dont  Télat  avoisine  l'état  critique,  ordi- 
nairement très  lente,  prend  une  vitesse  notable  si  l'on  agite  vivement  le  liquide. 
Les  considérations  précédentes  permettent  encore  de  rendre  compte  de  ce  fait. 

Un  certain  espace  contient  un  fluide  que  nous  supposons  dans  un  élat  de  quasi- 
équilibre,  en  sorte  que  nous  avons  sensiblement 

yx=o,        yy=o,        yc=o. 
Les  équations  (19)  se  réduisent  alors  à 

Supposons  les  sommes  (Xi-f-X^),  (Y/H-Y^),  (Zi-j-Z^)  assez  petites  pour  que  les 
variations  de  P,  d'un  point  à  l'autre  de  l'espace  considéré,  soient  très  petites;  cela 
aura  lieu,  en  particulier,  si  l'espace  considéré  a  les  dimensions  généralement 
employées  dans  les  recherches  sur  le  point  critique  et  si  le  champ  agissant  se 
réduit  à  celui  de  la  pesanteur.  Toutes  les  valeurs  de  P  sont  supposées  voisines  de 
la  pression  critique. 

La  température  est  également  supposée  presque  uniforme  dans  l'espace  con- 
sidéré et,  partout,  très  voisine  de  la  température  critique. 

La  densité  Oo,  donnée  par  l'égalité  ('-23),  n'en  présente  pas  moins,  au  sein  de 
l'espace  considéré,  des  variations  notables;  mais,  visiblement,  toutes  les  valeurs 
de  po  au  sein  de  cet  espace  demeurent  au  nombre  de  celles  pour  lesquelles  F(po,  T) 
a  une  valeur  extrêmement  grande. 

Pour  que  notre  état  de  quasi-équilibre  soit  possible  il  faut  que  les  valeurs  de  p, 
aux  divers  points  de  l'espace  considéré,  soient  aussi  telles  que  F(p,  T)  ait  une 
valeur  extrêmement  grande;  nous  supposerons  qu'il  en  soit  ainsi. 

Si  l'on  désigne  par  8  la  valeur  très  petite  que  prend  le  produit  -^ — -  ;j7>'pour 

un  élément  matériel  donné,  en  cet  état  d'équilibre,  on  a,  selon  l'égalité  (22), 

(34)  i._p.^il^=,. 

Supposons  qu'on  laisse  cet  élat  de  quasi-équilibre  non  troublé  jusqu'à  l'instant  t. 
A  partir  de  ce  moment,  on  produit  dans  l'espace  considéré  une  vive  agitation. 
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(Considérons  un  instant  /',  posttTÎeur  à  /,  et  tel  que  la  difTérence  (l' — /)  ne 
soit  pas  très  grande. 

A.  rinstant  ^',  les  composantes  y^j  '^y,  \'z  ont,  en  gênerai,  aux  divers  points  du 

fluide,  des  valeurs  notables  que  nous  supposerons  grandes  par  rapport  aux  X ,  Y,  Z  ; 

si,  par  exemple,  la  seule  force  agissante  est  la  pesanteur,  ^j;,  y^.,  y^  seront  supposés 

grands  par  Tintensité  de  la  pesanteur;  selon  les  égalités  (19);  il  en  sera  de  même 

()V    âV    dV  * 

de  T~>  -r->  -Tz'y  P  subira  donc,  d'un   point  à  l'autre  de  l'espace,  des  variations 

notables;  sa  valeur  ne  pourra  être  parlout  très  voisine  de  la  pression  critique. 

Dès  lors,  à  l'instant  /',  pour  un  élément  matériel  donné,  P  a,  en  général,  une 
valeur  P'  notablement  différente  de  la  valeur  prise  par  la  même  grandeur,  pour  le 
même  élément,  à  l'instant  /,  cette  dernière  différant  très  peu  de  la  pression 
critique. 

Quant  à  la  température  T'  au  sein  de  l'élément  considéré,  à  l'instant  t',  nous 
supposerons  qu'elle  continue  à  différer  très  peu  de  la  température  critique  el, 
partant,  de  T. 

S'il  en  est  ainsi,  on  voit  sans  peine  que -1^  n'a  pu,  pour  l'élément  considéré, 

demeurer  sans  cesse  très  petit  de  l'instant  t  à  l'instant  i'. 
En  effet,  nous  avons  à  l'instant  /',  pour  l'élément  considéré, 

^       '^    '  '        '  dp'  p'         dt' 

fin' 

Si,  à  rinstant  d^  -j-j  di  une  valeur  notable,  la  proposition  est  démontrée,  il  nous 

resle  donc  a  examiner  le  cas  ou  -p  a  une  1res  petite  valeur,  cas  auquel -, —  -7-7 

a  aussi  une  très  petite  valeur  que  nous  désignerons  par  e'. 
Les  égalités  (22  bis)  et  (34)  nous  donnent 

D'ailleurs,  T'  diflerant  Irts  peu  de  T,  el     J^''^.      n'éUnt  jamais  extrêmement 

grand,  o'*--^^-^ — -  diffère  extrêmement  peu  de  0'*        \] Si  donc  nous  dési- 

gnons  par  t,  une  très  petite  grandeur,  Fégalilé  précédente  devient 
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OU  bien 

r^  a  une  valeur  très  petite; 
(P' —  P)  a  une  valeur  notable; 

d  r  ,<^Ç(p,  T)l     ,  I  .  j  /1   -j        * 

-T-    P  — 4 lï  a  wne  valeur  très  grande  que  pour  un  tluide  très  peu  compres- 
sible, ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  le  cas  étudié; 
par  hjpolhèse,  (t' —  t)  n'est  pas  extrêmement  grand; 

l'égalité  précédente  ne  saurait  avoir  lieu  si,  entre  les  instants  t  et  t'y  -rj  était 
demeuré  toujours  très  petit. 

Notre  théorème  est  donc  établi. 


§   2.    —   Extension-  des  résultats  phécéde^ts  aux  corps  habituellement 

NOMMÉS      fluides      VISQUEUX.      —     COMPARAISON      AVEC     LES      FAITS      d'eX- 
PÉRIENCE. 

Il  n'est  pas  malaisé  d'étendre  les  considérations  précédentes  aux  corps  que 
l'on  nomme  habituellement  yZw/rfe^  visqueux;  il  suffit,  en  cBet,  de  suivre  la  voie 
qui  a  été  indiquée  au  Paragraphe  4  du  Chapitre  précédent.  A  l'égalité  (22)  nous 
devrons  substituer  l'égalité 

(35)  p        ,t?g(p.  T)       3X(p.T)  +  a^(p,T)rfp^^ 

^         Op  3p  cil 

qui  est  la  forme  prise  par  l'égalité  (3i)  lorsque  les  actions  sont  newtoniennes; 
celte  égalité  (35)  se  discutera  d'ailleurs  comme  l'égalité  (22);  elle  nous  montrera 
encore  que,  en  un  fluide  dont  l'état  diffère  très  peu  de  Télat  critique,  la  densité 
de  chaque  masse  élémentaire  ne  varie  qu'avec  une  extrême  lenteur. 

Si  donc  on  étudie  le  mouvement  du  fluide  pendant  un  laps  de  temps  de  peu  de 
durée,  on  pourra  regarder  la  densité  de  chacune  des  masses  élémentaires  comme 
sensiblement  constante-,  le  fluide  se  mouvra  à  peu  près  comme  un  fluide  hété- 
rogène et  incompressible;  mais  ce  dernier  fluide,  au  lieu  d'être  dénué  de  viscosité 
comme  il  arrivait  au  Paragraphe  précédent,  sera  ici  un  fluide  visqueux;  il  sera 
inutile  d'ajouter  que  les  actions  de  viscosité  vérifient,  au  sein  de  ce  dernier  fluide, 
l'hypothèse  de  Stokes,  car  en  un  fluide  incompressible  les  équations  de  la  viscosité 
sont  indépendantes  de  la  relation  qui  peut  exister  entre  les  fonctions  }v(p,  T), 

V-i?^  T). 
Le  modèle  qui  nous  a  servi  à  illustrer  le  mouvement  d'un  fluide  compressible 
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dont  l'état  avoisine  Télat  critique  peut  encore  être  employé,  mais  II  doit  être 
complété;  nous  devons  supposer  que  notre  dissolution  mal  mélangée  et  à  diffusion 
lente  est,  en  outre,  une  dissolution  visqueuse.  Ainsi  complété,  ce  modèle  fournit 
une  image  saisissante  des  stries  et  des  traînées  qui  apparaissent,  en  un  fluide,  au 
voisinage  de  Tétat  critique. 

De  nombreux  observateurs  ont  remarqué  ces  stries  et  ces  traînées,  ont  étudié 
les  états  de  quasi-équilibre  que  manifeste  un  fluide  placé  en  des  circonstances 
peu  difl^érentes  des  conditions  critiques,  ont  remarqué  Textréme  lenteur  avec 
laquelle  s'établissait  l'équilibre  proprement  dit.  Sans  détailler  tous  les  faits 
d'expérience  qui  ont  été  signalés,  bornons  nous  à  citer  ceux  qui  les  ont  le  plus 
soigneusement  notés  :  ce  sont  MM.  Cailletet  et  Colardeau  (*),  M.  de  Heen  (^); 
le  prince  Boris  Galilzine,  soit  seul  ('),  soit  en  collaboration  avec  M.  J.  Wilip  (*); 
M.  Gouy  ('),  M.  F.-V.  Dwelshauvers-Déry  (•),  M.  ïraube  (').  Parmi  ces  nom- 
breux travaux,  ceux  de  M.  Gouy  méritent  une  mention  spéciale;  seuls,  ils  ont 
nettement  mis  en  évidence  la  notion  de  quasi-équilibre . 

Ces  phénomènes  ont  donné  lieu  à  des  interprétations  diverses  et  parfois  assez 
étranges.  Dès  1898  (^),  nous  avions  indiqué  sommairement  les  principes  que 
nous  venons  de  développer  et  qui  nous  paraissent  rendre  un  compte  satisfaisant 
des  particularités  que  présente  un  fluide  au  voisinage  de  Tétat  critique;  mais  nous 
avions  cru  nécessaire  de  supposer  que  X(p,  T)  devenait  infini  au  point  critique; 
on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  cette  supposition  est  inutile;  pour  que  nos  rai- 
sonnements vaillent,  il  suffit  que  X(p,  ï)(au§  1)  ou  que  [3X(p,  T)-i-2|JL(p,  T)] 
(au  §2)  ne  s'annule  pas  au  point  critique. 


(*)  Cailletet  et  Colardeau,  Journal  de  Physique,  2*  série,  t.  VIII,  1889,  p.  389.  — 
Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  6*  série,  t.  XVIII,  1889,  p.  269. 

(*)  De  Heen,  Bulletin  de  l'Académie  Royale  de  Belgique,  3*  série,  t.  XXIV,  1899., 
p.  '167.  —  Les  légendes  du  point  critique,  Liège,  1901. —  Les  dernières  mésaventures  du 
po  in  t  crit  iq  ue,  Li  ê  ge ,  1 90 1 . 

(')  Boris  Galitzixe,  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  L,  1893,  p.  2>i. 

(*)  Boris  Galitzine  et  J.  Wilip,  Bulletin  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint- 
Pétersbourg,  t.  XI,  n°  3.  —  Rapports  présentés  au  Congrès  international  de  Physique, 
t.  I,  Paris,  1900,  p.  6G8. 

(*)  GoLY,  Comptes  rendus,  t.  CXVI,  1893,  p.  1289. 

(«)  F.-V.  DwELSHAL'VERS-DÉRY,  Bulletin  de  l'Académie  Royale  de  Belgique,  3'  série, 
t.  XXX,  1895,  p.  570. 

C^)  Tral'BB,  Drude's  Annalen,  Bd.  VIII,  1902,  p.  267.  —  On  trouvera  un  exposé  très 
complet  de  ces  recherches  et  des  théories,  distinctes  de  la  présente  explication,  auxquelles 
elles  ont  donné  lieu  dans  :  E.  Mathias,  Le  point  critique  des  corps  purs,  Paris,  190I. 
Chapitre  X. 

(•)  Traité  élémentaire  de  Mécanique  chimique  fondée  sur  la  Thermodynamique, 
t.  II,  1898,  p.  iG3. 
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Il  ne  paraît  pas  que  notre  explication  ait  été  remarquée  de  la  plupart  des  physi- 
ciens; ceux,  en  petit  nombre,  qui  l'ont  remarquée,  ne  semblent  pas  Tavoir  com- 
prise; ils  ont  cru  y  voir  une  viscosité  d'un  nouveau  genre  et  l'ont  considérée 
comme  étant  en  désaccord  avec  la  théorie  générale  de  la  viscosité;  bien  au  con- 
traire, elle  est  une  conséquence  nécessaire  de  cette  théorie;  elle  ne  heurte  même 
pas  l'opinion  des  physiciens  qui,  sur  la  foi  de  la  théorie  cinétique  des  gaz,  regar- 
deraient la  relation  de  Stokes 

(4)  3X(p,  T)-4-2HL(p,T)  =  o 

comme  exacte  pour  les  gaz  parfaits. 


NOTE. 


SUR  LA  VISCOSITÉ  ET  LE  FROTTEMExNT  AU  CONTACT  DE  DEUX  LIQUIDES 

PARFAITS  (i). 


Au  Paragraphe  2  du  Chapitre  II  de  la  cinquième  Partie,  nous  avons  établi  le 
théorème  suivant  : 

Un  fluide  parfait^  c^est-à-dire  dénué  de  toute  viscosité  interne,  ne  peut,  en 
général,  être  affecté  ni  de  viscosité,  ni  de  frottement  au  contact  d'une  paroi 
solide. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  ici  que,  au  contact  de  deux  liquides  par- 
faits,  il  ne  peut,  en  général,  se  manifester  ni  viscosité,  ni  frottement. 

En  effet,  si  la  viscosité  et  le  frottement  notaient  pas  nuls  tous  deux  le  long  de 
la  surface  par  laquelle  un  fluide  parfait  confine  à  un  autre  fluide,  visqueux  ou 
parfait,  les  deux  fluides  seraient  soudés  l'un  à  l'autre  le  long  de  la  surface  de 
contact  (^Recherches,  IV*'  Partie,  Chap.  II,  §  2);  chacune  des  trois  composantes 
de  la  vitesse  demeurerait  continue  au  travers  de  cette  surface. 

Cela  posé,  considérons  deux  fluides  parfaits  et  incompressibles  1  et  2,  se  tou- 
chant le  long  de  la  surface  S;  supposons  que,  jusqu'à  l'instant  /  =  o,  ces  deux 
fluides  soient  en  équilibre  sous  l'action  de  certaines  forces  extérieures  dérivant 
d'une  fonction  potentielle;  la  surface  S  coïncide  alors  avec  une  certaine  surface 
d'égal  niveau  potentiel. 

(*)  Procès-verbaux  des  Séances  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux,  séance  du  19  février  1903. 
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A  i^inslant  ^  =  o,  mettons  le  système  en  mouvement  sans  imprimer  à  aucun 
élément  matériel  une  variation  brusque  de  vitesse.  Le  théorème  de  Lagrange  s'ap- 
pliquera à  chacun  de  nos  deux  liquides;  chacun  d'eux  admettra  une  fonction 
potentielle  des  vitesses,  que  nous  désignerons  par  ^i  pour  le  fluide  1,  et  par  Oj 
pour  le  fluide  2.  Les  composantes  de  la  vitesse  seront,  au  sein  du  fluide  1, 

('^  ''^—-àJ:'  '^*~~^'  '*^'-"'57 

et,  au  sein  du  fluide  2, 

Au  sein  du  fluide  1,  la  fonction  cp,  vérifiera  la  condition 

(2)  A9,=  o, 

tandis  que,  au  sein  du  fluide  2,  la  fonction  (p2  vérifiera  la  condition 
{2  bis)  A9,=  <). 

Les  deux  fluides  ne  devant,  le  long  de  la  surface  S,  ni  se  compénétrer,  ni  se 
séparer  l'un  de  Tautre,  on  devra  avoir,  en  tout  point  de  cette  surface  et  à  tout 
instant, 

(3)  îJîl-t-^'=o. 

/ij,  n-2  étant  les  deux  demi-normales  à  la  surface  S,  respectivement  dirigées  vers 
riotérieur  des  fluides  1  et  2. 

Soit  0  une  direction  quelconque  tangente,  à  l'instant  /,  à  la  surface  S.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que,  à  cet  instant,  les  deux  fluides  ne  glissent 
pas  l'un  sur  l'autre,  s'exprime  par  l'égalité 

de        ÔQ  ~    • 

Celte  égalité  exprime  que,  à  l'instant  considéré  /,  la  difi*érence  (cpa — cp,)  a 
même  valeur  en  tout  point  de  la  surface  S.  En  d'autres  termes,  le  long  de  la  sur- 
face de  conlact  des  deux  fluides,  la  diflerence  ('^^ —  cpi)  a  une  valeur  qui  dépend 
seulement  de  t  : 

(•'0  ?î— ?i=/(0- 

Mais,  à  la  fonction  y,,  je  puis,  comme  fonction  potentielle  des  vitesses  du 
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fluide  1,  substituer  la  fonction  ?iH~/(0)  9^^  j^  désignerai  maintenant  par  <p|. 
Les  égalités  (i),  (i  bis),  (2),  (2  bis)  et  (3)  subsistent,  tandis  que  l'égalité  (4) 
devient 

(5)  ?!  =  ?«. 

Les  égalités  (2),  (2  bis)y  (3)  et  (5)  nous  enseignent,  selon  un  théorème  bien 
connu,  que  les  deux  fondions  potentielles  Çi,  ^2  forment  une  fonction  analy- 
tique  unique  o  dans  toute  détendue  du  volume  occupé  par  les  deux  fluides 
I  et  2.  En  d'autres  termes,  le  mouvement  du  système  sera  le  même  que  si  ce 
volume  était  occupé  par  un  fluide  unique  ayant  partout  même  densité.  . 

Il  est  clair,  sans  aucun  calcul,  que  cetle  conclusion  est  inadmissible.  Nous  en 
serons  encore  mieux  convaincus  par  un  exemple. 

Supposons  que  les  deux  fluides  remplissent  en  entier  un  vase  clos;  soient 
U,  V,  W  les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  M,  pris  sur  la  surface  interne 
de  la  paroi;  soit  n  la  normale  à  cette  surface  dirigée  vers  l'intérieur  du  fluide. 
Nous  aurons,  en  tout  point  de  la  paroi, 

(6)  Ucos(/i,x)  -h  V  cos(/^,  /)  -I-  Wcos(/i,  5)  4-  -p  ~o, 

en  même  temps  que  nous  aurons,  en  tout  point  de  l'espace  que  celte  paroi 
circonscrit, 

(7)  Acpzizo. 

Si,  pour  tout  point  M  de  la  surface  de  la  paroi  et  pour  tout  instant  /,  on  se 
donne  U,  V,  W,  les  égalités  (6)  et  (7)  déterminent  la  fonction  ç  à  une  fonction 
près  de  t  et,  par  conséquent,  déterminent  complètement  le  mouvement  des  deux 
fluides. 

Supposons  que  le  mouvement  imprimé  au  vase  se  réduise  à  une  translation, 
d'ailleurs  quelconque  : 

Les  égalités  (6)  et  (7)  nous  donneraient 

9  =  -[4(0^-H-/)(0/H-Ç(0^]  +  4'(0, 

^{t)  étant  une  fonction  arbitraire  de  /,  et  ce  serait  la  seule  forme  possible  de  y, 
en  sorte  que  toutes  les  parties  du  fluide  subiraient  la  même  translation  que  la 
paroi. 

Or,  on  peut  choisir  les  fonctions  Ç(  <),  vi(^),  Ç(^)  qui  sont,  jusqu'ici,  entière- 
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ment  arbitraires,  de  telle  sorte  que,  tout  en  demeurant  continues,  elles  s'annulent 
à  partir  de  Tinslant  1  =  t^,  tandis  que  les  trois  quantités 

^t.  ^u  ^t% 

auront  telles  valeurs  que  Ton  voudra.  A  partir  de  cel  instant  /f,  le  fluide  sera  en 
équilibre;  la  surface  S,  qui  aura  subi  une  simple  translation  de  composantes 
A,  B,  C,  devra,  à  Tinstant  /=^,,  coïncider  avec  une  surface  d^égal  niveau 
potentiel. 

On  parviendrait  donc  à  la  conclusion  suivante  :  Si  des  forces  dérivent  d'une 
fonction  potentielle^  une  portion  quelconque  d'une  surface  d'égal  niveau 
potentiel  se  trouve  encore,  après  une  translation  quelconque^  sur  une  surface 
d'égal  niveau  potentiel. 

Visiblement,  celte  conclusion  est  absurde. 


SUR   UN    PROBLÈME 


RELATIF    A    LA 


THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  SECOND  ORDRE, 


Par    m,    É.    GOURSAT. 


Étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre^  à  deux 
variables  indépendantes, 

(E)  F(j?,  7,  z, /?,  7,  r,  5,  0=0, 

le  problème  classique,  appelé  généralement  problème  de  Cauchy^  consiste  à 
déterminer  une  intégrale  5  =  4>(jr,j^),  de  telle  façon  que  la  surface  S,  repré- 
sentée par  cette  équation,  passe  par  une  courbe  donnée. F  et  admette  en  chaque 
point  de  cette  courbe  un  plan  tangent  déterminé.  L'étude  de  ce  problème  con- 
duisait tout  naturellement  à  se  poser  la  question  plus  générale  suivante  :  Déter- 
miner  une  surface  intégrale  de  V équation  (E),  passant  par  deux  courbes 
données.  Les  premières  recherches  dans  cette  voie  paraissent  dues  à  M.  Darboux, 
auquel  on  doit  la  proposition 'suivante  (*)  : 

Etant  donnée  Inéquation  linéaire 

d'^z  âz       ,  dz 

-h  a  - — \-  f^-\ — h  c-3  =  o, 


ôx  dy  Ox  ày 

dont  les  coefficients  a,  6,  c  sont  développables  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  Xq,  y  — yoi  H  existe  une  solution  de 
Inéquation  aux  dérivées  partielles  se  réduisant,  pour  y  ^=  y ^^  à  une  fonction 
déterminée  ^(x)  de  x,    développable  suivant   les  puissances  de  x  —  Xq^  et 


(*)  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces^  t.  II,  1889,  p.  92. 
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pour  a:  =  a:o,  à  une  fonction  ^{y)  ^ey^  développable  suivant  les  puissances 

En  restant  dans  le  domaine  des  fonctions  analytiques  et  en  supposant  réalisées 
les  conditions  habituelles  relatives  à  la'convergence  des  séries  entières  employées, 
je  démontrais  quelques  années  plus  tard  que  par  deux  courbes  F,  Fi  ayant  un 
point  commun  O,  sans  être  tangentes  en  ce  point,  on  pouvait  toujours  faire 
passer  une  surface  intégrale  et  une  seule,  pourvu  que  ces  courbes  soient  tan^ 
gentes  respectivement  aux  deux  directions  caractéristiques  de  l'élément 
qu'elles  déterminent  (  *  ). 

Ce  théorème  avait  de  nombreuses  et  importantes  conséquences  pour  la  théorie 
des  caractéristiques.  Peu  après,  une  modification  bien  simple  de  la  démonstration 
primitive  me  permettait  d'étendre  la  conclusion  au  cas  où  une  seule  des 
courbes  F,  F,  est  tangente  à  une  direction  caractéristique  (^). 

L^extension  de  la  méthode  et  des  résultats  à  des  cas  plus  généraux,  en  conser- 
vant rhypothèse  fondamentale  ou  une  hypothèse  analogue,  ne  présentait  pas  des 
difficultés  bien  sérieuses.  Parmi  les  différentes  applications  ou  généralisations,  je 
citerai  celles  que  Ton  doit  à  MM.  Beudon  (^),  Le  Roux  (*),  Hadamard  (*), 
Uiquicr  (•). 

Je  dois  rappeler  aussi  que  M.  Picard  a  traité  les  mêmes  problèmes  pour  une 
é(|uation  de  la  forme  s  =  /{x^  y^  z,  p,  q)  au  moyen  d'approximations  succes- 
sives, et  en  faisant  le  minimum  d'hypothèses  sur  la  fonction  y*  et  sur  les  condi- 
tions initiales  (^). 

Il  restait  donc  à  traiter  le  cas  général  où  aucune  des  deux  courbes  données  F,  F, 
n'est  tangente  à  une  direction  caractéristique.  La  solution  complète  paraît  offrir  des 
difficultés  beaucoup  plus  grandes  que  les  cas  particuliers  déjà  connus.  J'ai 
montré  le  rôle  important  que  joue  dans  cette  question  le  rapport  anharmonique 
des  tangentes  aux  deux  courbes  données  F»  F»,  et  des  tangentes  caractéristiques 


(*)  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dJrivées  partielles  du  second  ordre  {Comptes 
rendus,  t.  CXX,  i*'  avril  i8()5).  —  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre,  t.  J,  Chap.  \\\ 

(-)  Sur  la  détermination  des  intégrales  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  par 
certaines  conditions  initiales  (Comptes  rendus,  l.  CXXV;  -i  novembre  1897).  — Leçons 
sur  r intégration  des  équations  auv  dérivées  partielles  du  second  ordre,  l.II,  Chap.  X. 

{^)  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  l.  XXV,  p.  116. 

(*)  Journal  de  Mathématiques,  l.  VI,  5*  série,  p.  897. 

(*)  Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  XXIX,  p.  60.  —  Leçons  sur  la  propa- 
gation des  ondes  et  les  équations  de  l'Hydrodynamique,  1908  (passim). 

(*)  Acta  Mathematica,  t.  XXIII;  1900. 

(^)  Note  du  Tome  IV  des  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux,  1896. 
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issues  du  poinl  O  dans  l'élémenl  délermJné  par  les  tangentes  aux  deux  courbes  (  *  ). 

Le  présent  travail  esl  consacré  à  Tétude  du  problème  pour  une  équation  de  la 

forme 

.  d^z         _    d^z        ^d^z        .(  àz    àz\ 

àx^  Oxdy         ây*      ^  \     ^        dx    ày  ) 

les  coefficients  A,  B,  C  ne  dépendant  que  des  variables  x  ç,\.y. 

En  me  bornant  d'abord  aux  solutions  analytiques,  et  en  supposant  les  courbes 
données  réelles,  je  montre  que  les  résultats  obtenus  sont  absolument  différents 
suivant  que  l'équation  proposée  appartient  au  type  hyperbolique  ou  au  type  ellip- 
tique. Tandis  que  toute  équation  du  type  hyperbolique  admet  une  intégrale 
passant  par  deux  courbes  réelles  données  ayant  un  point  commun  O  sans  être 
tangentes  en  ce  point  (sauf  dans  un  cas  exceptionnel),  la  méthode  employée  est 
impuissante  à  établir  le  même  théorème  pour  une  équation  du  type  elliptique 
dans  le  cas  le  plus  général. 

Dans  un  second  Mémoire,  j'étudierai  le  même  problème  pour  une  équation  du 
type  hyperbolique  s=:.fi^x^  y^  ^^Pi  y)?  en  faisant  le  minimum  d'hypothèses  sur 
les  conditions  aux  limites.  Les  principaux  résultats  de  ce  travail  et  de  celui  qui 
le  suivra  ont  été  résumés  dans  une  Note  présentée  à  TAcadémie  des  Sciences 
{Comptes  rendus ^^\y\\\\  igoS). 

1.  Étant  donnée  une  variable  complexe  x^  nous  appellerons  domaine  (0(R) 
l'ensemble  des  valeurs  de  x  dont  le  module  est  inférieur  à  R.  Une  fonction  f{x)^ 
holomorphe  dans  ce  domaine,  est  déveioppable  en  une  série  entière  ordonnée 
suivant  les  puissances  positives  de  x  et  convergente  pour  tous  les  points  de  ce 
domaine.  Si  le  module  Ae  f{x)  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  [jl  dans  C£)(R),  le 
module  du  coefficient  c„  de  x'^  dans  celte  série  satisfait  à  l'inégalité 

r  étant  un  nombre  positif  quelconque,  inférieur  à  R.  On  en  déduit 


et  cette  inégalité  doit  être  vérifiée  par  tous  les  nombres  inférieurs  à  R,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait  aussi 


(*)  Sur  un  problème  relatif  à  la  détermination  des  intégrales  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  {Comptes  rendus,  t.  CXXI,  u  novembre  iSgS,  p.  671). 
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ou 

La  fonclion  — — —  est  donc  une  fonction  majorante  fouv  /(x)^  et  celle  con* 

'-R 

clusîon  n'exige  pas  que  la  fonction  /{x)  reste  continue  sur  le  cercle  C  de  rayon  R 
qui  limite  le  domaine  cD(R), 

Soient  de  même  x  et  y  deux  variables  complexes  indépendantes.  Nous  appel- 
lerons domaine  c£)(R,  R')  l'ensemble  des  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y  qui 
satisfont  aux  inégalités 


Si  une  fonction y(x,jK)  est  liolomorphe  dans  ce  domaine,  et  si  \/{^,y)\  reste 
inférieur  dans  (0(R,  R')  à  un  nombre  fixe  jjl,  on  voit  comme  tout  à  Thèure  qu'elle 
admet  comme  fonction  majorante  la  fonction 


{-i){'-i) 


Eu  effet,  soit  Cmn  le  coefficient  de  x^y^  dans  le  développement  de  /(^,  J^). 
On  a  toujours,  en  désignant  par  r  et  r-'  deux  nombres  positifs,  inférieurs  à  R  el 
à  R'  respectivement. 


<- 


ce  qui  peut  encore  s'écrire,  en  posant  /•  =  R  —  s,  /'=  R' —  s', 

(R  — e)'"(R'-£')''=r-^- 


Cette  inégalité  ne  peut  avoir  lieu,  aussi  petits  que  soient  les  nombres  posi- 
tifs e^  s\  que  si  l'on  a  aussi 

OU 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

2.  Soit  "^{x)   une   fonction  de  la  variable  complexe  x,  liolomorphe  dans  un 
cercle  G  de  rayon  R  décrit  de  l'origine  pour  centre.  Proposons-nous  de  déler- 
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miner  une  autre  fonction  f(^),  holomorphe  dans  le  voisinage  de  V origine, 
et  satisfaisant  à  la  relation 

(l)  (^{(XX)—  ^{X)=TZ{X), 

OÙ  a  est  une  constante  donnée,  dont  le  module  est  différent  de  V unité. 

Il  est  permis  de  supposer  |  a  |  >•  i ,  car  si  l'on  change  ^  en  —  dans  la  relation  pré- 
cédente elle  devient 


(3)  ç(^)-ç.(.)  =  -,r(^)-, 

c'est  une  relation  de  même  forme  que  la  première,  et  qui  s'en  déduit  en  rempla- 
çant a  par  ->  et  t^{x)  par  —  ''^f  ~~  )  '  ^^^  si  l'on  a  |  a  |  <  i ,  il  est  clair  qu'inver- 

est  >i. 


sèment 


I 

a 

Cela  posé,  soient 


(3)  t:{x)z=z  a^-fr  a^x  -{-  a,,r*-|-. .  .-h  a^j?"-!-. . ., 

(4)  ?(^)=  ^o-t-  ^1^  +  C,J?*4-.  .  .-h  CnX'^-\-,  . . 

■ 

les  développements  en  séries  entières  de  la  fonction  donnée  71(2;)  et  de  la  fonction 
inconnue  <f{x)^ 

En  remplaçant  f(a:),  <p(a:r)  et7u(j7)  par  leurs  développements  dans  la  rela- 
tion (i),  et  en  identifiant  les  deux  membres,  on  obtient  une  infinité  de  conditions 
que  l'on  peut  écrire 

(5)  c«(a'»— O^ûT;»  (/izzio,  1,  2,  ...,  00). 

La  première  de  ces  conditions,  qui  correspond  à  n  =  o,  se  réduit  à  «o  =  o»  Le 
terme  indépendant  de  x  dans  t^{x)  doit  donc  être  nul  pour  que  le  problème  soit 
possible,  ce  qui  était  évident  <7 /?r/or/,  et  le  coefficient  Co  de  ^{x)  reste  arbi- 
traire. Si  /i  >  I,  le  coefficient  c«  est  déterminé  et  a  pour  expression 

a'* 

(6)  ^»=z)r-rT- 


La  fonction  cherchée  'f  (^)  est  donc  déterminée  à  une  constante  près.   Pour 
fixer  les  idées,  nous  supposerons  'f  (o)  =  o;  nous  avons  alors 


anX'*^ 


(7)  ?(^)=i;ii.'=i 


n  =  l 
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La  série  ainsi  obtenue  est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R|a|  ayant  pour 
centre  J'origine. 

En  effet,  soit  r  un  nombre  positif  inférieur  à  R,  et  soit  M  un  nombre  positif 
supérieur  à  tous  les  produits  |  a,,  |  /".  La  série  (7)  admet  pour  fonction  majorante 
la  fonction 


(8)  ^(^)-27;7 


(|ai«-i) 

n=.-  l 


car  on  a  toujours 


la"  — I  l>|al"  —  I. 


Celte  série  (8)  est  convergente  pourvu  que  Ton  ait  \x\  <;r|a',  car  si  Ton  pose 

X  =^  r\'x\Zy  la  nouvelle  série 


2 


f»n 


0L\"  —l 


admet  pour  cercle  de  convergence  le  cercle  de  rayon  un  ayant  pour  centre  l'ori- 

gine,  le  rapport  ■ — rp —  avant  pour  limite  l'unité  lorsque  n  croît  indéfiniment. 

I  «  I        I 

Le  nombre  r  pouvant  être  pris  aussi  voisin  de  R  qu'on  le  voudra,  il  s'ensuit  que 
la  série  (7)  est  convergente  dans  le  cercle  G'  de  rayon  R|  a|  décrit  de  l'origine 
pour  centre.  Elle  ne  peut  être  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  supérieur 
à  R|  a  I  ;  autrement  (f(aj;)  —  'f(^)î  et  par  suite  7:(j7),  serait  une  fonction  holo- 
morplie  dans  un  cercle  de  rayon  plus  grand  que  R,  contrairement  à  l'hypolbèse.  La 
relation  (i)est  donc  vérifiée  par  la  fonction  obtenue  o[x)  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  de  module  inférieur  à  R. 

En  résumé,  pour  que  le  problème  proposé  admette  une  solution,  il  faut  et  il 
sujfit  que  l'on  ait  'n(o)  =  o.  Toutes  les  fonctions  répondant  à  la  question  s'ob- 
tiennent en  ajoutant  une  constante  arbitraire  à  la  fonction  ^(x)  définie  par 
la  série  (7). 

3.  Les  calculs  précédents  ne  s'appliquent  plus  lorsque  l'on  a  |a|  =  1 .  Nous  avons 
encore  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  a  est  racine  de  l'unité  ou  n*est  pas  racine 
de  l'unilé.  Supposons  a  racine  de  l'unité  et  soit  m  le  plus  petit  nombre  entier 
positif  Ici  quea'"  =  i.  Les  relations  (5)  font  connaître  c,i  lorsque  n  n'est  pas 
multiple  de  m,  mais  si  n  =1  pm,  le  coefficient  de  c,/  est  nul  et  la  relation  (5)  se 
réduit  à  a,t  ==  o.  Le  problème  n'est  donc  possible  que  si  tous  les  coefficients  apm 
de  'î^(x)  sont  nuls.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  la  série  '-oi^x)  obtenue  en  supposant  nuls 
tous  les  coefficients  Cpm  est  encore  convergente  dans  le  cercle  C  de  rayon  R.  Il 

suffit  de  reprendre  le  raisonnement  qui  précède  en  observant  que  —^ ne  peut 
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prendre  que  m  —  i  valeurs  (lidérentes  lorsque  n  n'est  pas  un  multiple  de  m.  En 
ajoutant  à  cette  fonction  ^{x)  une  série  entière  en  x^^  soit  A(^'"),  convergente 
dans  le  voisinage  de  l'origine,  on  obtient  encore  une  fonction  vérifiant  la  rela- 
tion (i).  Le  problème  admet  donc  une  inHnité  de  solutions  lorsque  tous  les  coef- 
ficients de  t:{x)  dont  l'indice  est  un  multiple  de  /?2,  y  compris  ao,  sont  nuls. 
Par  exemple,  si  a  =  —  i ,  l'équation 

q{—x)  —  'j^{x)  —  t.{x) 

n'admet  de  solutions  que  si  "^{x)  est  une  fonction  impaire  et,  dans  ce  cas,  elle  en 
admet  une  infinité. 

Lorsque  a  n'est  pas  racine  de  l'unité,  |  a  |  étant  égal  à  un,  les  équations  (5)  dé- 
terminent encore  les  coefficienls  c„,  si  l'on  a  «o  =  o.  Mais  la  méthode  précédente 
ne  suffit  pas  pour  décider  si  la  série  obtenue  est  convergente,  car  la  limite  infé- 
rieure de  I  a"  —  I  (  est  égale  à  zéro. 

Soit  a  =  e^',  le  rapport  —  étant  incommensurable.  La  relation  (5)  donne 


a 


H 


a 


n 


n 


./lO/ 


.  ,    nO  i         nO        .   ,    nQ 
2 1  sin  —  {  cos h  i  sin  — 

'2     12  2 


Pour  savoir  si  la  série  ^  c^x"  a  un  rayon  de  convergence  différent  de  zéro,  il 
suffit  d'examiner  si  la  plus  grande  des  limites  de  \/\  c„  |,  ou  de 


Vi  «/i 


^1 


sin 


fie 


a  une  valeur  finie.  Nous  supposerons  que  la  plus  grande  des  limites  de  y/|  a„  |  est 

égale  à  L,  et  que  la  plus  petite  des  limites  de  ^\  a»  \  est  un  nombre  positif  /,  de 

sorte  que,  à  partir  d'une  valeur  assez  grande  de  tï,  v^I  ^«  I  ^'estera  compris  entre 
deux  nombres  positifs  m  et  M.  C'est  un  cas  qui  se  présente  fréquemment  dans  la 
pratique. 

Gela  posé,  soit  |x  la  plus  petite  des  limites  de  i  /   sin  —   «Si  jx  =  o,  la  série 

^C/ï^r"  est  toujours  divergente,  sauf  pour  x  =  o.  En  efTel,  e  étant  un  nombre 
positif  arbitraire,  on  a,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 


<£ 


ou 


sin 


n 


0 


<ê" 


M^ 
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D'aalre  part^  on  a,  pour  ces  valeurs  de  n, 


V  I  «/»  I  >  w         ou         I  ««  I  >  nt". 

Le  modale  \cn\  est  donc  supérieur  à  (  —  \    pour  une  infinité  de  valeurs  de  n, 

au5si  petit  que  soit  e.  La  série  \^  c^  j?"  est  donc  divergente,  sauf  pour  x  =  o. 
Au  contraire,  si  a  est  positif,  à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  on  aura 


V     .     nO 

1/    sin  — 
V  2 


>  f/'  >  o, 


'±  élini  un  nombre  positif  inférieur  à  [x.  Comme  on  a,  d'autre  part, 

c:M, 


I  »  ' 


M  /•; — :- 


|H>urvu  que  n  soit  supérieur  à  un  nombre  N,  on  voit  qu'à  partir  d'un  certain  rang 
I\mi  u  toujours 


« 


M 


V  l 'n  \<~,        et 


Ijk  série  \]  CnX"  sera  donc  certainement  convergente  si  Ton  a 


kl< 


M 


Dans  le  cas  général  considéré,  on  voit  que  la  conclusion  dépend  uniquement 


de  la  plus  petite  des  limites  de  l'expression  i/\  sin  —  ,  c'est-à-dire  de  l'angle  Q, 

el  non  de  la  série  donnée  7r(j7). 

Les  reman|ues  suivantes,  que  je  dois  à  M.  Hadamard,  permettent  de  trouver 

aisément  des  valeurs  de  w  pour  lesquelles  la  plus  petite  des  limites  de  ^  jsin/2a>  | 
es!  égale  à  zéro,  et  d'aulres  pour  lesquelles  il  n'en  est  pas  ainsi. 

i'*  Supposons  que  l'incommensurable  —  soit  un  nombre  algébrique  de  degré  d, 

i  m 

D'aprrs  un  théorème  du  à  Liou ville,  on  a,  n  et  k  étant  deux  nombres  entiers 

k       ,  . 

quelconques  tels  que  la  fraction  —soit  comprise  dans  un  intervalle  (a,  p)  ren- 

lermanl  -i  1  inégalité 


i» 


(e) 


n Â^ 

77 


> 


n 


(1-1 


\  étant  un  nombre  fixe  qui  ne  dépend  que  de  Tintervalle  (a,  p).  A  tout  nombre 
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entier  positif  n  faisons  correspondre  le  nombre  entier  k  compris  entre  n 

et  /i — I — >  de  façon  que  Ton  ait 

TT         2  '        ^ 


et  par  suite 


W  I  ,  G)  I 

n <  A'  <  /2  — I —  > 

TZ  1  TT  2 


&)             1             A'           Gi)             I 
<-<-H 

TT  2/^  Il  TZ  2/i 


La  fraction  —    est  donc   comprise   dans  Tintervalle  ( >  — I — )»   et  le 

n  ^  \7r  2       TT  2/ 

nombre  A  qui  figure  dans  Tinégaiité  (e)  est  fixé  par  là  même.  D'après  la  façon 
dont  on  choisit  le  nombre  Ar,  on  a 


n 
on 


A 


n—  —  A" 

TT 


I 


n 


on  en  déduit  que  Ton  a  aussi 

|sin/iw|>sin^^-^j. 

Lorsque  n  augmente  indéfiniment,     ^  ^  tend  vers  zéro;  à  partir  d'une  valeur 
de  n  assez  grande,  on  aura  donc,  X  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité, 

,    .  ,      ).A7r 

|sin/ia)|>^^ 

et,  par  suite, 

«  r — : r  y  ).  A  TT 

n  " 

Lorsque  n  croît  indéfiniment,  n  "    tend  vers  l'unité  (car  son  logarithme  tend 

vers  zéro);  comme  |sin/ito|  est  <;i,  on  en  conclut  que  y^|sin/iw|  a  pour  limile 
l'unité. 

Lorsque  -  est  un  nombre  alîjébriquc  non  rationnel,  la  série   7  -: — - — x'*  a  donc 

le  même  rajon  de  convergence  que  la  série  \^  anX'^. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  une  infinité  de  nombres  transcendants.  On  sait, 
Fac,  de  T,,  2*  S  ,  V.  53 


4 


i4 
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en  eiïet,  qu'il  existe  une  infinité  de  nombres  transcendants  a  tels  que  Ton  ait 


7 


> 


lOOOOr/* 


c|iicls  que  soient  les  nombres  entiers  /?  et  </  (').  Si  le  rapport  -  est  égal  à  un  de 

ces  nombres  transccnclantr>,   les  raisonnements  qui  précèdent  s'appliquent  sans 

modification,  et  l'expression  ^^|sin/ia)|  a  pour  limite  l'unité. 

2°  Pour  que  la  plus  petite  des  limites  de  ^/|sinwco|  soit  zéro,  il  faut  et  il  suffit 
<|ue  Ton  ait,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /i, 


(e') 


6) 

n  - 

T. 


A    <z\ 


k  étant  entier  et  s  désignant  un  nombre  positif  arbitraire.  On  déduit  en  effet  de 
cette  inégalité,  en  supposant  *  <C  2? 


I  sin/io)  I  <  sin(7r£'»)  <  tts'* 


vi  par  suite 


Vl  sin/tG)  I  <,tT." . 


Supposons  (o>>o;  si  l'incommensurable  -  est  réduit  en  fraction  continue, 
on  a 


7^ 


0) 

'h  -  -  Py 


4. 


< 


'A+. 


—  et  — —  étant  deux  réduites  consécutives.  Pour  que  l'inégalité  {e')  ait  lieu  pour 

une  infinité  de  valeurs  de  /?,  aussi  petit  que  soit  £,  il  suffira  que  l'on  ait,  pour  une 
infinité  de  valeurs  <le  Teulier  X, 

A  étant  une  fonction  de  A  qui  augmente  indéfiniment  avec  \.  On  peut  évidem- 
ment satisfaire  à  cette  condition  d'une  infinité  de  manières.  Il  y  a  donc  une  infi- 
nité de  nombres  transcendants  j3  tels  que,  si  l'on  pose  (0  =  tî^,  la  plus  petite  des 


/l'i 


limites  de  ^/|siu/i(o|  soit  égale  à  zéro.  On  voit  aisément  qu'il  existe  une  infinité 
de  nombres  transcendants  de  cette  espèce  dans  tout  intervalle. 
Pour  ces  valeurs  de  to,  la  série 


2 


^1 

sin  niù 


JC' 


(  '  ;  E.  BoRbL,  Leçons  sur  la  Théorie  des  fondions,  p.  "Ji. 
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sera  divergente,  sauf  pour  x  =  o,  si,   à  partir  d'une  valeur  assez  grande  de  n, 
y  \a„  I  reste  supc^rieur  à  un  nombre  fixe  m  >>  o. 

4.  Nous  avons  encore  à  traiter  deux  problèmes  préliminaires  analogues  au 
premier. 

Soit  F(x,  y)  une  fonction  holoniorphc  des  variables  indépendantes  x  et  y 
dans  le  domaine  du  point  x=::  o^  y  =  o.  Déterminer  une  fonction  holo- 
morphe  o[x)  de  la  variable  x^  et  une  fonction  holomorphe  ^{y)  de  la  va- 
riable y,  de  telle  façon  que  la  fonction 

z  =  Y{x,y)^^{x)-^^{y) 

se  réduise  identiquement  à  zéro  quand  on  y  remplace  y  par  x  ou  par  ax, 
a  étant  une  constante  dont  le  module  est  différent  de  l'unité. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  |a|>>i.  Choisissons  un  nombre  positif  1\ 
assez  petit  pour  que  la  fonction  ¥{x^y)  soit  holomorphe  dans  le  domaine 
(ô(R,  |a|R)  ou,  plus  simplement,  cô(ll),  défini  par  les  inégalités 


l^-|<R,         L>-|<R|a|, 


et  que  \V{x,y)\, 


âx 


ày 


restent  inférieurs  respectivement  à  trois  nombres 

fixes  [X,  UL|,  [x-j,  lorsque  les  variables  x  el  y  satisfont  aux  inégalités  précédentes. 
Les  deux  fonctions  ç(x)  et  i^iy) 


-4-  00 


n=0  n— 0 

doivent  satisfaire  aux  deux  équations  de  condition 

(9)  Y{x,x)     -f.  9(a;) -ha;(^)    =  o, 

(10)  F(.r,  eux)  -i-<p(^)H-'|(ajr)  — o. 

Soient 


-f-  ao  -+-  • 


(II)  F(.r,  x)^^anX",  F(x,  a^)— ^^,,0:"; 


/t  — .  0  /i  rr  0 


lorsque  l'on  a  |x|<;R,  |ax|  est  <;Rla|,  et  les  deux  fonctions  ¥{x^x)^ 
F(x,  (tx)  de  la  seule  variable  x  sont  holomorphes  dans  le  cercle  C  de  rayon  R 
décrit  de  l'origine  comme  centre.  De  plus,  le  module  de  chacune  de  ces  fonctions 
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reste  inférieur  à  u,  et  l'on  a,  par  conséquent  (n"  1), 

Les  conditions  (9)  et  (10)  développées  conduisent  aux  relations  suivantes,  pour 
déterminer  les  coefficients  inconnus  Cn  et  dnt 

Cn  •+■  dn  -t-  «/»  =  O,  Cn'\-  d ,^  3t'*  -+-  ^^  m  O. 

On  a  évidemment 

«o  =  F(o,  o)  =  ^o» 

et,  pour  n  =  o,  les  deux  relations  précédentes  se  réduisent  à  une  seule 

Co  -H  c^o  -+-  ^0  =  o« 

Or,  on  ne  change  pas  le  problème  en  retranchant  de  Y(x^y)  une  constante  arbi- 
traire K,  à  condition  d'ajouter  à  '^(^x)  et  à  '\{^y)  deux  autres  constantes  dont  la 
somme  est  égale  à  K.  Pour  achever  de  préciser  le  problème,  nous  supposerons 
que  les  trois  fonctions  F(a:,y),  o(x),  ^0')  sont  nulles  pour  a:  =y  =  o;  on  aura 

donc 

Cy  —  c^o  =  o. 

Pour  n  >  o,  les  coefficients  c„  et  d,i  ont  les  valeurs  suivantes  : 

/,2\  ^  ^/i  —  «/,  a"  ^  ^n—  ^n 


«"  —  i  a"  —  I 


D'après  les  formules  (12),  on  a 


Lorsque  n  croît  indéfiniment,  les  deux  expressions  - — et  - — \— —  tendent 

^  ^  |a|'»  — I        |a|"--i 


vers  Tunité  puisque  nous  avons  supposé  |  a|  >  i .  Soit  K  un  nombre  positif  satis- 
faisant aux  deux  conditions 


«l''  +  '<K,  ,4?^<K. 


pour  toutes  les  valeurs  positives  du  nombre  entier  n. 

Les  séries  '^{x)  et  if  {y)  admettent  respectivement  pour  fonctions  majorantes 
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les  deux  séries 


+  00  +00 


(.4)  *(^)  =  2lF-^'''       **(•>')  =  2  ifi]^/"- 


n=i  n=l 


La  série  o(x)  est  donc  convergenle  dans  le  cercle  de  rayon  R,  et  la  série  ^(  v) 
dans  le  cercle  de  rayon  R|a|,  et  la  fonction  obtenue 

est  holomorphe  dans  le  même  domaine  (£>  que  la  fonction  F(jr,  j). 

5.  Nous  aurons  besoin  pour  la  suite  d'avoir  des  limites  supérieures  des  mo- 
dules de  ces  deux  fonctions  <f(x),  ^{y)j  et  de  leurs  dérivées  ?'(^),  ^'(>')>  dans 
les  domaines  précédents.  On  les  obtient  aisément,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (9)  et  (10). 


Supposons  d'abord 


on  a  évidemment 


i-i:-"  • 


«■' 


?(-)l<*(i^) 


c'est-à-dire 


+  00 


n  =  l 


D'autre  part,  si  nous  changeons  x  en  eux  dans  l'équation  (9),  elle  devient 

F{(xx,  (xx)  -h  if{ixx)  -h  ^{ixx)  =L  o, 

et  cette  relation  a  lieu  pourvu  que  l'on  ail 

H 


laj^l  <  R        ou         |-ï*|  < 

En  retranchant  l'équation  (10)  de  cette  nouvelle  relation,  il  vient 

<^((xx)  =  (^{x)-h¥{Xf  oljc)  —  F{ixXf  «j). 

Lorsque  |;r|  est  <] — f>  |  ajc|  est  <^  RetlesdeuxfonctionsF(j?,  ax),  F(ajr,aj:) 


ont  leurs  modules  inférieurs  à  a.  On  a  donc 


^  '         a    —  I  *        *   (  I  a|  —  I  ) 
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lorsque  |  olx\  est  inférieur  à  R.  Cela  revient  à  dire  que  Ton  a 

('5)  |9(j;)|</xJ2+  i^prij' 

lorsque  I  X  \  est  plus  petit  que  R. 
On  a  de  même,  si  |  x  |  <C  R, 

c'esl-à-dire 


al'*  ~  lai  — I 


'^(^)i<2 

/i=rl 

D'autre  part,  on  tire  des  relations  (9)  et  (10) 

^{oLx)  rz  '|(j:)  -h  F(.r,  x)  —  y{Xy  OLx); 

lorsque  \x\  est  <;  R,  \'^^\  est  <^  R  j  a |,  et  l'on  a  encore 
Cela  revient  à  dire  que  l'on  a 

(16)  VHy)\<À^'^     ^ 


\  |a|-i 

lorsque  \y  \  est  inférieur  à  R  |  a  |. 

Cherchons  encore  une  limite  supérieure  du  module  de  ^'{x)  el  de  *yO).  I-a 
fonction  ^'{x)  a  pour  fonction  majorante 


-+-  «o 


*'(-)-i;i^-"-v 


/!=! 


et,  par  conséquent,  si  |  a"  )  est  <^  -j — -y 

^  I 


-f-  go  -f-  90 


n  =  l  /i  =  l 

D'autre  part,  on  tire  de  l'une  des  relations  écrites  plus  haut 

a9'(ajr)  =  <^' {x)  4-  Fi(x,  olx)  -h  aF^(ur,  aj?)  —  aFi(aj7,  olx)  —  aF'^Caj^,  ax), 

où  F^(^,  ao:)  représente  la  dérivée  F'(j7,j')  où  l'on  aurait  remplacé^  par  'xx  aprôs 
la  difTérentiation. 
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Si  l'on  suppose  |j^|  <C  ] — :»  1  a|j?esl<;H,  et  les  modules  des  fonctions  F^(.r,aj:), 

F^(ax,  ^x)  sont  inférieurs  à  uL|,  ceux  des  fonctions  F'.(j:,  ax),  F' (ajc,  7.x)  infé- 
rieurs à  aj.  On  a  donc,  pourvu  que  \  x  \  soit  <[  1  R  |, 


/xK 


i?'(^)i<i7i|ir 


ou 


('-) 


(i«i-')* 


|al  ;2fx,  -hfA, }  -i-fi, 


,,     .  ,       uK         la  I  +  la 


La  fonction  '^' {x)  admet  de  même  pour  fonction  majorante  la  série 


h  m. 


nixK 


^■^-^-llëfTr-'- 


/•  =  ! 


Si  Ton  suppose  |  ^  ]  <C  R,  on  aura  donc 


-t-flO 


yv^;i^   1;    ^|a|'»—    R    (|a|-i)î 


D'autre  part,  de  la  relation 


^{(xx):=dt{x)  -{-Fix,  x)  —  F(x,(xx) 


on  tire 


cx^y((xx)  z=^'{a:)  -h  ¥'jc{x,  x)  -h  Fy{Xf  x)  —  Fi(j7,  (xx)  —  aFJ.(x,ax). 

Lorsque  [j:  |<  R,  laa:|  est  <  |a|  Il  et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  de  y 
telles  que  |^  |  <  |  a  |  R,  on  a 


I    (/xK 


«r- 


|«|(   R    (|al-,r"^'^*"^^^"^^^'^"» 


on 

(.8) 


lf(y)l< 


I 


I  4--    a 


La    fonction    -  =  F(:r,  j^)-|- 'f  (^)  + 'i  (  J')    est    donc    holomorphe    dans    le 
domaine  cd  et  Ton  a,  dans  ce  domaine, 


^i<4'-*-r«i^] 


El 
dv 


et. 


H-  jEX,  (  2  -H 


(^ 


lai) 


uK 


2/*! 


R    (|a|-i)'        |a| 


•(^■^1^) 
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Ces  inégalités  peuvent  s'écrire  sous  forme  abrégée 


(«9) 


(  I  ^  I  <  A/x, 


ôx 

âz 
i)y 


U 


<  -.^  +  C/Xi-t-  DjULj, 


<E|^-t-F|[x, -h  G/x„ 


A,  H,  C,  D,  E,  F,  G  étant  des  constantes  positives  dont  on  a  trouvé  l'expression, 
qui  ne  dépendent  que  de  |  a|  (')., 


6.  Le  second  problème  préliminaire  que  nous  avons  encore  à  traiter   est  le 
suivant  : 

Soit  /{x,  y)  une  fonction  holoniorphe  dans  le  domaine  du  point  x  =zy  =  o. 
Déterminer  une  intégrale  de  Inéquation 


(20) 


ÔX  ÔY 


/(^,J) 


qui  s^  annule  identiquement  quand  on  y  remplace  y  par  x^  ou  par  olx,  ol  étant 
une  constante  dont  le  module  est  plus  grand  que  l'unité. 

Désignons  toujours  par  (0  (il)  le  domaine  défini  par  les  inégalités  |  :r  |  <;  K, 
I  l'I  <;  |a|R;  nous  sup|)Osons  que  la  fonction /(x,j^)  est  holomorphe  dans  ce 
domaine  et  que  \/{^fy)  \  reste  inférieur  à  un  nombre  positif  M  pour  toul  point 
de  cO.  L'équation  (20)  admet  l'intégrale  particulière 


(21) 


F(^,y)=/     dx  I   /{x,y)dy. 


qui  est  holomorphe  dans  le  même  domaine  et  qui  s'annule  pour  x  =  Oj  quel  que 
soit  j',  et  pourj'  =:  o,  quel  que  soit  x.  De  la  formule  (21)  on  tire 


(22) 


^  =XV(-,y)^/,       g  ^J^/{^.y)cix 


(  1  )  Lorsque  2  est  de  la  forme  a  =  e^',  Tangle  0  étant  incommensurable  avec  tz,  et  tel  que 
la  limite  de  1/ 


V 


/jO 


sin 


•2 


soit  l'unité  pour  n  infîni,  les  deux  séries  obtenues  pour  ^(t)  et 


^(y)  sont  encore  convergentes  dans  le  cercle  de  rayon  R,  mais  les  formules  qui  donnent 
les  limites  supérieures  de  l«p(^)|,  \o'(x)\,  \^{y)\,  \y{y)\  dans  ce  domaine  deviennent 
illusoires. 
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Si  le  point  {x^  y)  est  situé  dans  un  domaine  (C)(/')  défini  par  les  inéga- 
lités |a:|  </•,  |y  I  <  I  tf  l 'S  où  rSR,  on  a  dans  ce  domaine,  d'après  les  for- 
mules (22), 

()F 

ày 


dV 


dx 


<  M  I  a  I  /•, 


<Mr 


et,  par  suite, 


|F(^,y)|<M|al/'. 


Toute  autre  intégrale  de  Téquation  (ao)  est  donnée  par  la  formule 


(23) 


5  =  F( j?,  y) -h  9  ( J7) -+- iK  j), 


'>f{x)  et  'ff{y)  étant  des  fonctions  arbitraires,  et  il  n'jr  a  plus  qu'à  choisir  ces 
fonctions  de  façon  que  l'intégrale  ainsi  obtenue  s'annule  identiquement  quand  on 
y  remplace^'  par  x  ou  par  ax  :  ce  qui  fait  précisément  l'objet  du  problème  pré- 
cédent. Nous  avons  vu  comment  on  pouvait  obtenir  une  intégrale  satisfaisant  à 
ces  conditions,  et  holomorphe  dans  le  même  domaine  (ô(R)  (\\xe  f{x^y).  Pour 
avoir  une  limite  supérieure  du  module  de  cette  intégrale  z  dans  le  domaine  (v)(r), 

ainsi  que  des  modules  des  dérivées  partielles  -y^j    t^>  il  suffira  de  remplacer,  dans 

les  formules  (19),  R,  [x,  [Xi,  [x^  par  r,  Mjalr-,  M|a|/',  Mr  respectivement.  On 
aura  donc,  dans  le  domaine  (0(/*), 


(24) 


^1<MH/S 


ôx 


<MH,r, 


dz 

ày 


<MH,r, 


H,  H|,  H2  étant  trois  constantes  positives  qui  ne  dépendent  que  de  |  a  |. 


7.  Arrivons  maintenant  au  problème  qui  est  Tobjet  essentiel  de  cette  étude. 

Soient  f{xy  y^  z,  /?,  q)  une  fonction  des  cinq  variables  x,y^  z,  /?,  <jr,  régu- 
lière dans  le  voisinage  des  valeurs  x=:^y=^z=:pz=q^=o,  et%  une  constante 
dont  le  module  est  supérieur  à  i  ;  trouver  une  intégrale  de  f  équation 


(a5) 


dx 


'J_  _     (  ^    ^\ 


qui  soit  régulière  dans  le  domaine   du  point  x  ^=  y  =  o,  et  qui  s'annu/e 
identiquement  quand  on  y  remplace  y  par  x  ou  par  a.x. 

Pour   fixer  les  idées,   supposons  que  la   ioncùon  f{^x,  y,  z,  p,q)  soil  holo- 
morphe dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités 


Fac.  de  T.,  j-  S.,  V. 


|5|<Z,  I/>1<1>, 


54 


/|22 
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R,  Z,  P,  Q  élant  des  nombres  posilifs,  et  que  dans  ce  domaine  le  module 
Ae  fix^  y,  z^  p^q)  reste  plus  petit  qu*uu  nombre  positif  JVI.  Posons  -5o=o,  cl 
considérons  les  équations  successives 


d^z, 


ôœ  ôy 

(Y-z^ 
d.cdy 


—/(•^,J,  0,0,0), 


(26; 


Ai  - 


dura  y 


—   f  (  r^     V     -  ^^«-1       ^^^w-A 


en  imposant  à  toutes  les  fonctions  z^^  z^t  »  *  ,f  z,,,  ...  la  condition  de  s^annulcr 
pour  j>^  =:  X  et  pour  y  =  olx.  Supposons  que  dans  le  domaine  oO(R'),  où  IV ^  11, 
on  ait 


(«-) 


alors  la  fonction 


|5„_,  |<Z,         |/>„_,  |<P,         l7«-il<Q. 


y(<3?,  y, -3,1    ,,/>,!_!,  ^„_|  ) 


sera  holomorplie  dans  ce  domaine  (ô  (IV),  et  son  module  restera  inférieur  à  M. 
Il  s*ensuit  que  la  fonction  Zn  sera  elle-même  holomorplie  dans  (v)(R'),  et  Ton 
aura  dans  ce  domaine 

I^.KMU'MI,         |y?J<MR'If„        l^^l  <MR'H,. 

Si  Ton  a  choisi  R'  assez  petit  pour  que  Ton  ait  à  la  fois 

MR'IKZ,        MR'lf,<P,        MR'H,<Q, 

la  fonction  Zn  satisfera  aux  mêmes  inégalités  (27)  que  ^/i-i;  on  peut  donc  ima- 
giner que  Ton  continue  indéfiniment  les  opérations  précédentes,  et  Ton  obtient 
ainsi  une  suite  indéfinie  de  fonctions 


(28) 


0»       *'i>       ^^i» 


•  > 


"^/l  — M        *'/M        *'/#-»-l>         •  •  •> 


qui  sont  liolomorphes  dans  le  domaine  (D(R'),  et  qui  s'annulent  identiquement 
quand  on  remplace  y  par  x  ou  par  xx.  Chacune  d*elles  satisfait,  dans  le 
domaine  (E^(R'),  aux  conditions 


5/ 1  <  Z, 


âz, 
â,v 


<l\ 


dzj 


<o. 
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Pour  reconnaîlre  si  z,i  lend  vers  une  limite  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
il  suffit  d'examiner  si  la  série 

est  convergente.  Or  on  déduit  des  équations  (26) 

^1/5   z  _  ) 

(29)       ~dxdy     ^    ~^^^''  y^  -«-1» />/*-!»  ln-x)—f{oc,y,  x;„_5,/>„_2,  q„  .  j); 

le  second  membre  de  celle  formule  est  liolomorphe  dans  le  domaine  (O(R'),  et  il 
est  facile  de  Irouver  une  limite  supérieure  de  son  module.  On  peut,  en  effet, 
d'après  le  théorème  des  accroissements  finis  généralisé,  trouver  trois  nombres 
positifs  constants  U,  V,  W  tels  que  l'on  ait 


\f(^>    Vf  -«-l>  />«-!!  Çn-l)  —  J\^'y  J  y  -=/!-  U  Pn-U  7«-î) 

lorsque  x^y^  z„^%^  ^n-2f  pn-ij  Pn-n  7/<-i»  Çh~2  satisfont  respectivement  aux  iné- 
galités 

I  j:  |<  R',  I  /  1  <  ;  «  I  H',         \z„^,\<Z,         1  3«_,  I  <  Z, 

Pn-l  \<l\  I  Pn-,  |<  I\  I  7«-l  t  <  Q»  I  7n-t  \  <  Q- 


Soit  7c„_|  une  linriite  supérieure  du  module  des  trois  différences  z,,_i — z,i_'2y 
Pn-\  — pn-it  ^n-\  —  ^«-2  dans  le  domaine  (O(R').  D'après  l'inégalité  précédente, 
on  a,  dans  le  même  domaine, 

l/(-^>  yy  -«-1»  Pn     u  7/*->)  — /('^%  y>  -/*--2»  Pn    ly  7«-î)  I  <  (  t»  "H  V  4-  W)  Tr,,-,. 

Or,  l'intégrale  considérée  z^  —  :?„_,  de  l'équation  auxiliaire  (29)  est  nulle 
pourj'  =  x  et  pour^'  =  ax.  Il  s'ensuit  que  dans  un  domaine  (ô(r),  011  /'^R', 
on  a  les  inégalités 

^,1  --«-,  |<  (U  +  V  4-  W)7r„_,/-*H, 
Pn  —  Pn-\\  <(U-+- V  -f- W)t:;,_i  rH,, 
7«  -  7/1-1  |<  (U  -+-  V  -+-  W)  t:.,_,  rH,. 


Choisissons  /*  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

(U  4-  V  -h  W)  r'H  <  \         (U  -f-  V  -h  W)rH,  <).,         (U  -+-  V  -h  W)rH,  <  X, 

A  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  l'unité.  Alors,  en  désignant  par  iZn  '&  limite 
supérieure  des  trois  différences  |  z,!  —  -s^.il,  \pn — pn^\\i  |  ?/#  —  Q't-\\  pour  un 
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point  {x,y)  du  domaine  (0(/'),  on  aura,  diaprés  ce  qui  précède, 
et,  par  suite, 

1-/.  — -«-il  <7ri^*,  \Pn—Pn-i\  <îriX«,  Iç^it  — 7/1-1  I  <7riX", 

7C|  étant  le  plus  grand  des  trois  nombres  Z,  P,  Q  définis  plus  haut.  Il  en  résulte 
que  les  quatre  séries 

7o-H  (7i  — 7o) -+■•••-+- (7/»  — 7/1-1  )  -H-    -, 


dxOy 


\dwrjy        dxdy) 


sont  uniformément  convergentes  dans  le  domaine  (î)(r).  Si  iù{x^y)esl  la  somme 
de  la  première,  les  sommes  des  trois  autres  sont  respectivement -t—>  -r^> 


ÔJC    ôy    dx  dy 
La  relation 

devient  donc  à  la  limite,  quand  on  fait  croître  n  indéfiniment, 


ôx  ôy 


Cette  fonction  (i>(;r,  j^)  est  holomorphe  dans  le  domaine  (£)(r),  et  elle  s'annule 
quand  on  y  remplace  y  par  x  ou  par  clx^  puisqu'il  en  est  ainsi  de  tous  les  ternies 
de  la  série 

elle  satisfait  donc  à  toutes  les  conditions  de  Ténoncé. 

La  solution  de  Téquation  (25),  dont  on  vient  de  démontrer  Texistence,  est 
développable  en  série  entière,  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  des 
variables  x  et  y.  On  peut  calculer  les  coefficients  de  ce  développement  par  une 
méthode  directe,  sans  passer  par  les  fonctions  intermédiaires  ^i,  2^,  •  •  • ,  z,,^  • .  . 
On  sait,  en  efiet,  que  Téquation  (aS),  jointe  à  celles  que  Ton  en  déduit  par  des 
difi^érentiations  successives,  permet  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partielles  /?,a 
(où  /l>  o.  A"  >>  o)  au  moyen  de  x^  y,  z  et  des  dérivées  p,io  et  /?o„,  où  n  est  au 
plus  égal  à  t-f-Ar  —  i.  Supposons  que  l'on  ait  évalué  les  valeurs  initiales  pour 
X  =  y  =^  o  de  toutes  les  dérivées  d'ordre  inférieur  à  w  de  l'intégrale  cherchée. 
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On  connaîtra  par  là  même  les  valeurs  initiales  des  dérivées  pn-\,{t  Pn-2,2i  •  •  •  ? 
Pi.n^i'  Pour  calculer />/,o  et/?o#i,  remarquons  que  le  p;roupe  des  termes  de  degré  n 
dans  le  développement  de  l'intégrale  cherchée  est  égal  à 


n 


et  le  coefficient  de  x"  doit  être  nul  quand  on  y  remplace  y  par  x  ou  par  ax.  On  a 
donc  deux  équations  de  la  forme 

K  et  K|  ne  dépendant  que  des  autres  dérivées  d'ordre  /i,  pn-.\,\^  Pn-2,it  •••? 
P\^n^\'  Puisque  a  n'est  pas  racine  de  l'unité,  on  en  déduira  /?,/o  et  /?ow  On 
pourra  donc  calculer  de  proche  en  proche,  sans  être  jamais  arrêté,  les  coefficients 
du  développement. 

Il  esta  remarquer  que  ce  développement  existe  toujours,  et  qu'il  est  unique, 
pourvu  que  a  ne  soit  pas  racine  de  l'unité,  alors  même  que  l'on  aurait  |a|  =  i. 
Mais  la  convergence  n'est  démontrée  jusqu'ici  que  si  Ton  a  |  a|  >  i;  nous  allons 
voir  tout  à  l'heure  qu'elle  l'est  aussi  si  |  a  |  <<  i . 

La  démonstration  de  la  convergence  par  la  méthode  habituelle  des  fonctions 
majorantes  présenterait  dans  ce  cas  des  difficultés  spéciales,  car  les  expressions 
des  dérivées  p^n^  Pno  ^^  fonction  des  précédentes  ne  s'obtiennent  pas  par  des 
additions  et  des  multiplications  seulement.  L'emploi  des  approximations  succes- 
sives nous  a  permis  d'éviter  ces  difficultés. 

8.  Nous  allons  maintenant  généraliser  le  résultat  obtenu,  en  remplaçant  les 
conditions  limites  considérées  jusqu'ici  par  d*autres  d'un  caractère  moins  parti- 
culier. Tout  d'abord,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  une  intégrale  de 
l'équation  (aS),  régulière  dans  le  domaine  du  point  x  =  y  ^  o,  et  s'annulant 
identiquement  quand  on  y  remplace  y  par  ex  ou  par  c'^,  c  et  c'  étant  deux 


c' 


constantes  telles  que    —    soit  différent  de  l'unité.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 


c' 


c 


>>i;  si   l'on  fait  le  changement   de  variable  cx  =  x'j   l'équation  (25)  est 

remplacée  par  une  équation  de  même  forme  et  l'intégrale  de  la  nouvelle  équation 

c' 
doit  s'annuler  identiquement  quand  on  y  remplace  y  par  x^  ou  par— x';  nous 

sommes  donc  ramenés  au  problème  particulier  qui  a  été  traité. 
Soit,  en  second  lieu,  à  déterminer  une  intégrale  de  l'équation 
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courbes  planes  C,  C 


C;,r™7:(.r),         C,  ÎJ  =  7:,(.r), 


soient  remplacées  par  deux  lignes  droites 


C\y=y.r\         C\\y^.y,.r\ 


7» 


soit  difTércnl  de  Tiinilé.  On 


V,  V,  élant  deux  coefficients  constants,  lels  cpie 

peut  évidemment,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  v,  =  1 . 

Pour   que  la  transformation  (3i)   change   la  courbe  C  en  la  courbe  C  el  la 
courbe  C|  en  la  courbe  C, ,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 


el,  par  suite, 

(33) 


«l»(7:(^))=-/F(.r),         *(7r,(x))r=F(x). 


*(-(■'•))  =  -/*;-.(-r)), 


Cette  dernière  relation  ne  renferme  plus  qu'une  fonction  inconnue  4>,  puisque 
—  (.r)  et  'îîi(^)  sont  des  fonctions  connues  de  a:;  parlivpolhèse,  ces  deux  fonctions 
sont  développables  en  séries  entières 

t:  (  X  )  =:  a,  .r  H-  rtj .r*  -h . . .  4-  rt;,  wT"  4- . . . , 

I.  es  deux  coefficients  a^  et  6|  n'étant  pas  nuls.  Si  nous  posons  r:,  (x)  =  X,  invcr- 
s^ement  x  est  une  fonction  holomorphe  de  X  dans  le  voisinage  de  X  =  o, 

•2'  —  "j~  .\  ~T~  5C«  /\  "  -\~  •  •  •  f 

c^  t  7î(^')  se  cliange  à  son  tour  en  une  fonction  holomorphe  w(X) 


0) 


(  \  )  =  ;i,  X  -+-  [3,  X»  H- . . .  -i-  ;3„  X"  + . . . 


le  premier  coefficient  |i|  élant  égal  à  — '  •  La  relation  (33)  prend  la  forme 


(.3^) 


*^..(X))  =  y*(X). 


Nous  voulons  montrer  que  Ton  peut  satisfaire  à  cette  relation  en  prenant  |)our 
<I>(X)  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  de  l'origine 


a»(  \  )  1-  A,  X  -+-  A,X*-+- ...  -4-  A«X"  4-  . . ., 

Fac.  de  T.,  2'  S.,  V. 
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Uolomorphe  dans  le  domaine  du  point  J7  =  r  =:  o,  se  réduisant  à  une  fonction 
donnée  o{x)  quand  on  remplace  y  par  ex  et  à  une  autre  fonction  donnée  *\{x) 
quand  on  remplace  y  par  c'  x. 

Les  deux  fonctions  o(^),  ^(-z*)  sont  supposées  holoniorphes  dans  le  voisinage 
de  l'origine  et  satisfont  à  la  condition  ç(o)  =  '^(o);  '^     plus  nous  supposons, 


c 
c 


est  dilférent  de  l'ur* 


comme  tout  à  Tlieure,  que 

rinlégrale  cherchée  et  de  ses  dérivées  partiel' 
immédiatement  parles  relations 


s  valeurs  z^^  />«,  7»  de 
=  j^  =:  o  sont  fournies 


50=^9(0),        p, 

nous  su|)poserons  que  la  fonct* 
du  système  de  valeurs 


70^' 


/oc'ii=']/'(o); 
»,  régulière  dans  le  voisinage 


X  .=  o, 


y- 


P'-^p 


o> 


q  =  q9 


Cela  étant,  la  fonction 

y  _  [?(.r)  —  q(o)]  (y  —  c'x) 

(c-c')x 


l^(^)-Ho)'^{y-cx) 


{c'—c)y 


?(o) 


est  régulière  dans  le  domaine  de  l'origine,  et  satisfait  aux  mêmes  conditions  qur 

Hnlégrale  cherchée  (*). 

La  transformation   s  =:  Z -f- m  conduit  à   une  équation   de    même    forme  que 

Téquation  proposée 

â'U         „/  du    du\ 


où,   d'après    les   hypolhèses   faites   sur  la  fonction  /{x^y^z^p^q)^   le    second 
membre  ¥{Xy  y,  m,  u^^  u'y)  est  régulier  dans  le  voisinage  des  valeurs 

X  ^=  y  ziz  u  =1  u'j^^=z  u\  =  o. 

Il  suffira  encore  de  déterminer  une  intégrale  holomorphe  de  la  nouvelle  équa- 
tion, s'annulant  identiquement  quand  on  y  remplace  j^  par  ex  ou  par  dx. 
L'existence  d'une  intégrale  de  l'équation 

s  =  /{x,y,z,p,q) 


(*)  Il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  d'autres  fonctions  possédant  les  mêmes  propriétés, 
par  exemple 
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salisfaisant  aux  conditions  énoncées,  sous  les  hypollièses  admises,  est  donc 
établie.  PouV  calculer  les  coefficients  du  développement  en  série  entière  de  cetle 
intégrale,  on  procédera  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut.  11  suffit  de  pouvoir  cal- 
culer les  valeurs  initiales  des  dérivées />//o 9  Pant  au  moyen  des  valeurs  initiales  des 
dérivées  pik  (où  i -\- k '^  n  —  i).  On  a  pour  cela  deux  équations  linéaires  de  la 
forme 

les  seconds  membres  K,  K'  ne  dépendant  que  des  dérivées  déjà  calculées. 

9.  En  langage  géométrique,  le  problème  le  plus  général  résolu  jusqu^'ci  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

Déterminer  une  sur/ace  intégrale  de  Inéquation 

)i  — 

connaissant  les  sections  de  cette  surface  par  deux  plans  y  =  cx^  y  ^==  c*x. 
passant  par  l'axe  des  z, 

La  généralisation  s'olfre  d'elle-même.  Au  lieu  de  deux  courbes  planes  dont  les 
plans  passent  par  l'axe  O^,  considérons  deux  courbes  quelconques,  ayant  un  point 
commun,  et  satisfaisant  a  certaines  conditions  qui  vont  être  précisées,  et  propo- 
sons-nous de  déterminer  une  surface  intégrale  de  la  même  équation  passant  pur 
ces  deux  courbes. 

Soient 

y  —  T:{x),         z  —  o{x) 

les  équations  de  l'une  des  courbes  F, 

y  —  Tiiix),       51=9,(0:) 

les  équations  de  la  seconde  courbe  Fi.  Nous  supposerons  que  les  fonctions  t^{x)^ 
0(0:),  •i:,(j7),  o^{x)  sont  boloraorplies  dans  le  domaine  de  l'origine  et  s'annulent 
pour  x=^o^    que  '^'(o),  î^',(o)  sont  différents  de   zéro  et   que  le   module  du 

rapport    ,         n'est  pas  égal  à  un.  La  première  hy|)othèse  revient  à  prendre  pour 

origine  le  point  commun  aux  deux  courbes  F,  F,.  Les  dérivées  7î'(o),  t:',  (o) 
représentent  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  l'origine  aux  projections 
C,  C|  des  deux  courbes  F,  F|  sur  le  plan  des  xy.  Nous  supposons  par  consé- 
quent qu'aucune  de  ces  courbes  C,  C|  n'est  tangente  (')  à  l'un  des  axes  O^,  O^, 


(1)  Les  cas  où  il  en  est  ainsi  ont  déjà  été  traités. 
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et,  en  oulre,  que  ie  module  du  rapport  de  cescoefficîenis  angulaires  est  différent 
de  l'unité.  Le  nouveau  problème  que  Ton  se  propose  peut  alors  s^énoncer  ainsi  : 

Déterminer  une  intégrale  de  V équation  (3o),  régulière  dans  le  domaine 
de  V  origine  y  se  réduisant  à  ^{x)  quand  on  y  remplaceypar's:{x)yetàOi{x) 
quand  on  y  remplace  y  par  tC|  [x). 

L'existence  de  cette  intégrale  étant  admise,  les  coefficients  du  développement 
en  série  entière  peuvent  encore  être  calculés  de  proche  en  proche.  Soit 

ie  développement  cherché;  on  démontre  comme  plus  haut  que  les  coefficients  rz/A, 
où  i  et  k  sont  positifs,  s'expriment  au  moyen  des  coefficients  aïoy  ^01  ^  •  •  m  ^//o< 
r/o«,  n  étant  au  plus  égal  à  1  4-  A*  —  1.  Pour  calculer  les  coefficients  a^^  et  a^,„ 
observons  que  quand  on  remplace  y  par  tz{x)  le  coefficient  de  x"  est 

les  termes  non  écrits  étant  connus,  si  Ton  a  déjà  calculé  les  coefficients  a^^^ 
«ou  •••»  ûK//-i,o»  «o,/<-i«  Le  coefficient  de  ^r",  après  la  substitution  de  7ri(:r)  à  la  place 
de  y  y  est  de  même 

«/to-H«o/i[7rt(o)]"-+- 


En  identifiant  ces  coefficients  aux  coefficients  de  j?"  dans  ^{x)  et  ^\{x) 
respectivement,  on  a  deux  équations  linéaires  qui  donneront  a/,o  et  a^,,  au  moyen 
des  coefficients  précédents.  En  particulier,  les  coefficients  ai©,  «oi»  c'est-à-dire 
les  valeurs  des  dérivées  partielles  p  et  q  à  Torigine,  sont  déterminés  par  les  deux 
équations 

«10-+-  ûfoi  7r'(o)  =  9'(o),         «10  -+-  «01  tt'i  (o)  =  o\  (o). 

Au  lieu  d'étudier  directement  la  convergence  de  ce  développement,  nous  mon- 
trerons que  ce  nouveau  problème  peut  se  ramener  à  celui  qui  précède. 

Les  transformations  ponctuelles  effectuées  sur  les  variables  x,  y  y  qui  changent 
l'équation  (3o)  en  une  équation  de  même  espèce,  sont  de  l'une  des  formes 

\x'  =  ¥{x),        i^'=F(/), 

la  seconde  se  déduisant  de  la  première  par  l'échange  des  variables  x',^.  Cherchons 
s'il  est  possible  de  déterminer  les  fonctions  F{x)j  ^(y)  de  façon  que  les  deux 
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courbes  |)lanes  C,  C^ 


Cj  r  — 7r(.r),         Ci  ;  j  =  t:,  (.r), 


soient  remplacées  par  deux  lignes  droites 


C\y=yjr\         C\\y^y,x\ 


y_ 


soit  difTércnt  de  Tunilé.  On 


Y,  Yi  élanl  deux  coefficients  constants,  tels  que 

peut  évidemment,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  v,  =  i . 

Pour   que  la  transformation  (3i)   change  la  courbe  C  en  la  courbe  C  et  la 
courbe  C|  en  la  courbe  C'^,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 


(32) 


ib{r.(a:))^y¥(jr),         <I»(7r,  (^))  =  F(^), 


et,  par  suile^ 

(33) 


^{r.(u'))  =  yil^[T.,iJo)y 


Cette  dernière  relation  ne  renferme  plus  qu'une  fonction  inconnue  4>,  puisque 
7:(jc)  el7:i(^)  sont  des  fonctions  connues  de  jj;  par  livpothèse,  ces  deux  fonctions 
sont  développables  en  séries  entières 

t:  (  vC  )  ==  a,  .r  h-  a,  j7*  -f- . . .  -+-  a„  ^"  -h . . . , 
7r|(a:)  r=  biJC  -+-  biX^  -h.  .  .-f-  ^rtJr"-h.  .  ., 

les  deux  coefficients  a^  et  6«  n'étant  pas  nuls.  Si  nous  posons  ti,  (j?)  =  X,  inver- 
sement X  est  une  fonclion  holomorphe  de  X  dans  le  voisinage  de  X  =  o, 

J7  =  y-  \  H-  «j  \' 4-  .  .  .  , 

et  T^{j')  se  change  à  son  lour  en  une  fonction  holomorphe  w(X) 

w(\)  =  [^,X -f- (3,X'4- . . .  4- P;,X«-+- . . . 

le  premier  coefficient  fJ|  étant  égal  'à -r  •  La  relation  (33)  prend  la  forme 


(34) 


*(a)(X))  =  y*(X). 


Nous  voulons  montrer  que  Ton  peut  satisfaire  à  cette  relation  en  prenant  pour 
<I>(X)  une  fonclion  holomorphe  dans  le  domaine  de  l'origine 


<I»(X)  1-.  A,X -h  A,\«4- . . . -H  A«X"  4- . . ., 

Fac.  de  T.,  a»  S.,  V. 
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le  coefficient  A|  n^élaiU  pas  nul.  En  remplaça  ni  X  par  to(X)  dans  celle  série  cl 
en  iilenlifiant  les  deux  membres  de  la  relallon  (3^),  on  a  d'abord 


a. 


ce  qui  montre  que  le  problème  n'est  possible  que  si  l'on  suppose  v=  ^3,  =  --'. 

Ayant  pris  pour  v  celle  valeur,   le  coefficient  A«  est  îndélerminé^   nous  pren- 
drons A|  =  I . 

Le  coefficient  de  X"  dans  le  second  membre  de  la  relation  (3^)  csl  yA,,,  el, 
dans  le  premier  membre,  il  est  é<;al  à 

A„y    4-  I  //  (  Aj,  Aj,  .  . . ,  A;,_i  ;  pi,  ^j,  . . .,  p;,), 

P  désignant  un  polynôme  dont  tous  les  coefficienls  sonl  réels  cl  positifs.  On  «i 
donc  la  relation 

Par  lijpollièse,  y  ou  y-  a  son  module  diflerent  de  l'unité.  On  pourra  donc  cal- 

culer  de  proche  en  proche  les  coefficienls  A2,  A3,  . . .,  A;,,  ...  et  former  une  série 
onlière  qui  satisfait  à  la  relation  proposée  (34)  pourvu  qu'elle  soit  convergenle. 
La  convergence  se  démontre  par  la  méthode  habituelle  des  fonctions  majo- 
rantes. Nous  pouvons  supposer  |  ûTi  |  <^  |  i|  |,  c'est-à-dire  |  v  |  =  p  <  1 .  Cela  étant, 
on  a,  (|uel  que  soit  /}, 

l^|i|^i''+|;3-;3"l 


OU 


et,  par  suite. 


IlS-iS^'Ir^p-p" 


?-r\     9-  P' 


Si  nous  remplaçons,  dans  la  relation  (34),  y  par  p  et  to(X)  par  une  fonclion 
majorante  de  la  forme 


i-a\ 


a  étant  réel  et  positif,  on  obtient  une  équation  de  même  forme 

cl  si  l'on  cherche  à  satisfaire  à  celle  relation  par  une  fonction  holomornhc 

F(X)  =  X  +  B.X'+...  +  B,X"-t-..., 
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on  obtiendra  pour  les  coclficiculs  B,t  des  nombres  réels  el  positifs  qui,  d'après  la 
façon  même  dont  on  les  oblicnl,  seront  supérieurs  aux  modules  des  coefficienls 
correspondants  de  la  première  série.  Or,  celle  nouvelle  série  est  convergenle,  car 
inéquation  (34)  bis  admet  la  solution  holomorphe 


En  remontant  aux  relations  (Sa),  on  voit  que  Ton  peul  salisfaire  à  ces  relations 
par  des  fonctions  F(^),  4>(x),  holomorplies  dans  le  domaine  de  l'origine,  s'an- 
nulant  pour  ^  =  o,  et  dont  les  dérivées  F'(o),  ^'(o)  ne  sont  pas  nulles.  Les 
fonctions  F  el  4>  étant  déterminées  de  cette  façon,  inversement  or  et^  sont  des 
fonctions  hoiomorphes  des  variables 

el  Téquation  proposée  se  change  en  une  équation  de  même  forme 

Quant  aux  nouvelles  conditions  initiales,  il  est  bien  facile  de  les  énoncer. 
Soient  ^{x')  et  '}i(^')  ce  que  deviennent  les  fonctions  ç(x)  et  cp,(j:")  quand  on 
remplace  x  par  son  expression  en  fonction  de  la  nouvelle  variable  x'.  L'intégrale 
de  l'équation  (36),  qui  correspond  à  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (3o),  doit 
se  réduire  à  ^{x')  quand  on  y  remplace  y  par  -^x'  et  à  '^^(x')  quand  on  y  rem- 
place y  par  x'.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  l'un  des  problèmes  traites  précé- 
demment, et  la  convergence  du  développement  obtenu  est  assurée  dans  un  certain 
domaine  autour  de  Torigine,  sous  les  conditions  habituelles  sur  lesquelles  nous 
ne  reviendrons  pas. 

10.  Les  résultats  précédents  peuvent  être  étendus  aux  équations  plus  générales 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  des  deux  variables  x^  y.  On  sait,  en  effet,  que  Vow 
peut  ramener  ces  équations  à  la  forme  simple 


d^z 


-f(x,y,c,~,-^j 


dXd\ 

m 

par  une  transformation  ponctuelle 

(38)  X=<f{œ,y),         Y  =  <J>(x,y), 
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X  el  Y  élanl  les  variables  caraelérîsliqiies.  Nous  avons  toujours  supposé  dafiis  ce 
(|ui  précède  que  le  module  du  rapport  y*  était  diflereut  de  l'unité.  Pour  savoir  ce 

f|ue  devient  celle  condition  quand  on  fait  suMr  aux  variables  a:  et  ;)^  une  transfor- 
mation ponctuelle  de  la  forme  (38),  observons  que  ««  et  bs  représentent  les  coef- 
ficients angulaires  des  langentes  aux  projections  des  deux  courbes  données  F,  F, 
sur  le  plan  des  xy^  tandis  que  les  coefficienls  angulaires  des  langentes  aux  direc- 
tions caracléristiques  issues  de  Forigine  sonl  o  et  -f-x.  Le  rapport  -^  est  donc 

égal  au  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  droites.  Comme  ce  rapport  anharmo- 
nique  se  conserve  dans  toute  transformation  ponctuelle  de  la  forme  (38),  on  peut 
<*noncer  la  proposition  générale  suivante?  : 

Deux  courbes  F,  F|  ayant  un  point  commun  O,  et  non  tangentes  en  ce  points 
déterminent  une  intégrale  et  une  seule  de  V équation  (3^),  pourvu  que  le  rap- 
port anharmonique  des  tangentes  à  ces  deux  courbes,  et  des  tangentes  aux 
deux  caractéristiques  issues  du  point  O  dans  rélément  qu^ elles  déterminent, 
ait  un  module  dijfércnt  de  r unité. 

11.  Appliquons  ce  résultat  au  cas  où  les  courbes  données  sont  réelles,  et  où  les 
coefficients  A,  B,  C  de  Féquation  (3^)  ont  des  valeurs  réelles  pour  les  valeurs 
réelles  des  variables  x^  y^  au  moins  dans  un  certain  domaine.  Nous  avons  deux 
cas  à  distinguer,  suivant  que  les  caractérisli(|ues  sont  réelles  ou  imaginaires. 

Si  les  caractéristiques  sont  réelles,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites 
est  réel;  le  module  de  ce  rapport  ne  peut  être  égal  à  Funité  que  si  le  rapport  lui- 
même  est  égal  à  ih  i.  11  uy  a  donc  que  deux  cas  exceptionnels  où  Fénoncé  géné- 
ral est  en  défaut  :  i°  le  cas  où  les  deux  courbes  d(^nnées  F,  T%  sont  tangentes; 
>/*  le  cas  où  les  langentes  à  ces  deux  courbes  forment  avec  les  tangentes  aux 
caractéristiques  wne  division  harmonique. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  les  caractéristiques  sont  imaginaires;  dans  ce  cas, 
«Ml  effet,  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux  caractéristiques  qui 
passent  par  un  point  sont  imaginaires  conjuguées,  puisque  A,  B,  C  sont  réels.  Les 
courbes  données  F,  F|  étant  réelles,  le  rapport  anharmonique  considéré  est  le 
(juolienl  de  deux  imaginaiies  conjuguées;  son  module  est  égal  à  Funité.  Nous 
sommes  donc  toujours  dans  un  cas  exceptionnel.  On  voit  donc  que,  si  Fon  suppose 
les  courbes  données  réelles,  le  résultat  obtenu  n'est  vrainient  complet  que  pour 
les  équations  du  tjpe  hyperbolique.  Pour  les  équations  du  tvpe  elliptique,  on 
est,  au  contraire,  dans  un  cas  d'exception  où  les  méthodes  précédentes  sont  insuf- 
fisantes pour  décider  de  la  convergence  des  séries  obtenues.  L'étude  qui  a  été  faite 
nous  apprend  seulement  que  deux  circonstances  tout  à  fait  différentes  peuvent  se 
présenter.  Si  le  rapport  anharmonique  en  question  est  racine  de  Funité.  leséqua- 
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lions  qui  déterminent  les  coefficients  du  développeinenl  ((e  rinlég;ride  cherchée 
deviennent  périodiquement  incompatibles  ou  indéterminées.  Au  contraire,  si  ce 
rapport  anharmonique  n^est  pas  racine  de  Tunité,  il  ne  peut  v  avoir  qu^ine  inté- 
grale holomorphe  répondantà  la  question,  mais  hi  série  obleuue  n'est  pas  toujours 
convergente  comme  dans  les  cas  déjà  examinés. 

là.  Prenons,  par  exemple,  Téquation  de  Laplaco 

c\  soit  à  déterminer  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  de  l'origine,  se 
réduisant  à  une  fonction  donnée  'f(^)  quand  on  y  remplace  j^  par /??j*,  et  à  une 
aulre  fond  ion  donnée  ^«(^)  quand  on  y  remplace  y  par  //iio;,  les  deux  fonc- 
lious  ^(^)  el  Çi  (x)  étant  nulles  pour  x  =  o,  et  holomorphes  dans  le  domaine  de 
ce  point. 

Les  cocfHcienls  angulaires  des  tangenles  caractéristiques  sont  dans  ce  cas  -{-  t 
et  —  /;  le  rapport  anharmonique  r  des  quatre  droites  a  donc  pour  expression 

771/71 1  4-  I  -h  £*(  m  —  771,  ) 
"  mnii  4-  I  —  £  (771  —  777,  ) 

I  -f-  /(ang9 I  —  lang*0-H  a/iang9 

I  — /tang^~~  i-hlang-^' 

H  étant  Tangle  des  deux  droites  y  =  nix,  y  =^  ni\T,  Soit  a  Targumcnt  de  /*;  on 
déduit  de  la  formule  précédente 

'X  tang^         .  ^ 

^  I— tang*0  *^ 

et,  par  suite,  a  =20.  Pour  que  /•  soit  racine  de  l'unité,  il  faut  et  il  suffit  que 
Tangle  8  soit  commensurable  avec  tc.  Dans  ce  cas,  il  est  facile  de  vérifier  que  le 
problème  est  impossible  ou  indéterminé,  tandis  quMI  ne  peut  admettre  plus  d\ine 

solution,  si  -  est  incommensurable. 

Supposons  que  Ton  ait  fait  tourner  les  axes  autour  de  l'origine  de  façon  que 
Taxe  des  x  vienne  coïncider  avec  la  droite  ^  ==  m.r;  la  droite  J' =  lu^x  aura  pour 
équation,  dans  ce  nouveau  système  d'axes, 

yzrxtangÔ, 
vi  l'équation  (Sq)  ne  change  pas  de  forme. 


771  —  1        771 ,  —  l 

77i  4-  l        /7J,  -h  l 

ou  encore 
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Le  problème  revienl  à  déterminer  une  Inlégralc,  Uoloniorplie  dans  le  domaine 
de  l'origine,  se  réduisant,  pour^  =  o,  à  une  fonclicm  donnée  'f  (^) 

/î-1 


cl,  |)Ourj'  =  X  langO,  à  une  fonction  donnée  A(/'),  où /*=  \  x^* -|-j-, 


-+-  ao 


i('-)=_2  *«'■"• 


n  =  l 


La  solution  cherchée  peut  s'écrire,  en  employant  les  coordonnées  polaires  p,  o. 

-f-   00 

c=  V  j  c^p^cos/iw  4-  ^rtp"sin/jw  j. 

n  — ! 

Pour  (0  =  0,  on  a  p  =  x,  et  la  série  se  réduit  à 


1 


c„  .r  « 


on  doit  donc  avoir  0/=  o„,  Po*ur  co  =  0,  p  est  égal  à  /•;  on  doit  donc  avoir 

On cos nO  -\-  dnSin  nO  =z  bn. 

Lorsque  -  est  éiçal  à  une  fraction  irréductible  -i  sin/iO  est  nul,  toutes  les  fois 
'       TT  °  q  ' 

que  n  est  un  multiple  de  </,  et  dans  ce  cas  seulement.  Pour  que  le  problème  soit 
possible,  il  faut  donc  que  Ton  ait  b,t=  a,/cos/2  0,  lorsque  n  est  un  multiple  de  q. 
Si  celte  condition  est  remplie,  les  coefficients  rf^,  6^27»  •  •  «i  ^wyi  •  .  •  restent  arbi- 
traires. 

La  série  obtenue,  en  supposant  nuls  tous  ces  coefficients,  est  convergente  dans 
le  domaine  de  Forigine,  car  la  valeur  absolue  de  sin^/6  reste  supérieure  à  un 
nombre  fixe  positif,  lorsque  n  n'est  pas  un  multiple  de  q.  En  ajoutant  à  cette 
intégrale  une  série  quelconque  de  la  forme 

^ip'î'sin^w  4-  ^',p'''sin(27w)  -h. .  .H-  é'vp^^sin(vyci))  -h. . ., 

pourvu  qu'elle  soit  convergente,  on  obtient  encore  une  intégrale  holomorplu* 
répondant   à  la  question.  Le  problème   proposé  est  donc  impossible  ou  indé- 

terminé,  lorsque  -  est  un  nombre  ralionnel. 
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Supposons,  au  contraire,  que  -  soit  un  nombre  irralionncl.  Il  ne  peul  y  avoir 

plus  d'une  intégrale  répondant  à  la  question,  et  celle  intégrale,  si  elle  existe,  est 
représenlée  par  la  série 

V^                                  V^  ^/i  —  ^/t  ^^^  "  ^     „    • 
:;=:  >   a„p'» cos/i w -H  >, ; > p^sin/ew. 


«  —  i  /»  =  i 


l^a  première  série 


\  a„p*'cos/i'i) 


«  =  i 


peut  encore  s'écrire 


-y«/i(*'*-+-.v;), 


2 

/I  =  l 


m  posant  5  =  X  H- /y,  Sq^=  x  —  />',  et  représente  une  fonction  holomorphe  des 
variables  j:  et  ^  dans  le  domaine  de  l'origine,  si  la  série  'f  (j?)  a   un   rayon  de 
convergence  différent  de  zéro,  comme  nous  le  supposons. 
On  peut  écrire  aussi 


-h  «0 


>   -^ r-^^— 7 p"SinAlW=:  — .  >   -^ ^-^ (s'*~-  S"); 

Jmà  Sin/i^  ^  2/iW  sin/2  9  ^  ^^' 


/l  =  l  «^l 


û  

lorsque  -  est  un  nombre  algébrique,  ou  un  noml)ru  transcendant  tel  que  ^{sin/iO  { 

ait  pour  limite  l'unité,  la  série  du  second  membre  rcpréscale  aussi  une  fonction 
bolomorphe  des  variables  x  et  y  d^ims-  le  domaine  de  Torigine,  puisque  nous 
supposons  que  la  série  •}(/')  a  aussi  un  r.iyou  de  ccHivergence  différent  de  zéro. 

Mais  lorsque  -  est  un  nombre  Irauscendant  tel  cpie  la  plUs  petile  limite  de  y/|  sin  n  0  \ 

soit  zéro,  ou  ne  peut  plus  rien  affirmer  sans  une  étude  particulière  du  numéra- 
teur ft/i  —  au  cos  n  0. 

Supposons,  par  exemple,  ^/„==o,  fr//=  i.  La  série  considérée  se  réduit  à 


^p"?in/<M I  ^  .ç"  —  s 


La  série  ^.'-- ^  est  divergente,  sauf  pour  5  =  0,  lorsque  la  plus  petile  limite  de 

\/|  sin  71  ft  I  est  égale  à  zéro.  L'équation  de  Lnpiuce  n'admet  donc  pas  d'intégrale  liolo- 
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iiiorpliesc  rédiiisanl  à  zéro  poiir^  =  o  et  à pour  r  =  j*langft(/*=y^jr--|-j>'- )• 

0 
lorsque  le  rapporl  -  esl  un  de  ces  nombres  Iranscendanls  qui  ont  èiê  définis  plus 

haut  (n"  3). 

Ilemarque,  —  II  esl  à  remarquer  que,  dans  ce  cas,  la  série 

-f-   fB 

p^sin/io) 


r  (  0,  r,>)  —    >   i — : 


n  =  \ 


est  cependant  convergente  pour  des  valeurs  positives  de  p,  eu  choisissant  conve- 
nablement Tangle  w.  Posons  en  effet  to  =  AO,  A*  étant  entier,  on  a 

— p — -^  =:  P(sin/f  9,  cos/^0), 

l*  étant  un  polynôme  en  sin/iO,  cosnO,  de  degré  k  —  i,  à  coefficients  entiers.  La 
valeur  absolue  de  ce  poljnome  reste  inférieure  à  un  nombre  fixe  M,  quel  que 
soit  le  nombre  entier  /i,  car  les  coefficients  de  P  ne  dépendent  pas  de  n.  La 
série  F(p,  co)  est  donc  convergente  pour  to  =  Â*6,  |  o  |  <  i.  En  d'autres  termes,  si 
l'on  mène  par  Torigine  une  droite  faisant  un  angle  kH  avec  l'axe  ox^  la  série  F(p,  w) 
est  convergente  en  tous  les  points  de  celle  droite  dont  la  distance  à  l'origine  esl 
inférieure  à  Punité.  Dans  un  angle  quelconque  ayant  pour  sommet  l'origine,  il  y 

a  toujours  une  infinité  de  ces  droites,  puisque  le  rapporl  -  est  incommensurable. 


f<)  1  ■        #1        •  N/i 


Au  contraire,  si  -    est  un  nombre  algébrique,  y/|sin/2(o{  a  pour  limite  l'unité, 

et  la  série  F(p,  to)  est  divergente  sauf  pour  p  =  o.  Sur  une  droite  passant    par 

Porigine  et  faisant  avec  l'axe  ox  un  angle  (o  tel  que  -  soit  un  nombre  algébrique. 

la  série  est  donc  divergente,  sauf  à  l'origine.  Il  y  a  encore  une  infinité  de  droites 
de  cette  espèce  dans  tout  angle  ayant  l'origine  pour  sommet.  On  voit  donc  que 
dans  un  angle,  aussi  petit  qu'il  soit,  ayant  son  sommet  à  l'origine,  il  y  a  toujours 
une  infinité  de  rayons  sur  lesquels  la  série  est  partout  divergente,  et  une  infinité 
de  rayons  sur  lesquels  la  série  est  convergente,  tant  que  la  distance  du  point  à 
l'origine  est  inférieure  à  Punilé. 


SUR 


QUELQUES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 


DU  SECOND  ORDRE, 


Par   m.    J.    CLAIRIN, 

Mattre  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille. 


Le  problème  que  je  me  propose  d'étudier  dans  ce  Iravail  esl  1res  particulier;  il 
m'a  cependant  semblé  utile  d'indiquer  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu.  La 
théorie  générale  des  transformations  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  présente  de  nombreuses  difficultés,  la  considération  d'exemples 
intéressants  peut  rendre  de  très  grands  services. 

Les  transformations  de  Bâcklund  permettent,  dans  certains  cas,  de  remplacer 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
dantes par  une  équation  plus  simple,  dont  l'étude  soit  plus  aisée.  Il  est  naturel 
tout  d'abord  de  rechercher  quelles  sont  les  équations  dont  les  transformées  sont 
des  équations  linéaires  :  dans  ce  qui  suit  j'indiquerai  quelques  équations  qui 
jouissent  de  cette  propriété. 

Soient 

(£)  F(^,  /,  z,p,  q,  r,  s,  t)  =  o, 

(ei  )  Fi  («a?!,/!»  ^iffif  lu  ''i,  ^i,  ^  )  =  o 

deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  écrites  avec  les  notations 
ordinaires  :  dans  la  première  x^y  désignent  les  variables  indépendantes,  :;  repré- 
sente la  fonction  inconnue,  dont  les  dérivées  premières  prises  respectivement  par 
rapport  à  j:  et  à^  sont/>  et  y;  on  a,  en  outre, 

d^z  d^z  ô^z 


,\> 


àx^  dx  dy  dy 

dans  la  deuxième  équation  les  lettres  affectées  d'un  indice  désignent  des  quan- 
tités analogues. 

Fac,  de  T,,  a«  S.,  V.  56 
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Supposons  qu^il  existe  une  transformation  de  Bâcklund  (  *  )  de  deuxième  espèce 
qui  |>ernietle  de  passer  de  (e)  à  (si)  et  inversement,  la  transformation  faisant 
correspondre  à  une  intégrale  de  (e,)  une  infinité  d'intégrales  de  (e),  tandis  qu'à 
une  intégrale  de  (e)  il  ne  correspond  qu'une  intégrale  de  (ei).  S'il  existe  un  inva- 
riant du  premier  ordre  pour  chacun  des  systèmes  de  caractéristiques  de  (ci), 
chacun  des  deux  systèmes  de  caractéristiques  de  (e)  possédera  un  invariant  du 
premier  ordre  ou  l'un  d'entre  eux  seulement  possédera  un  invariant  du  premier 
ordre,  l'autre  possédant  un  invariant  du  second  ordre  (*).  En  particulier,  si  l'équa- 
tion (Cf)  est  linéaire,  on  peut  toujours  supposer  qu'elle  soit  mise  sous  la  forme 

les  deux  systèmes  de  caractéristiques  admetlantrespeclivement  les  invariantsâTi  ,j^i . 
A  ces  invariants  correspondent  deux  invariants  des  systèmes  de  caractéristiques 
de  (£)  dont  l'un  au  moins  est  du  premier  ordre;  nous  allons  étudier  le  cas  où  ces 
deux  invariants  sont  du  premier  ordre.  Si  Ton  eiïectue  une  transformation  de 
contact  convenable,  ces  invariants  deviennent  égaux  k  x  et  y;  dans  ce  cas,  on 
peut  imaginer  que  deux  des  équations  qui  définissent  la  transformation  sont 

nous  n'écriroAs  nulle  part  ces  équations  pour  abréger  un  peu. 

1.  Les  équations  qui  déterminent  la  transformation  (B2)  par  laquelle  on  peut 
passer  de  (e)  à  (si)  sont  résolubles  par  rapporta/?  et  g;  elles  deviennent,  si  l'on 
imagine  la  résolution  efi'ectuée. 

Puisque  la  transformation  ne  fait  correspondre  à  une  intégrale  de  (e)  qu'une 
intégrale  de  (ci),  ces  équations  ne  sont  pas  résolubles  par  rapport  k  p^  et  ^1  ; 
d'ailleurs,  par  hypothèse,  en  écrivant  que  les  dérivées  de  p  par  rapport  k  y  ei 
de  q  par  rapport  à  a:  sont  égales,  on  doit  trouver  Téquation  linéaire  (ci),  c'est- 
à-dire  une  équation  qui  ne  contient  pas^i,  r^  ni  t^.  Ces  remarques  montrent 
immédiatement  que,  en  dehors  de  x^  y^  z^  / ne  peut  dépendre  que  de  p^  et  y  que 
de  Zi ,  en  excluant  naturellement  le  cas  où  /  serait  une  fonction  de  Xj  y,  z,  Zf  et  (p 
une  fonction  de  x,  y^  z^  q^  qui  se  déduit  du  précédent  en  permutant  x  et  y  ainsi 
que  x^  et  ^|. 

(1)  J*ai  étudié  ces  transformations  et  en  particulier  indiqué  leur  classification  dans  ma 
Thèse  {Annales  de  VÉcole  normale  supérieure,  t.  XIX,  Suppl.;  1902). 
(*)  Thèse,  n"  18. 
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Cela  posé,  écrivons  les  équations  de  la  transformation 

la  condition 

dy       dx 
équivaut  à  l'équation  linéaire  (ei)  si  Ton  a  identiquement 

Par  des  dérivations  successives,  on  trouve  les  équations 

dzx  dp\       àzi  âz       dxôz^      ^  àz  âz^      ^^  Oz\ 

(3)         J^^u^^Éi.  ^v      df  d^^      ^'y^o 

âzxdpi  dp\       dzi  dzdpi       dpx  dzôz^       dz\  ' 

àz^àpi       dz*  âzâpi       dp^  dzôz\       dz\         ' 
^^  dz\dp\  -  dz\  âzâpl       dp\  dzôz\  ~ 

2.   Plusieurs  cas  sont  à  distinguer:  si  -r-=Y  n'est  pas  nul,  non  plus  que  -r-j> 

op  I  oz I 

c'est-à-dire  si /n'est  pas  une  fonction  linéaire  àe  p^  et  si  ^  n'est  pas  une  fonction 
linéaire  de  :?!,  la  dernière  équation  peut  s'écrire 


âz  dp\    dz  dz\    ôz 


ôp\  dz\ 

On  tire  de  là 

9(j?,j,s,3,)  ==H(j?,y,3)ô(a?,/,3,)  -hX(^,J^,  3)3,4- p  (j:,/,3); 

on  peut  toujours  supposer  que  H  se  réduise  à  Tunité,  car  on  retrouve  ce  cas  par 
liculier  si  l'on  fait  un  changement  de  variable  défini  par  l'équation 

dZ  rz  "^^ 


H(x,/,  3) 
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Celle  opéralion  élanl  supposée  faile(*)  remplaçons  dans  l'équalion  (5)/  el  '^ 
par  les  valeurs  indiquées,  nous  trouvons 

d^Q  dl       d^e  _ 
Si  /  n'esl  pas  une  fonction  de  x,  y  seulcmenl,  Téqualion  précédente  donne 

en  n^écrivanl,  comme  nous  le  ferons  constamment  dans  la  suite,  que  les  termes 
utiles.  L^équation  (^),  par  exemple,  ne  définit  6  qu\n  une  fonction  linéaire  de  ^i 
près,  mais  il  suffîl  de  changer  A  et  [jl  et  Ton  peut  supposer  cette  fonction  nulle. 
Remplaçons  dans  réquation(4)  y^et  ©  par  leurs  valeurs,  après  avoir  remarqué 
qu^ii  est  toujours  permis  de  supposer  (o  égale  à  i , 

/=^(^i7.y^i)-+-  u{x,  y)z p^  -\-  m{x,  y,  z), 
o  =:  e"<'»y)-.        -h  X  {x,y,z)z,  4-  p( x,  y,z). 


nous  aurons  la  condition 


de  laquelle  on  déduit 


,  dm  du         ,      du 

m'  -t aa  -r w'5|-T—  =  o, 

Oz  ôx  ox 


du  dm 


a  sera  donc  une  fonction  de  ^  seulement  que  nous  représenlerons  par  Y  (^); 
m  ne  dépendant  pas  de  z  peut  être  supposée  nulle.  Prenons  comme  nouvelle  fonc- 
tion inconnue  Y^i,  cela  revient  à  remplacer  Y  par  Tu  ni  té  dans  les  expressions 
de  y  et  îp  qui  se  réduisent  à 


(  1)  Il  serait  trop  compliqué  de  prendre  de  nouvelles  lettres  après  chacun  des  changements 
de  variables  que  nous  aurons  à  effectuer.  Nous  conserverons  les  notations  indiquées  au  com- 
mencement. 

(*  )  Nous  désignerons  toujours  par  X,  Y,  ou  par  ces  lettres  affectées  d'indices,  des  fonctions 
qui  ne  dépendent,  la  première  que  de  x^  la  seconde  que  de  y.  Nous  emploierons  la  notation 
de  Lagrange  pour  représenter  les  dérivées  de  ces  fonctions. 
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L'éqiialion  (3)  devient 


En  prenant  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  5,  on  trouve  que  X  doit 
être  égale  à  une  fonction  linéaire  de  5  :  ^{x^  y)z  -\-v{x^  y).  Nous  avons  donc, 
si  p  n'est  pas  nul, 

(8) 


Cp  =:  e"!  -+- 


p(^,r)[--^p|^]^j]-t-HF(>^>y>-); 


nous  prendrons,  au  lieu  Ae  z^  z-\ pour  fonction  inconnue,  ce  qui  revient  à 

supposer  que  7  est  nulle. 

Ecrivons  maintenant  que  y  et  o  satisfont  à  Téquation  (2) 


K^^"^')"p^"'^=°' 


cette  équation  exige  que  Ton  ait 


àg 


âx  g  b  ^    ^  J  I 

On  en  déduit 

Développons  Féquation  (1)  en  remplaçant  /*  et  y  par  leurs  expressions,  nous 
trouvons 

(9)  (ABeV.-i-c)«/?i4-  ^eV.-f-/?iB  -j  e^P^ 

En  annulant  les  coefficients  de piC^f'  ete^^'*  nous  obtenons  les  conditions 

.  ô\  ^B       ,,  dix 

nous  voyons  que  [l  est  une  fonction  linéaire  de  z  et  il  reste  Téquation 

dix  du. 

(fpiS-^Pil^-pPi^—^-Pi^'^  =0. 
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En  développant  on  aperçoit  immédiatement  que  [x  ne  contient  pas  x  et  ne  ren- 
ferme pas  de  terme  indépendant  de  3;  on  pourra  donc  écrire,  en  tenant  compte 
en  outre  de  la  deuxième  équation  (10), 

Y' 
pL^l.5,  B=:XY. 

Nous  prendrons  pour  fonction  inconnue  ^  au  lieu  de  z  et  pour  variables  indé- 
pendantes /  Xe/jT  et  /  r^  au  lieu  de  x  et  de^',  les  équations  de  la  tranforma- 
tion  (B2)  se  réduisent  à 

Pour  que  ^i  satisfasse  à  une  équation  linéaire  il  faut  et  il  suffît  que  Ton  ait 

On  peut  obtenir  ces  conditions  en  écrivant  les  équations  trouvées  dans  le  cours 
de  la  discussion  précédente  et  non  utilisées,  ou  directement  en  considérant  )es 
équations  de  la  transformation  telles  qu'elles  viennent  d'être  écrites.  On  satis- 
fera à  ces  conditions  en  posant 

,_      X4-Y  Y' 


X'     '  «'—      X-hY 


Les  équations  de  la  transformation  sont  donc 


(lî) 


féquation  qui  donne  z^  étant 

Y'  X'Y' 

(.a)  ,.+  __;,._.___  5.  =  0. 

I /intégrale  générale  dç  cette  dernière  équation  peut  être  déterminée  sans  diffi- 
culté : 

*'""  X-hY         Y* 
\g  représentant  une  fonction  quelconque  de  x  et  ¥«  une  fonction  quelconque 
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Xo-f-Yo       y:    . 


X*-4-V, 


de  y.  Remplaçons  z^  par  Z\  -h  -^ y   —  :^  et  5  pare       '^"^^   ,  Xq  et  Y©  étant 

défînîes  par  les  conditions 

'  e     =  I ,         Y  '  tf     —  I , 

et  prenons  pour  variables  indépendantes  —  X,  —  Y^,  les  équations  (i  i)  et  (is*) 
deviennent 


(II)' 


<7  m  —  e---  — — - , 


(12)'      ^  .^i-f    -^!^-^-^^,=:0. 

Reste   à    trouver  Tcquation    correspondante.   Remarquons  que  si   l'on  pose 

::  —  5|  =  Ç  et  si  l'on  remplace  ensuite  z  par "*—  on  peut  mettre  la  première 

X  -\-  y 

équation  (i  i)'  sous  la  forme  suivante 

quant  à  la  deuxième  équation  on  peut  Técrire 
(i4)  <7  =  (^H-j)ef-^--Ç 


ou 

ôy  œ-^y        ' 

L'équation  (12)' exprime  que  qr, -H —-^^^ —  est  une  fonction  de  y  seulement,   la 

X  -^  y 

(X  -h  Y\ 
Y^ — )' 

c'est-à-dire  que  -r—  et  —  e~^  sont  les  dérivées  par  rapport  à  j?  et  ky  d'une  même 

fonction  log(X-HY)= — Ç ( a:,  j').  Écrivons  avec  ces    nouvelles    notations  les 
équations  (i3)  et  (14) 

2.  —  p 
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Remplaçons  z  par  z  —  (j?  4-^^)  log(j?  -h J'),  ces  équations  deviennent 


âl  _  ''-[^^^'-^■^'ë] 


H-(jr4-/)  ^  =zi-he 


^1  _         ^-[»^''^^'57] 


Nous  en  tirons 


(10)  ,4.(^4-^)  g  =3  *(/>),  ,+(a:+y)^=W{q), 

<^  et  T  étant  des  fonctions  implicites  définies  par  les  équations  transcendantes 

En  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  des  équations  (i  5),  respectivement  par 
rapport  à  j^  et  par  rapport  à  J7,  on  trouve 

(x-h  v)-r— 3-    4--r-^  =  -7-5, 

^         ^    âxdf       dx       dp 

^         ^  '  ôxôy       dy       dq 

Retranchons  membre  à    membre  et  remplaçons  -~y  ■—  par  leurs  valeurs,  nous 
obtenons 


x-^-  y)  s. 


Diaprés  les  équations  qui  définissent  4>  et  T  on  a 


d^  __  <>-i  (M  _  W  -\ 

dp~     ^     '         'dq  ~~      W     ' 

et  il  reste  simplement 

s{x-^y)^<S^{p)W(q). 

C^est  Tune  des  équations  que  nous  nous  proposions  de  déterminer;  on  passera 
de  cette  équation  à  Féquation  (12)'  par  la  transformation 


p  =  e  '-^y  ^ p^(x -^ y) -^ ——- -h  i , 

X  -r-  y 


q—e"'    '"^^-f-^,H h  î. 


x^y 
L'équation  (12)'  étant   intégrable    par   la    méthode    de    Laplace,    Téquation 
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transformée  est  Jniégrablc  par  la  mrlhode  de  M.  Daibou:x  ;  celle  dernière  équa- 
lion  a  du  reslc  élé  déjà  étudiée  à  ce  point  de  vue  par  M.  Goursaldans  un  intéres- 
sant Mémoire  (*  ). 

3.  Nous  avons  simplifié  les  équations  (8)  qui  donnent  les  expressions  de /et  C5 
en  fonction  de  :r,  ^',  5,  5|,  px  en  supposant  que  ^{x^y)  n'était  pas  identiquement 
nulle  :  nous  allons  mainlenant  étudier  ce  cas  particulier.  Les  équations  qui  défi- 
nissent la  transformation  de  Biicklund  élant 

q  =  eu  4-  (t(j:,  y)zy  -h  fz(.r,  j,  z), 

cherchons  à  quelles  conditions  z^  sera  déterminée  par  une  équation  linéaire.  La 
condition  (2)  devient 

b -^ — hOw-hTo,  —  v-^i  =  o, 
dp\  ôx 

il  faut  donc  que  Ton  ait 

b=zo,         Œ  =  o. 

/se  réduit  à  g{x,yj  pt)  -^  zpt  et  rf  à  e-"-f- |^(-c,  >^,  z)  :  portons  ces  valeurs 
dans  (i),  il  vient 

/  ^x  f  àg         \  dg  du.  àtx  àuL 

En  annulant  la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  z^  nous  obtenons 

Téquation 

(JV  d^u  â^u 

g  n^élant  pas  une  fonction  linéaire  de/7|,  nous  voyons  immédiatement  que  jx  doit 

être  une  fonction  linéaire  de  5,  le  coefficient  de  z  ne  dépendant  pas  de  x.  Nous 

écrirons  donc 

Y' 

mais  en  remplaçant  z  par  z  -j-i«j(j:,^),  tîs  satisfaisant  à  la  condition 

âfs       Y' 

nous  pouvons  toujours  revenir  au  cas  où  M  est  nul. 

(*)  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse j  %*  série,  t.  I,  1899. 

Fac.  de  T.,  2"  S.,  V.  O'J 
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dy 


Prenons  enfin  ^  pour  nouvelle  fonclion  inconnue  el  remplaçons  y  par 
nous  trouvons 


/f 


tv,  • 


pour  satisfaire  à  Tëqualion  (i6),  il  suffit  de  supposer  que  g  ne  contient  pas  j^. 
Les  équations  de  la  transformation  (B2)  sont  donc 

P  —  g{^^P\)  -^  -/>!»         9  ~  ^^'t 
3|  est  une  intégrale  de 

5,=  0, 

Téquation  qui  donne  :;  est 


/'-  =  ^=K"'?) 


Comme  Téqualion  trouvée  plus  haut,  celte  équation  a  été  étudiée  par  M.  Goursat 
dans  le  Mémoire  que  nous  avons  cité. 

i.  En  étudiant  Téquation  (-),  nous  avons  supposé  que  /(^,^,  5)  dépendait 
eflectivement  de  z.  Si  cette  fonction  ne  contient  que  x  et  y^  on  peut  imaginer 
qu^elle  s^annule  à  condition  de  modifier  ^(j:*,^,/)|),  et  (7)  exprime  que  H  est  un 
polynôme  du  deuxième  degré  en  ^i  ;  nous  écrirons  donc 

P  =  g{^yyyP\)'^n^{j^yyy^)y 

<l  —  ûj(x,  v)  :;*  4-  X(j:,  j-,  z)  z^  -^  f^(j:,y,  -). 

Dans  ces  équations  nous  remplacerons  z  par  o>(j:,j')^,  ce  qui  revient  à  sup- 
poser (0  égale  à  Tunité. 
Écrivons  la  condition  (1) 

ôg  .  ,      K       àg       dm       dm  ,    ,       ^  . 

àp\  Oy        ôy         âz  ^    ^  >      r-/ 

Le  coefficient  de  z^^  étant  -^7»  celte  quantité  doit  s'annuler,  m  désigne  donc 

oz 

une  fonclion  de  x^y  seulement,  qu'il  est  permis  de  supposer  nulle.  Nous  écri- 
rons que  le  coefficient  de  :;|  cl  le  terme  indépendant  de  Zi  sont  aussi  égaux  à 
zéro,  el  nous  obtiendrons  ainsi  deux  équations 


,   dg  dl  àl 

^ôiir^^'^di'^-Tz=''^ 

dg       ôg      ^  dix  du. 


( 
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Od  aura  encore,  en  dérivant  par  rapport  à  z^ 


âz  ^'      ôx  dz       ^  ôz^  ""  ^' 


ce  qui  exige  que  Ton  ait 

Les  deux  dernières  égalités  permettent  d'écrire 

Y' 

En  opérant  comme  plus  haut,  on  voit  d'ubord  que  l'on  peut  négliger  M,  puis 

on  prend  y  pour  fonction  inconnue  et  /  -^-pour  seconde  variable  indépendante, 

ce  qui  revient  à  supposer  la  fonction  [x  identiquement  nulle.   Remarquons,  en 
outre,  que  X  ne  dépend  que  de  x  et  dey. 

D'après  la  première  équation  (17),  g  est  un  poljnome  du  second  degré  en  pt  : 

Écrivons  donc  les  équations  de  la  transformation 

q  —  z\-\-'k{Xyy)z,^yz,-\--^^  —  -^ . 
Remplaçons  z-x  par  z^ >  ces  équations  deviennent 

En  écrivant  que  l'équation  qui  déQnit  Z\  est  linéaire,  on  voit  que 

P(^.r)-p(^y     et     -^ 
sont  les  dérivées,  par  rapport  à  ^  et  à  j',  d'une  même  fonction  ^{x^y). 
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Si  nous  remplaçoDs  z  par  ^  -■{-  y{^,J')y  nous  voyons  que  les  équations  de  la 
transforma  lion  se  réduisent  à 

p=ip\' 

n * 

7  —  **!• 

Celle  transformation  a  été  étudiée  par  M.  Goursat  (*),  elle  permet  de  passer 
de  Téquation 

à  Téquation  linéaire 

I  à  log^  , 

5.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que/* n'était  pas  une  fonc- 
tion linéaire  de /7|  et  que  '-o  n'était  pas  une  fonction  linéaire  de  ^i  :  nous  allons 
rechcrclier  ce  qui  se  passe  lorsque  y  est  linéaire  par  rapport  à  />|  sans  que  '^  le 
soit  par  rapport  à  ^|.  Nous  supposerons,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité,  le 
coefficient  de/?i  dans/  égal  à  l'unité;  nous  avons  donc 

7  =  ?(^»/>->-i)- 


L'équation  (5)  s'écrit  alors 


4-  -: — r-r  =  0 


dz]        ôz  ôz\ 
et,  en  intégrant,  on  trouve 

Posons  Zx  —  5  =  u^  l'équation  (4)  devient 

la  dérivée  par  rapporta  z  du  premier  membre  doitélre  nulle,  on  a,  par  con- 
séquent, 

(  I Q  )  — -  — —  H —  — -  =  O. 

^  ^^  Ou^    Oz^        Oz  ôu^ 

-5— [  ne  s'annule  pas,  si  [jl  n'est  pas  une  fonction  de  x^y  seulement,  ou  peut 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  X\V,  1897,  p.  36.  —  Leçons  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  t.  If,  p.  25'2. 
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écrire 

=  w(a:,7), 


du* 

dz* 

<>»<{/ 

dix 

du* 

dz 

el  l'on  lire  de  là 

Perlons  ces  valeurs  de  '}  el  de  [x  dans  (i8),  celle  équation  se  réduil  à 
(i8)'  y-  (ao)'e«^'*)  —  ayco'e«^«=o. 

En  dévcloppanl,  on  Irouve  d'abord  que  w  esl  une  fonclion  de  y  seulemenl;  on 
peut  remplacer  celle  fonction  par  l'unité,  en  opérant  comme  nous  avons  déjà 
fait  plusieurs  fois;  l'équation  (18)'  donne  alors 


7  = 


ô  loîra 


r 


d^v 


• 


Celle  égalité  montre  qu'il  suffit  de  remplacer  z  par  <5  —  loga  pour  revenir  au 

cas  où  l'on  a 

azzzi^         y  =:  o. 

Les  équalions  de  la  transformation  sont  donc 
Écrivons  la  condition  (i) 

en  annulant  les  coefficients  de/?|5|  cl  de  ^i^"^,  on  voit  que  A  doit  se  réduire 
identiquement  à  zéro  et  il  reste  les  équations 

a=:-—i  Oz=0,  -—  =0. 

Oz  Ox 

Elles  montrent   d*abord  que  B  est  une  fonclion  linéaire  de  z  indépendante 
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de  Xy  c'est-à-dire  que  Ton  peut  poser 

Y' 

En  portant  dans  la  première  équation,  on  voit  que  Yq  s*annule  et  que  p  est 
égale  A  XY.  Si  Ton  remplace  z  par  z  -+-  logY,  et  sî  Ton  prend  /  X  dx  et  /  -v- 
pour  variables  indépendantes,  les  équations  de  la  transformation  se  réduisent  à 

q  =:  e-i  '-. 

Les  deux  équations  (pii  se  correspondent  par  cette  transformation  sont 

.ç,— o, 
s  4-7^"^=  o. 

0.  Dans  la  discussion  précédente  nous  avons  écarté  le  cas  où  ix  est  une  fonc- 
tion de  X,  y  seulement,  cas  que  nous  allons  examiner  maintenant.  Comme  on 
peut  ajouter  à  z  une  fonction  quelconque  de  x,  y^  il  est  permis  de  supposer 
que  jjL  s'annule. 

En  écrivant  la  condition  (i),  nous  trouvons 

H  faut  d'abord  que  Ton  ait 


dz 


=  o; 


nous  supposerons   nulle  la  fonction  A  qui  ne  dépend  pas  de  z.  On    peut,   en 
efl'el,  dans  ce  cas,  écrire 

9(.r,  j,  3,  :;,)  =  «Kx,  r,  c,—  j)  -h  \(.r,  y){z,  —  z)  -+-  B(a:,  Y,z)-\-  \(.r,  y)z, 

ce  qui  montre  que  ^p  est  la  somme  d'une  fonction  Ae  x^  y^  Zi  —  3  et  d'une  fonction 
de  Xy  y^  z. 

L'équation  (20)  se  décompose  en  deux  autres 

a  —  —  b'—^       — . 

Oz  "*      àx       ôx 

D'après  la  première  il  est  permis  de  poser 

Y\z=za(x,y)z  -\-a,{x,y); 


Sun   QUELQUES    ÉQUATIONS   AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES  DU    SECOND    ORDRE.       /pi 

en  portant  dans  la  seconde,  il  vient 


ô^r       dx  dx 


4  ne  dépendant  que  de  x^  j',  u  {zx  —  c  =  ^/),  nous  devons  avoir 

,   ôa 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi,  on  trouve  en  intégrant  (21) 

4» (Xy  y,  u)  ^  rj){f,  u)  -h  au  —  a. 

Il  suffit  de  remplacer  u  par  sa  valeur  pour  déduire  de  là  les  équations  de  la 
transformation  de  Biicklund 

On  trouve  sans  aucune  difficulté  les  équations  qui  définissent  c  et  ^1  : 

/       s  —  ap  \  s  —  rrp 


ôx  /  dx 

On 

X 


s^-^ap,—  ^.^1=0 


On  peut  encore  satisfaire  à  Téquation  (ic))  en  prenant  pour  [jl  une  fonction 
linéaire  de  z  et  pour  'h  un  polynôme  du  second  degré  en  u]  je  ne  développerai 
pas  les  calculs  parce  que  cette  étude  ne  fournit  rien  de  nouveau  :  les  transforma- 
tions  de  Biicklund  que  Ton  oblient  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  que 
nous  avons  trouvées  en  dernier  lieu. 

7.  11  reste  à  étudier  le  cas  où  '^  est  une  fonction  linéaire  de  >^i,  /  n'étant  pas 
linéaire  par  rapport  à  /?|.  Nous  pouvons,  ici  encore,  supposer  le  coefficient  de  Zx 
dans  ^  égal  à  Tunité  et  écrire 

q  =  Zi-\-Q{x,j;s). 


L'équation  (2)  donne 


et,  en  intégrant,  il  vient 


api       oz 


f^gi^f^yPi—^^)^ 
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Posons  Pi  —  bz  =  li  et  écrivons  la  condition  (i) 

ou  ou       oy  ou       ox  ^  oz 

En  dérivant  d'abord  deux  fois  par  rapport  a  5,  puis  une  fois  par  rapport  ai/, 
nous  trouvons 

oz^  du^       ou  oz* 

-r-  est  certainement  différent  de  zéro;  s'il  en  est  de  même  de  -r-^»  nous  pouvons 
ou  oz^  *^ 

écrire  la  dernière  équation 

âz*  âu'  , 

dz*         âu 
et  en  déduire 

P  =  g{'^y  y  y  Pi—  bz)  =  W(  JT,  y)e^^'^y^  (A».  -6z)  ^  ^(^^  ^)^ 

q  =  zi-he(x,  y,  z)     =  r,-h  û)( j:,  y) e-*^*'^) ^^-^  p(ar,  y)z-h  fj(x,  y). 
En  remplaçant  z  par  z  +  ^(x^y),  ^  satisfaisant  à  la  condition 

nous  substituons  au  système  précédent  un  système  analogue  où  Ton  aurait  sup- 
primé T.  Quant  à  Téquation  (22)  elle  devient 

4-  (wa»^»)  -  wra'ô'-  t^oc^b^z  ^^^  =0, 
ôx^  '  ôx 

Nous  avons  d'abord  a6  =  Y.  En  remplaçant  a  par  sa  valeur,  les  équations  de 
la  transformation  deviennent 

p  —  w{x,  y)  e^'''      "  -h  t(x,  y), 
^  m  5,  4- w(  j:,  7)  e-^  =  4- p^, 

et,  en  prenant  Y^  et  Y^i  pour  nouvelles  fonctions  inconnues,  nous  leur  donnons 
la  forme  plus  simple 

(24)  }^p  =  Tse^     "-+-T, 

q  =  3|4-ci)e---i-  pz. 
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Écrivons  la  condition  (i), 

w    ^— -.  .      V      dw  ^-z      Ts  db        Çi-r       à:  f"^  — 


e 


h 


(api-^bZi)-{--T-ef'       —TiÂZP^^^       -^ÂZ^^^^       (-i  +  P-) 


/^  ^"^^  ■        ''   '  dy  b^  ây"^'  dy 

dm      ,       do 


(      ^-^       \ 


On  aperçoit  qiril  y  a  un  terme  en  /7,  qui  ne  peut  pas  disparaître  quelles  que 
soient  les  expressions  des  fonctions  ny,  t,  w,  p  ;  les  équations  (24)  ne  peuvent  donc 
dans  aucun  cas  définir  une  transformation  (B^)  telle  que>3|  satisfasse  à  une  équa- 
tion linéaire. 

8.  On  peut  encore  satisfaire  à  la  condition  (28)  en  supposant  que  0  soit  une 
fonction  linéaire  de  z  ou  en  supposant  que  Ton  ait 

(25)  b=zo,         -:-— =:o. 

Examinons  le  premier  cas  :  en  raisonnant  comme  nous  avons  fait  à  plusieurs 

reprises,  on  voit  que  Ton  peut  supprimer  dans  8  le  terme  indépendant  de  z  et 

écrire 

pz=g{x,y,p^—bz), 

q  =  zi-h<x{a',y)z. 
L'équation  (1)  devient,  en  remplaçant  p^  par  u  +  bz^ 

(26)  a{u-^bz)-^  -^  3^  — -3-  ^  —  cibz-^—u  —  bz  —  OLg—z-^—o, 
^     ^  ^  '  du       dy         dy  du  du  ^  dx 

et,  en  annulant  le  coefficient  de  2,  nous  trouvons 


/    .       db  .  \  dg       .        dot 


ce  qui  exige  que  Ton  ait 

(27)  ab^-j^-ab  =  o,  b+-^=o, 

puisque,  par  hypothèse,  /  n'est  pas  une  fonction  linéaire  de  ^i,  c'est-à-dire  g 

n'est  pas  une  fonction  linéaire  de  u 

Posons 

dri 

Fac,  de  T.,  2«  S.,V.  58 
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il  vient 


0^'  ây  ôy       ày        ôjc  ây 

Quant  ù  réqiialion  (a6)  eJle  se  réduit  à 

au  -f-  -H  -^  —  w  —  a £'  r=z  o  ; 

% 

celle  équation  s'intègre  facilement  si  l'on  remplace  a  et  a  par  leurs  expressions  cl 
Ton  a,  en  désignant  par  10  une  fonction  arbitraire, 

àri 
(^,  V,  w)=      ^         u-^e-^(ùl  ^ 


ir 


dxdy 


Ecrivons  maintenant  p^  —  bz  au  lieu  de  1/,  b  ajant  la  valeur  indiquée  plus  haut, 
<fl  nous  avons  les  équations  de  la  transformation  de  B.ïcklund 

ôx  ây  \       dx  ây  / 

_  an 

En  prenant  e^^z  comme  nouvelle  fonction  inconnue,  on  met  ces  équations  sous 
la  forme  un  peu  plus  simple 

^     âx  /        e^pi 


(28)  {'^"       _d^  ^*         (     '  _^l!L 

dx  à  y  \      Ox  ôy 

\  q  —  e^z^. 
Z\  satisfait  à  Téquation  linéaire 


(^log 


dn  ^  dxdy  1  d^n       __ 

dj-  d^       J^'^dTdJ '''-''' 

à  laquelle  la  transformation  précédenle  fait  correspondre 

(^  /  dn 

dx     (  dn\         l      ^      '^  dx 

^'=-'d^rrv-''^dj^)'^''('''—d^^''' 


dx  dy  \        dx  dy 
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Remarquons  que,  si  après  avoir  permuté  j:  et  ^  on  remplace  -r-  par  a(Xy  y), 
celle  dernière  équalion  devient 

c'esl-à-dire  que  Ton  retrouve  Téquation  obtenue  plus  haut  (n**  6).  De  chacun  des 
deux  systèmes  de  caraclérisliques  de  celle  équation  on  peut  déduire  une  transfor- 
mation (62)  (*)  qui  permet  de  la  remplacer  par  une  équation  linéaire.  En  échan- 
geante; et  ^  dans  les  équations  (28)  on  trouve 

dr] 


^  =  ^'^   aL  ^/i  +  W  y 


â^f]     '1   '  ^^'     à^n 


dx  dy  \       dx  dy 

A  Taidc  de  cette  Iransformation  on  passe  de  Téquation  (29)  à 


/ 

d  log    '^'^   \ 

dx        A' 

5.=0, 


dxdy    ' 

a  étant  toujours  égale  ^  -r-' 

La  Iransformation  (3o)  de  l'équation  (29)  est  déduite  du  système  de  caractéris- 
tiques qui  possède  Tinvariant^  tandis  que  la  transformation  du  n^  6  était  déduite 
du  système  qui  possède  Tinvariant  x. 

9.  Nous  avons  laissé  de  côté  les  équations  (so).  La  deuxième  de  ces  équations 
exprime  que  0  est  un  polynôme  du  second  degré  en  >s;  en  formant  les  fonctions  / 
et  f  et  en  écrivant  qu'elles  satisfont  à  la  condition  (1)  on  voit  de  suite  que  le  coef- 
ficient de  z^  est  nul  et  il  semble  que  nous  soyons  immédiatement  ramenés  au  cas 
précédent;  mais,  b  étant  nul,  la  première  équalion  (27)  ne  donne  plus  a,  il  faut 
reprendre  l'élude  de  cette  question. 

On  a 

p  —  g{^yyyP\)y 

q  —  z^-^(x{x.y)Zy 
(')  Thèse,  n"4. 
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cl  la  condilion  (i)  s'écrit 

dg       dg  d(x 

dpi       dy       ^*      Ox  ^         ' 

Y'  z 

a  est  une  fonction  -^  à^  y  seulement.  Si  l'on  prend  ^  pour  nouvelle  fonction 

et   /  -^  pour  nouvelle  variable  à  la  place  de  y^  on  donne  aux  équations  de  la 
transformation  la  forme 

g  devant  satisfaire  à 

àg       dg 


En  intégrant,  on  trouve 


tr 


=  ^^--^+|^-&'"^' 


à  y  \  ôy 

'}  étant  une  fonction  arbitraire,  si  Ton  a  posé 

a=     r ^' 

La  transformation 

à  y  \ày 

q  —  ^i 

établit  une  correspondance  entre  les  intégrales  de  l'équation 

fï  .  /   s 

à  y  \  dy 

et  celles  de  l'équation  linéaire 

En  particulier,  si  y,  est  égaie  à  y,  on  voit  que  l'équation 

•  p  —  sy  —  '\{s>^)y 
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intégrée  par  M.  Goursal,  a  pour  transformée 


St=:  O. 


10.  Il  faudrait  encore  considérer  le  cas  où  /  est  une  fonction  linéaire  de  /?| 
et  (f  une  fonction  linéaire  de  Zt  :  cette  étude  ne  présente  pas  de  difliculté;  on 
trouve  ainsi  les  transformations  étudiées  par  M.  Lucien  Lévy  qui  permettent  de 
déduire  d'une  équation  linéaire  une  autre  équation  également  linéaire  dès  que  Ton 
connaît  une  intégrale  de  Téquation  donnée. 

En  résumé,  abstraction  faite  des  équations  linéaires,  les  équations  que  nous 
nous  sommes  proposé  de  déterminer  sont  les  suivantes  : 

(I)  s(x-^y)  =  ^{p)W{q), 

(II)  p^,i^^^^/.y 


(III)  s  —  isjbi^x,y)pq, 

(IV)  s  ^qe-^=io^ 

(V) 


(V,)  ,=„/^,i^^_.y„,.,^,i^ 

ôx  /  Ox 


Les  équations  qui  leur  correspondent  sont 

(II)'  ^i^O, 

(IV)'  ^,  =  0, 


/|58      J.    CLAIRIX.     —    SUK    QUELQUES    ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES,    ETC. 
à  Téqualion  (VI)  on  peul  faire  correspondre  soit  ré(|ualion 


soit  Inéquation 


âx  ôy 


{'  -  %) 


On  peul  passer  de  l'équation  (VI)'  à  (VI/  par  une  transformation  de  Laplace. 
Les  équations  (I)  et  (III)  sont  aussi  telles  que  des  deux  systèmes  de  caractéris- 
tiques on  puisse  déduire  une  transformation  (6^)  qui  pennelte  de  passer  de 
l'équation  donnée  à  une  équation  linéaire,  mais  si  Ton  permute  x  ei  y  chacune 
de  ces  équations  est  remplacée  par  une  équation  de  même  forme;  les  deux  trans- 
formations ne  sont  donc  pas  essentiellement  différentes  comme  celles  dont  dérivent 
(VI)' et  (VI)". 

Ilemarquons  encore  que,  si  Ton  excepte  (III)'  et  (VI)",  toutes  les  équations 
linéaires  que  nous  avons  trouvées  ont  au  moins  un  invariant  nul  (*). 


(*)  Cf.  un  Mémoire  de  M.  Goursat  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse, 
•i*  série,  t.  IV,  1909,,  p.  334). 


NOTICE 


sut 


Karl-Michailovitch   PETERSON, 


Par  mm.  D.-T.  EGOROV  et  B.-K.  MLODZIEIOWSKI. 


Traduit  du  russe  (■)  par  H.  Edouard  DAVADX, 

Ingénieur  de  la  Marine  à  Toulon. 


I.  -  KAIU^MICHAILOVITCH  PETERSON  ET  SES  TRAVAUX  GÉOMÉTRIQUES, 

Pau  m.  B.-K.  MLODZIEIOWSKI. 

J'ai  rintention,  dans  cet  aperçu,  de  donner  des  renseignements  sur  la  vie  et 
sur  la  caractéristique  des  travaux  géométriques  d*un  de  nos  grands  mathéma- 
ticiens, Karl-Michaïlovitch  Pelerson.  Bien  que  les  mérites  scientiflques  de 
Peterson  aient  déjà  rendu  son  nom  célèbre  de  son  vivant  parmi  les  mathéma- 
ticiens russes,  ce  n'est  que  dans  ces  dernières  années  qu'il  est  arrivé  à  une  répu- 
tation plus  juste  et  plus  complète.  Peterson  s'occupa  de  deux  branches  des 
Mathématiques  :  des  équations  aux  dérivées  partielles  et  de  la  Géométrie  diffé- 
rentielle. Ce  furent,  avant  tout,  ses  recherches  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles  qui  fixèrent  sur  lui  l'attention  et  qui,  en  1879,  lui  firent  obtenir  le 
grade  de  Docteur  de  l'Université  de  la  Nouvelle  Russie.  Les  travaux  de  Peterson 
sur  la  Géométrie  différentielle  furent  aussi  hautement  appréciés  par  ses  collègues 
immédiats  de  la  Société  mathématique  de  Moscou,  mais  ils  furent  moins  connus 

(  1  )  Les  deux  Parties  de  cette  Notice,  dues  respectivement,  la  première  à  M.  MIodzieiowski 
et  la  seconde  à  M.  Ëgorov,  ont  paru  séparément  en  1903  dans  le  premier  fascicule  du 
Tome  XXIV  (p.  i-ai  et  22-29)  du  Recueil  mathématique  (matematm^eckim  CBOPiiHK'b), 
publié  par  la  Société  mathématique  de  Moscou  ;  on  a  adopté  comme  titre,  pour  chaque 
Partie,  la  traduction  française  du  titre  russe  de  l'article  correspondant. 
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dans  de  plus  grands  cercles  de  malhématiciens,  peiil-êlre  parce  que,  à  celle 
époque,  on  s^occupail  peu  en  Russie  de  celle  branche  de  la  Géomélrie.  El  pour- 
tant la  première  place  apparlient  inconteslablement  à  ces  travaux  de  Pelerson, 
par  la  richesse  des  résultats  qu^il  a  obtenus  el  par  Pabondance  des  idées  profondes 
et  ingénieuses.  Tandis  que  Pelerson,  dans  ses  recherches  sur  les  équations  aux 
dérivées  parlielles,  n^a  fait  que  se  mettre  au  niveau  de  ses  contemporains,  dans  ses 
travaux  de  Géomélrie  il  s^est  placé  sur  beaucoup  de  points  en  avant  de  son  temps. 
Quand  plus  tard  les  recherches  de  Pelerson  acquirent  une  plus  grande  notoriété, 
il  fut  reconnu  qu\ine  série  entière  de  propositions,  trouvées  plus  tard  par  Dar- 
boux,  Lie,  Bianchi,  Schwarz,  Maurice  Lovj  et  d'autres  savants,  avaient  été  déjà 
obtenues  beaucoup  plus  tôt  par  Pelerson.  Mais,  indépendamment  des  résultats,  la 
méthode  fondamentale  dont  s'est  servi  Pelerson  dans  ses  recherches  est  féconde  au 
plus  haut  degré  el  sans  aucun  doute  peut  encore  donner  beaucoup  de  choses  inté- 
ressantes et  nouvelles.  Dans  ces  derniers  temps,  les  travaux  de  Pelerson  ont  attiré 
de  plus  en  plus  sur  eux  Tattention  des  savants  occidentaux,  |)rincipalement  des 
savants  allemands.  Le  mérite  en  revient  surtout  au  professeur  Stickel,  de  Kiel, 
dont  de  nombreux  travaux  se  rapportent  à  l'élude  de  Pelerson;  le  professeur 
Stiickel  a  publié  (*)  en  1901  une  biographie  de  Pelerson. 

Pour  faire  connaître  les  circonstances  très  simples  de  la  vie  de  Pelerson,  je  me 
suis  surtout  servi  des  documents  et  renseignements  mis  gracieusement  à  ma 
disposition  par  le  directeur  de  l'École  de  Pélropavlovsk,  K.-R.  Vernander,  et 
par  un  professeur  de  cette  école,  K.-A.  Grevé,  qui  avaient  connu  de  près  Peler- 
son; je  me  suis  servi  aussi  de  la  biographie  de  Pelerson,  que  j'ai  mentionnée  plus 
haut,  faite  par  le  professeur  Stiickel.  En  dehors  de  ces  sources,  j'ai  emprunté 
quelques  renseignements  sur  la  vie  de  Pelerson  à  V Aperçu  sur  la  vie  et  les  tra- 
vaux  d^auteurs  russes  défunts,  de  D.-D.  Jazikov,  à  la  Bibliographie  russe, 
année  1881,  et  à  un  article  de  V.-V.  Bobinine  sur  Pelerson  dans  le  Dictionnaire 
biographique  russe. 


Karl-Michaïlovitch  Pelerson  est  né  à  Riga  le  i3  mai  de  Tannée  1828;  il  descen- 
dait d'une  famille  bourgeoise  et,  à  ce  qu'il  semble,  lithuanienne. 

Ajant  terminé  ses  éludes  au  collège  de  Riga  en  1847,  ''  entra  la  même  année 
à  rUniversité  de  Dorpat,  où  il  s'occupa  de  sciences  mathématiques  et  naturelles. 
A  cette  époque,  Senff  et  Minding  enseignaient  les  Mathématiques  à  l'Université 
de  Dorpat.  Petorson  entendit  chez  SenfT  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces; 
mais  le  célèbre  Minding  fut  surtout  le  guide  de  Pelerson  en  Géométrie.   Cet 


{^  )  Karl  Peterson  (i8'28-i88i),  von   Paul  Slackcl,  in  KicI  {Bibliotheca  mathematica, 
clritte  Folge,  zweilei  Band,  1901,  p.  \i'\-\'\i). 
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illustre  savant  publia  une  série  de  remarquables  travaux  sur  la  Théorie  de  la 
déformation  des  surfaces,  se  rapportant  au  fameux  Mémoire  de  Gauss  :  Disquisi- 
fioFies  générales  circa  superficies  cun^as,  A.insi  Minding  découvrit  entre  aulres 
l*invariabilité  de  la  courbure  géodésique  dans  la  déformation  d'une  surface,  il 
trouva  les  conditions  de  l'application  d'une  surface  sur  une  autre  et  donna  des 
surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution.  Les  travaux  suivants  dé 
Pelerson  ont  un  rapport  direct  avec  ces  travaux  de  Minding;  c'est  à  lui-même 
que  Peterson  présenta  sa  ihèse,  et  Minding  l'apprécia  par  la  menlion  ausge- 
zeichnet. 

Le  professeur  Stiickel,  dans  sa  biographie  de  Pelerson,  fait  connaître,  d'après 
une  Communication  du  professeur  Kneser,  le  contenu  de  cette  thèse,  conservée 
dans  les  dossiers  de  l'Université  de  Dorpat.  La  première  Partie  se  rapporte  à  la 
ihéorie  des  lignes  sur  les  surfaces  et  principalement  à  la  théorie  de  la  courbure 
géodésique  et  de  la  courbure  normale.  I^elerson  y  démonlre  le  théorème  simple 
et  élégant  qui  suit  : 

Si  une  courbe  est  donnée  sur  une  surface  dé^'cloppable,  sa  relation  en 
chaque  point  ai^ec  la  sur/ace  est  définie  très  simplement  par  ^inclinaison  '^ 
de  son  plan  osculateur  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  développablCy  par 
C angle  w  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  une  droite  génératrice,  et  par  la 
distance  l  du  point  de  la  courbe  à  rareté  de  rebroussement,  en  la  comptant 
sur  la  génératrice.  Si  les  génératrices  de  la  surface  sont  définies  par  un 
paramètre  t^  une  équation  de  la  forme  f{l^  to,  'X),  /)  =  o  exprime  la  nature  dUine 
courbe  tracée  sur  la  surface.  Si  la  surface  dés^eloppable  et  la  forme  de  la 
fonction  f  sont  données,  la  courbe  correspondante  s^ exprime  sans  constantes 
arbitraires,  ai^ec  une  ou  deux  constantes,  selon  que  la  fonction  f  en  plus  de  t, 
dépend  seulement  de  /,  ou  également  de  w,  ou  en  outre  de  rs]  inversement,  si 
une  courbe  est  donnée  et  si  Von  recherche  une  surface  développable  pour 
laquelle  une  courbe  donnée  possède  une  propriété  définie  par  une  équation 
donnée  f{l^  co,  '^,  t)  =  o,  le  nombre  des  constantes  arbitraires  dans  l'équation 
de  la  surface  sera  o,  i  ow  2,  selon  qu'il  entre  dansf  en  plus  de  tj  seulement  -^ 
ou  également  w,  ou  en  outre  L 

La  seconde  pailie  de  la  thèse  de  l^eterson  se  rapporte  à  la  déformation  des 
surfaces.  Pelerson  démonlre  que,  si  l'on  connail  pour  chaque  point  d'une  surface, 
en  plus  des  coefficients  E,  F,  G  de  l'élément  Jinéaiie,  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  r^  et  r^  et  l'angle  o  entre  une  des  lignes  de  courbure  et  une  des  lignes 
de  coordonnées  sur  la  surface,  la  forme  de  la  surface  est  par  là  entièrement 
définie;  on  voit  facilement  que  /'i,  7*2  et '^  se  relient  immédiatement  aux  para- 
mètres du  second  ordre  L,  M,  N  ou  D,  D',  ly,  de  sorle  que  la  proposition  de 
Peterson  est,  au  fond,  ^équivalente  aux  trois  équations  fondamentales  de  Mai- 
Fac.  de  T.,  a*  S.,  V.  5o 
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nardi-Codazzi  qui  jouent  un  rôle  si  împorlanl  dans  la  théorie  des  surfaces  el 
qui  expriment  la  même  idée  sous  une  forme  plus  symétrique  et  plus  commode. 
Si  nous  appelons  l'attention  sur  ce  que  Mainardi  a  donné  ses  formules  en  i856 
et  sur  ce  que  la  thèse  de  Peterson  est  de  1853,  nous  devrons  reconnaître,  avec 
le  professeur  Stackel,  que  le  talent  de  Peterson  l'avait  déjà  conduit  dans  ce  pre- 
mier travail  sur  une  voie  sûre  et  que,  en  la  suivant,  il  devait  arriver  aux 
propositions  les  plus  importantes  de  la  théorie  de  la  déformation  des  surfaces. 
11  est  regrettable  que  l'idée  émise  par  Peterson  dans  sa  thèse  n'ait  pas  reçu  de 
lui,  à  ce  qu'il  semble,  de  développement  ultérieur.  Nous  verrons  ci-dessous  que, 
dans  ses  travaux  postérieurs,  la  théorie  de  la  déformation  l'occupa  non  pas  tant 
en  elle-même  que  dans  son  rapport  avec  d'autres  formes  de  correspondance  des 
surfaces. 

Peterson  étudia  à  TUniversité  de  Dorpat  de  1847  à  1862  et,  au  commencement 
de  i853,  il  subit  Texamen  de  candidat.  Comme  on  le  voit  par  une  copie  du 
registre,  Peterson  passa  brillamment  son  examen.  Il  obtint  les  notes  les  plus 
élevées  dans  tous  les  sujets,  sauf  deux;  l'un  de  ces  derniers  était  la  reine  hohere 
Géométrie,  Il  passa  seulement  ziemlicli  gui  Texamen  de  langue  russe  obligatoire 
a  Dorpat.  C'est  ici  le  lieu  de  remarquer  que,  bien  que,  selon  l'attestation  de 
personnes  ayant  connu  Peterson  dans  la  période  moscovite  de  sa  vie,  sa  façon 
de  parler  le  russe  donna  toujours  l'impression  qu'il  n'était  pas  d'origine  russe, 
tous  ses  articles  dans  le  Recueil  ma  thématique  n'en  sont  pas  moins  écrits  dans 
y\\\Q  très  belle  langue,  précise  et  claire. 

Il  est  difficile  de  fixer  avec  précision  l'époque  à  laquelle  Peterson  s'établit  à 
Moscou,  où  il  devint  précepteur  dans  une  famille  distinguée.  En  i865,  Peterson 
entra  comme  professeur  de  Mathématiques  à  TEcolc  allemande  de  Petropavlovsk 
(^n  qualité  de  suppléant,  et  devint  en  1879  professeur  titulaire.  Il  sut  transmettre 
à  ses  élèves  une  partie  de  cet  amour  de  la  Science  qui  Tanimait  lui-même,  et 
beaucoup  de  ses  élèves,  entraînés  par  son  enseignement,  choisirent,  à  la  fin  de 
leur  cours  à  l'Ecole,  la  Faculté  de  Mathématiques.  En  outre,  tous  les  anciens 
élèves  de  Peterson,  avec  lesquels  j'ai  eu  occasion  de  m'entretenir,  parlaient  una- 
nimement de  lui  comme  d'un  homme  leur  ayant  inspiré  un  profond  respect,  non 
seulement  par  ses  connaissances  étendues,  mais  encore  par  son  caractère  droit  et 
noble.  S'étant  établi  à  Moscou,  Peterson  fit  partie  du  Cercle  des  Mathématiciens 
nioscovites,  groupés  à  cette  époque  autour  des  professeurs  Braschmann  et  Davidov 
de  l'Université  de  Moscou.  Davidov  avait  été  attaché  à  l'Ecole  de  Petropavlovsk 
rt,  de|)uis  1866,  il  y  avait  même  enseigné  quelque  tenjps  les  Mathématiques; 
selon  toute  apparence,  il  s'y  rencontra  avec  Peterson.  En  octobre  1864,  les 
membres  de  ce  Cercle  proposèrent  de  se  réunir  chaque  mois,  de  septembre  à 
avril,  pour  échanger  des  communications  sur  les  diflférentes  branches  des  Mathé- 
matiques. Peterson  fut  un  des  agents  actifs  de  ces  réunions  et,  dans  le  Recueil 
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mathématique,  publié  en  1866  par  le  Cercle,  conlenanl  les  Communications  lues 
par  les  membres  du  Cercle,  se  trouve  son  Mémoire  Sur  les  relations  et  les  ajffi- 
nités  entre  les  surfaces  courbes,  qui  inaugurait  la  série  de  ses  travaux  sur  la 
Géométrie  différentielle. 

Le  23  janvier  1867,  ^^  Cercle  de  malhématiciens  fut  réorganisé  en  Sociéié 
mathématique  de  Moscou  et,  en  même  temps,  le  Recueil  mathématique  devint 
une  publication  périodique.  Avec  d'autres  mathématiciens  du  Cercle,  Peterson  entra 
dans  la  nouvelle  Société  comme  membre  fondateur  et  continua  à  prendre  part  à 
ses  travaux  avec  son  ancienne  ardeur.  Les  procès-verbaux  des  séances  de  la 
Société  notent  de  lui,  de  i865  à  1879,  dix-huit  Communications  dans  le  domaine 
de  la  Géomélrle  différentielle  et  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles. 

Peterson  publia  en  môme  temps  dans  le  Recueil  mathématique  six  Mémoires, 
dont  trois  se  rapportent  à  la  Géométrie  différentielle  et  trois  a  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  Ces  Mémoires  sont  les  suivants  : 

1.  OÔTî  OTHomeniHX'b  h  cpoACTBaxi,  mc/Hav  kphbijmh  noBEpxiiocTHMH  {Sur  les 
relations  et  les  affinités  entre  les  surfaces  courbes)^  l.  I,  1866,  p.  391-438. 

2.  O  KpiiBux'b  na  HOBcpxHOCTHX-b  {Sur  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces)^ 
t.  Il,  1867,  p.  17-44- 

3.  OÔTï  H3ru6aHiH  noBEpxHOCTCM  BToporo  iiopflAKa  {Sur  la  déformation  des 
surfaces  du  second  de  gré)  ^  t.  X,  i883,  p.  476-5'^3. 

4.  5,  6.  Oo-b  iiHTerpnpoBaniH  vpaBueHiii  c-b  qacTinjMH  npoiisBOAHUMii  {Sur 
Cinté gration  des  équations  aux  dérivées  partielles)^  t.  VIII,  1877,  p.  291-361  ; 
t.  IX,  1878,  p.  137-192;  t.  X,  1882,  p.  169-223. 

Les  deux  premiers  Mémoires  de  Peterson,  refondus  et  augmentés,  furent 
publiés  par  lui  en  1868  en  langue  allemande  sous  le  titre  :  Ueber  Curven  und 
Flàchen,  Ce  travail  de  Peterson  est  intéressant  parce  que  nous  y  avons  Texposé 
le  plus  complet  et  le  plus  systématique  des  idées  que  Peterson  prit  pour  base  de 
ses  recherches  géométriques. 

Le  28  novembre  1879,  Peterson,  sur  la  présentation  des  professeurs  E. -T.  Sabi- 
nine,  N.-A.  Oumov  et  V.-V.  Preobrajensky,  fut  élevé  parle  Conseil  de  l'Univer- 
sité de  la  Nouvelle  Russie  au  grade  de  Docteur  honoris  causa  en  Mathématiques 
pures.  Comme  on  le  voit  par  la  présentation  elle-même,  publiée  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  du  Conseil  {Mémoires  de  r Université  de  la  Nouvelle 
Russie,  t.  XXX),  la  place  principale  fut  assignée  dans  celle-ci  aux  recherches  de 
Peterson  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles;  il  fut  fuit  seulement  mention 
de  ses  travaux  géométriques. 

Peterson  ne  s'est  pas  marié.  Il  mena  une  vie  paisible  et  retirée,  occupant  tout 
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son  temps  à  des  recherches  scienlifiques  ou  à  des  entreliens  avec  quelques  amis, 
ses  collègues  à  TEcole  de  Pelropavlovsk.  En  mars  1881,  il  tomha  malade,  et  le 
19  avril  de  la  même  année  il  mourut  à  Thôpilal  de  TÉcole  d'une  inflammation  du 
péritoine. 


ISous  avons  déjà  dit  que  les  idées  de  Peterson  et  les  résultats  quMl  ohtint  sont 
présentés  de  la  façon  la  plus  complète  dans  son  livre  Ueber  Curven  und Flàchen, 
Aussi  nous  suivrons  surtout  ce  livre  pour  l'exposé  des  travaux  géométriques  de 
Peterson.  Son  anal^^se  circonstanciée  est  d'autant  plus  nécessaire  qu'il  est  actuel- 
lement une  curiosité  bibliographique,  et  l'on  ne  peut  que  se  joindre  au  pro- 
fesseur Stiickel  pour  souhaiter  qu'il  soit  publié  de  nouveau. 

Un  des  principaux  mérites  de  Peterson  dans  la  Géométrie  difl^érenlielle  des 
surfaces  consiste  en  ce  qu'il  a  indiqué  la  propriété  suivante,  simple  et  en  même 
lemps  générale,  de  toute  correspondance  entre  deux  surfaces  :  dans  toute  corres- 
pondance entre  deux  surfaces,  il  existe  en  général  sur  chaque  surface  un  système 
(le  lignes  conjuguées  auquel  correspond  sur  l'autre  un  système  également  conju- 
gué. Cette  proposition  apparaît  avec  toute  sa  simplicité  fondamentale,  dans  la 
pleine  acception  du  mot,  dans  la  théorie  de  la  correspondance  des  surfaces, 
non  seulement  parce  que  les  variables,  correspondant  à  ce  réseau  général 
conjugué,  représentent  par- dessus  tout  un  système  commode  de  coordonnées 
pour  l'étude  de  la  correspondance  donnée,  mais  aussi  parce  que,  enlre  les  pro- 
priétés de  la  correspondance  et  les  propriétés  de  ce  réseau  conjugué,  existe  un 
lien  géométrique  étroit.  Nous  verrons  ci-dessous  quels  riches  résultats  Peterson  a 
tirés  de  sa  proposition,  et  en  particulier  dans  la  théorie  de  la  déformation  des 
surfaces. 

Le  livre  Ueber  Cun^en  und  Fldchcn  fut  publié  par  Peterson  comme  une  pre- 
mière livraison  après  laquelle  d^'autres  devraient  paraître. 

A  en  juger  par  plusieurs  passages  du  livre,  et  aussi  par  des  parties  des  Mémoires 
de  Peterson  qui  n'entrèrent  pas  dans  la  première  Partie  du  livre,  on  peut  supposer 
que  la  seconde  Partie  devait  être  principalement  consacrée  à  la  représentation 
conforme  ou,  comme  Tappelle  Peterson,  à  la  relation  graphique  des  surfaces. 
La  première  livraison,  qui  représente  par  elle-même  un  tout  complet,  commence 
parTexposé  des  propriétés  fondamentales  des  courbes  dans  l'espace  et  des  courbes 
sur  les  surfaces.  Peterson  y  démontre  une  propriété  fondamentale  indiquée  dans 
la  suite  par  Darboux,  a  savoir  que  si  </,  r  sont  des  coordonnées  conjuguées  sur 
une  surface,  les  coordonnées  cartésiennes  x^y^  z  satisfont  à  une  même  équation 
de  la  forme 


Ou  Oi'  Ou  di' 
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Ensuite  Pelerson  inlrodiiil  diverses  familles  de  lijjnes  qui  doivent  trouver  leur 
application  dans  des  recherches  ultérieures.  Telles  sont  les  lignes  hélicoïdales^ 
dont  les  tangentes  sont  également  inclinées  sur  une  direction  déterminée,  les 
lignes  cylindriques  et  coniques,  représentant  les  lignes  de  contact  avec  la  surface 
de  cylindres  et  de  cônes  qui  lui  sont  circonscrits.  Peterson  s'arrête  avec  une 
attention  particulière  sur  deux  familles  remarquahles  de  lignes,  qu'il  a  appelées 
lignes  de  lumière  et  lignes  d^ ombre  (Licht-  und  Schaltenlinien),  l^s  pre- 
mières sont  des  lignes  d'égal  éclairement,  c'est-à-dire  les  lieux  géométriques  des 
points  pour  lesquels  un  faisceau  de  droites  normales  rencontre  une  surface  sous 
un  angle  constant;  les  lignes  d'ombre  sont  les  enveloppes  des  ombres  portées 
par  les  normales  à  une  surface  sur  les  plans  tangents  coiTespondants  dans  Thypo- 
thèse  où  les  rayons  lumineux  sont  parallèles.  Pelerson  indique  une  série  de  pro- 
priétés intéressantes  de  ces  lignes  et  découvre  que  les  lignes  de  lumière  et 
d'ombre,  correspondant  à  une  même  direction  des  rayons  incidents,  forment  sur 
la  surface  un  réseau  conjugué  (*). 

Plus  loin,  Peterson  établit  la  notion  d'une  forme  particulière  d'équations  qu'il 
a  appelées  équations  d'une  courbe  particulière  avec  des  variables  conjuguées. 
Supposons  que  nous  ayons  sur  une  surface  une  famille  de  lignes  dépendant  d'un 
paramètre,  par  exemple  une  des  familles  de  lignes  coniques.  Prenons  sur  la  surface 
une  famille  de  lignes  conjuguées  avec  les  lignes  de  la  famille  donnée  et  prenons 
les  deux  familles  pour  système  de  lignes  de  coordonnées  sur  la  surface.  Alors  notre 
surface  sera  représentée  avec  les  coordonnées  u,  v  par  des  équations  de  la  forme 

OÙ  ;/ =  const.  représente  l'équation  de  la  famille  que  nous  avons  prise,  et 
ç  =  const.  de  la  famille  conjuguée.  Peterson  appelle  ces  équations  :  équations  de 
courbes  de /orme  donnée  à  variables  conjuguées.  Si  dans  les  fonctions  y  entrent 
toutes  les  quantités  arbitraires  dont  peuvent  dépendre  les  lignes  d'une  famille 
donnée,  ces  équations  seront  les  équations  générales  de  la  famille  de  courbes 
considérées.  Peterson  affirme  que  Ton  peut  obtenir  les  formes  de  ces  équations 
sans  connaître  la  surface  sur  laquelle  sont  les  lignes  cherchées;  dans  ce  cas,  les 
fonctions  <p  doivent  dépendre  encore  d'une  fonction  arbitraire  des  coordonnées 
u,  V  dont  la  présence  transforme  les  équations  précédentes  en  l'équation  d'une 
famille  de  lignes  donnée  sur  une  surface  arbitraire.  Les  exemples  donnés  par 
Peterson  en  vue  de  l'application  de  cette  idée  sont  très  intéressants  et  l'on  peut 
encore  espérer  beaucoup  de  son  développement  ultérieur.  Peterson  lui-même  a 
appliqué  sa  méthode  à  la  déduction  des  équations  des  courbes  coniques  et  cylin- 
driques, dont  un  cas  particulier  a  été  indiqué  plus  tard  ])ar  Kœnigs.  En  désignant 

(*)  Cette  proposition  a  été  retrouvée  en  1892  par  M.  Pieri. 
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par    a(t'),    P(i'),  y(^)   les    coordonnées   des   sommets   des    cônes    circonscrits, 
Peterson  trouve  les  équations  générales  suivantes  des  courbes  coniques 

où  aj  6,  c  sont  des  fonctions  de  w,  a,  p,  y,  de  r,  el  où  iv  dépend  des  deux  va- 
riables. Nous  avons  pour  les  courbes  cylindriques 


w 


z=za-h  I  oiivdv,        y  =  b -^  j  ^ivdvy         z:=c-\-  j  yivdi\ 


Un  cas  particulièrement  intéressant  et  élégant  est  relui  où  les  deux  familles  de 
lignes  conjuguées  sont  coniques.  Alors  les  formules  précédentes  prennent  la  forme 

a-t-a  ^-f-S  c-f-y 

où  rt,  6,  c  dépendent  de  w,  et  a,  ^,  y  de  r.  Si  le  second  système  se  compose  de 
lignes  cylindriques,  alors  A  =  const.,  et  en  remplaçant  /par  -»  nous  avons 

Enfin,  dans  le  cas  où  les  deux  systèmes  sont  cylindriques,  nous  trouvons 

Ce  sont  les  surfaces  connues  de  translation,  étudiées  en  détail  par  Peterson  et 
trouvées  dans  la  suite  par  Bianchi. 

Peterson  passe  ensuite  à  Texposé  des  idées  fondameniales  de  ses  travaux  sur 
la  correspondance,  ou,  comme  il  Tappelle,  sur  la  relation  et  Yajffinité  des  sur- 
faces. Si  à  chaque  point  d'une  surface  correspond  un  point  déterminé  d'une  autre 
el  inversement,  Peterson  appelle  cette  dépendance  une  relation  des  surfaces  : 
il  est  évident  que  cette  relation  s'exprime  analytiquement  par  deux  équations 
entre  les  coordonnées  courantes  {x^  y,  z),  (j^i,  j^'i,  s,)  des  points  des  deux  sur- 
faces ou  par  deux  équations  entre  les  coordonnées  curvilignes  (w,  i-'),  (//,,  r,) 
sur  ces  surfaces.  S'il  est  donné  plus  de  deux  équations  entre  ces  quantités,  la 
relation  entre  les  surfaces  correspondantes  ne  sera  possible  que  dans  le  cas  où 
toutes  ces  équations  seront  la  conséquence  de  deux  d'entre  elles,  ce  qui,  en  gé- 
néral, impose  des  condilions  aux  surfaces  elles-mêmes.  Aussi  une  relation  de  la 
dernière  sorte  n'est  pas  possible  entre  tout  couple  de  surfaces,  mais  seulement 
entre  des  surfaces  qui  se  trouvent  dans  une  dépendance  réciproque  déterminée. 
Peterson  appelle  ces  relations  des  affinités  de  deux  surfaces.  Peterson  démontre 
ici  le  théorème  fondamental  dont  on  a  parlé  plus  haut,  à  savoir  que  dans  chaque 


NOTICE   SUR    KARL-MICIIAILOVITCU    PETERSON.  4^7 

relalioD  ou  afflnilë  de  deux  surfaces  il  existe  sur  chacune  d'elles  un  réseau  de 
lignes  conjuguées,  auquel  correspond  sur  l'aulre  surface  un  réseau  également 
conjugué.  Peterson  appelle  ce  réseau,  qui  peut  être  réel,  imaginaire  ou  formé  de 
lignes  confondues,  la  base  de  la  relation  ou  de  V affinité*  Comme  exemples, 
Pelerson  indique  les  relations  suivantes  :  i®  Ye  parallélisme ,  pour  lequel  les  nor- 
males correspondantes  des  deux  surfaces  sont  parallèles;  2"  la  perspective,  où  les 
points  correspondants  des  deux  surfaces  sont  sur  les  rayons  d'une  gerbe  de 
droites;  3**  la  conjonction,  pour  laquelle  les  deux  surfaces  ont  aux  points  corres- 
pondants une  tangente  commune.  Deux  autres  relations  ne  dépendent  pas  de  la 
position  relative  des  surfaces;  4**  la  conjugaison,  pour  laquelle  à  chaque  système 
de  lignes  conjuguées  sur  une  surface  correspond  un  système  conjugué  sur  l'autre  ; 
5"  la  relation  graphique,  pour  laquelle  les  angles  correspondants  sur  les  deux 
surfaces  sont  égaux  entre  eux.  Il  est  évident  par  la  définition  même  de  la  rela- 
tion (4)  que  sa  base  est  indéterminée. 

Ensuite  Peierson  indique  des  formes  diverses  d'affinités.  D'abord  il  est  clair 
(|ue  si  nous  donnons,  dans  une  relation  donnée,  la  base  de  la  relation,  c'est-à-dire 
le  svstème  de  lignes  conjuguées  qui  reste  conjugué  sur  la  seconde  surface,  nous 
introduisons  par  là  une  nouvelle  condition  et. nous  n'obtenons  plus  une  relation, 
mais  une  affinité;  ainsi  chaque  relation  sur  une  base  donnée  est  une  affinité.  En 
outre,  Peierson  donne  comme  exemples  d'affinités  :  i^  h  déformation  ;  2"  lapers- 
pectii^e  graphique,  où  deux  surfaces  se  trouvent  simultanément  en  relation  gra- 
phique et  en  relation  de  perspective;  3"*  le  développement,  pour  lequel  une  des 
surfaces  est  tangente  aux  normales  de  l'autre;  4"  'a  perspective  parallèle,  pour 
laquelle  les  rayons  vecteurs  menés  d'un  point  aux  points  de  la  première  surface 
sont  parallèles  aux  normales  aux  points  correspondants  de  l'autre  et  réciproque- 
ment; 5'*  V affinité  des  plans  correspondants,  où  à  des  courbes  planes  d'une  sur- 
face correspondent  des  courbes  planes  de  Tautre. 

Ainsi  Peierson  a  eu  en  vue  non  seulement  les  formes  de  correspondance  entre 
des  surfaces  qui  étaient  plus  ou  moins  étudiées  en  détail  à  son  époque,  mais 
encore  des  formes  dont  la  signification  dans  la  théorie  des  surfaces  n'a  été  décou- 
verte que  plus  tard.  Ainsi  le  parallélisme  se  trouve  en  relation  étroite  avec  la  repré- 
sentation sphérique  d'une  surface,  la  conjonction  n'est  pas  autre  chose  que  la 
correspondance  entre  les  deux  surfaces  focales  d'une  congruence  rectiligne,  la  con- 
jugaison renferme  comme  cas  particulier  les  congruences  connues  W|  dans  les- 
quelles les  lignes  asymptotiques  des  deux  surfaces  focales  se  correspondent  l'une 
à  l'autre.  La  perspective  graphique  également  est  tout  à  fait  identique  à  l'inver- 
sion et  à  la  similitude  (*);  le  développement  est  la  relation  entre  une  surface  et  sa 
développée;  la   perspective    parallèle  est,  comme  il    n'est  pas   difficile  de  s'en 

(^)  Ce  résultat  a  été  retrouvé  en  1877  par  Éd.  Woyr. 
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convaincre,  la  Iransformation  par  polaires  réciproques  relative  à  une  sphère  Je 
rcijon  égal  à  un;  enfin,  raffînit*;  de  plans  correspondants  est  identique  à  la  colli- 
néation.  Dans  les  travaux  imprimés  de  Peterson,  beaucoup  de  ces  relations  ne 
sont  qu'enieurées,  bien  que  nous  y  trouvions  beaucoup  de  choses  intéressantes. 

Dans  les  Mémoires  de  Peterson,  les  relations  de  parallélisme  et  de  perspective 
sont  étudiées  plus  en  détail;  aussi  une  grande  attention  est-elle  portée  sur  Tap- 
plicalion  de  ces  deux  transformations  géométriques  à  des  formes  diverses  d'afli- 
ni  lé. 

Peterson  commence  son  étude  du  parallélisme  par  la  démonstration  du  théo- 
rème suivant  dont  Timportance  est  évidente. 

Dans  tout  couple  de  surfaces  parallèles  il  existe  deux  familles  de  courbes 
conjuguées  auxquelles  les  tangentes  en  deux  points  correspondants  sont 
parallèles  entre  elles  et  qui  représentent  ainsi  la  base  de  la  correspondance 
donnée. 

Pelerson  a  indiqué  en  même  temps  des  relations  simples  permettant  de  passer 
d'une  surface  à  une  autre  qui  lui  esi  parallèle  sur  une  base  donnée  :  sous  la 
forme  qu^il  leur  a  donnée,  elles  conduisent  à  une  suile  de  conséquences  très 
importantes,  en  particulier  dans  la  théorie  de  la  déformation.  Pelerson  a  examiné 
avec  une  allenlion  particulière  le  parallélisme  sur  une  base  rectangulaire,  c'esl- 
à-dire  le  cas  où  les  lignes  conjuguées  qui  servent  de  base  au  parallélisme  sont 
rectangulaires,  autrement  dit  sont  des  lignes  de  courbure.  Comme  sur  la  sphère 
loules  les  lignes  conjuguées  sont  orlhogonales,  le  problème  revient  à  Tétude  du 
parallélisme  d'une  surface  arbitraire  avec  la  sphère.  En  prenant  sur  la  sphère  des 
circonférences  de  grands  cercles  pour  l'une  des  deux  familles  de  lignes  conju- 
guées, Peterson  en  lire  les  équations  générales  des  surfaces  avec  des  lignes  de 
courbure  cylindriques. 

Dans  l'application  du  parallélisme  à  la  théorie  de  la  déformation,  Peterson 
découvrit  le  théorème  remarquable  qui  constitue  un  des  ornements  de  son  travail. 
Il  consiste  en  ce  qui  suit.  Supposons  que  l'on  ait  deux  surfaces  S  et  S',  appli- 
cables l'une  sur  Taulre,  et  que  l'on  connaisse  la  base  de  la  déformation,  c'est-à-dire 
le  système  de  lignes  conjuguées  qui  demeure  conjugué  après  déformation.  Alors, 
si  l'on  sait  trouver  toutes  les  surfaces  S  parallèles  à  S  sur  la  même  base,  et  toutes 
les  surfaces  S'  parallèles  à  S'  sur  cette  base,  les  surfaces  2'  s'anpiiqueront  sur  les 
surfaces  !S. 

Ce  théorème  permet,  connaissant  un  couple  de  surfaces  applicables  Tune  sur 
Tautre,  d'en  déduire  une  infinité  d'autres  couples  semblables,  pourvu  que  Ton 
sache  résoudre  pour  les  surfaces  primitives  le  problème  du  parallélisme  sur  une 
base  donnée.  Ce  dernier  problème  exige  l'intégration  d'une  équation  de  Laplacc 
et  peut  èlre  résolu  jusqu'au  bout  dans  beaucoup  de  cas.  Peterson  a  appliqué  sa 
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méthode  avec  un  succès  éclatant  à  une  série  de  cas  parliculiers  en  partie  nouveaux, 
en  partie  déjà  connus  avant  lui,  mais  résolus  par  des  procédés  particuliers  et  arti- 
ficiels. Ainsi  il  a  donné  des  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution 
(Minding),  sur  les  hélicoïdes  et  sur  les  surfaces  moulures  (Bour).  En  outre, 
Pelerson  a  déduit  déjà  les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  minima  trouvées 
ensuite  en  1875  par  Schwarz,  les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  transla- 
tion obtenues  en  1 878  par  Bianclii.  De  plus,  Pelerson  a  trouvé  les  surfaces  spirales, 
qui  ont  la  propriété  d'être  semblables  à  elles-mêmes,  et  il  en  a  donné  des  défor- 
mations; ces  surfaces  ont  également  été  découvertes  en  1878  simultanément  par 
Sophus  Lie  et  Maurice  Levy. 

Les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  du  second  ordre  trouvées  par  Peterson 
sont  particulièrement  remarquables.  Peterson  a  considéré  ces  surfaces  comme  un 
cas  particulier  des  surfaces  de  la  forme 

où  w  et  ^  sont  les  coordonnées  d'un  système  conjugué  de  ligues  coniques  et  cylin- 
driques. Peterson  a  trouvé  que  ces  lignes  peuvent  être  prises  pour  base  de  la 
déformation  et  que  sur  celte  base  chaque  surface  de  la  forme  indiquée  peut  être 
déformée  sous  une  infinité  de  formes.  J*ai  considéré  dans  la  suite  en  1886  (') 
les  déformations  de  ce  genre  avec  plus  de  détails. 

Dans  les  recherches  de  Pelerson  les  lignes  de  déformation  principales  ont  une 
grande  importance.  Pelerson  a  appelé  ainsi  des  lignes  conjuguées  sur  une  surface 
et  telles  qu'elles  demeurent  conjuguées  dons  la  déformation  de  la  surface,  non 
pas  dans  une  nouvelle  forme  quelconque,  mais  dans  une  infinité  de  nouvelles 
formes.  Du  théorème  fondamental  de  Pelerson  résulte  que  si  les  lignes  de  défor- 
mation sont  principales  pour  une  surface  donnée  nous  obtiendrons  aussi  des  ligues 
de  déformation  principales,  si  nous  transformons  la  surface  donnée  en  une  autre 
qui  lui  est  parallèle,  de  façon  que  le  système  donné  de  lignes  serve  de  base  à  ce 
parallélisme.  Peterson  lui-même  a  trouvé  les  lignes  de  déformation  principales 
pour  les  surfaces  de  révolulion,  de  translation,  pour  les  surfaces  minima,  pour 
les  surfaces  du  second  ordre  et  pour  les  hélicoïdes  s'appliquant  sur  une  calénoïde. 
Le  problème  général  des  lignes  de  déformation  principales  des  hélicoïdes  a  été 
résolu  en  1896  par.Slàckel. 

Pelerson  a  étudié  en  outre  la  relation  de  perspective.  Il  démontra  ici  cette  pro- 
position, que  la  perspective  graphique,  c'est-à-dire  une  transformation  par  pers- 
peclive  pour  laquelle  la  similitude  est  conservée  dans  les  parlies  infiniment  petites, 


(*)  Mémoires  scientifiques  de  r Université  de  Moscou,  Section  physico-mathématique, 
tome  VII. 
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ne  peut  être  qi^une  transforma  lion  par  similitude  ou  une  inversion,  proposition 
(|ui  élend  ses  propriétés  sur  la  transformation  des  surfaces,  et  qui  fut  démontrée 
par  Liouville  pour  la  transformation  de  l'espace.  A  ce  sujet  Peterson  a  démontré 
que  la  transformation  considérée  conserve  les  lignes  de  courbure,  théorème  qui 
fut  démontré  dans  la  suite  parDarboux. 

Peteison  a  ensuite  donné  le  moyen  de  découvrir,  pour  une  surface  donnée, 
toutes  les  surfaces  perspectives  avec  elle  sur  une  base  donnée  et  enfin  il  a  dé- 
montré que  toute  transformation  projeclive  ou  toute  affinité  des  plans  correspon- 
dants, comme  il  l'appelle,  conserve  la  conjugaison  de  toutes  les  lignes  sur  les 
surfaces;  cette  même  proposition  fut  également  démontrée  dans  la  suite  par  Dar- 
boux.  Peterson  en  déduisit  une  équation  générale  très  élégante  des  surfaces  ayant 
un  système  de  lignes  conjuguées  planes. 

La  dernière  partie  du  Livre  de  Peterson  est  consacrée  aux  équations  des  lignes 
géodésiques.  En  remarquant  que  l'inversion  conserve  les  lignes  de  courbure, 
Peterson  appliqua  aux  surfaces  avec  des  lignes  de  courbure  cylindriques,  dont 
les  équations  avaient  été  obtenues  par  lui  antérieurement,  successivement  la  trans- 
formation par  inversion  et  la  transformation  par  parallélisme,  pour  base  de  laquelle 
sont  prises  les  lignes  de  courbure.  Il  obtient  de  cette  manière  des  surfaces  à  lignes 
de  courbure  de  plus  en  plus  compliquées,  et  démontre  que  cette  méthode  permet 
d'obtenir  l'équation  générale  des  lignes  de  courbure  avec  deux  séries  de  fonctions 
arbitraires  d'une  variable.  Il  donne  lui-même  sous  forme  de  quadratures  les  équa- 
tions générales  de  surfaces  avec  des  lignes  de  courbure  coniques  et  planes.  Comme 
aux  lignes  de  courbure  d*une  surface  donnée  correspond  sur  son  développement 
une  famille  de  lignes  géodésiques  et  de  lignes  qui  leur  sont  conjuguées,  possédant 
l'équation  de  lignes  de  courbure  avec  un  certain  nombre  de  fonctions  arbitraires, 
nous  aurons  alors  l'équation  des  lignes  géodésiques  avec  le  même  nombre  de  fonc- 
tions arbitraires. 

Tels  sont,  dans  les  grandes  lignes,  les  résultats  obtenus  par  Peterson  dans  son 
Livre  :  Uebcr  Cnn'en  and  Flàclien,  Comme  ses  deux  premiers  Mémoires  ont 
paru  presque  en  entier  dans  le  Recueil  mathématique,  nous  n'examinerons  pas 
en  détail  ces  articles,  mais  nous  en  donnerons  brièvement  le  contenu. 

Le  Mémoire  Sur  les  relations  et  les  affinités  entre  les  surfaces  courbes  con- 
tient la  théorie  générale  des  relations  et  des  affinités,  le  théorème  sur  la  base 
d'une  relation,  c'est-à-dire  sur  l'existence  d'un  réseau  conjugué  commun  pour 
tout  couple  de  surfaces  correspondantes,  la  théorie  de  la  relation  de  parallélisme 
et  son  ap[)lication  à  la  déformation  des  surfaces,  la  perspective  graphique,  la  pers- 
|)ective  conjuguée  et  l'affinité  de  plans  correspondants.  Dans  ce  Mémoire  ne 
figurent  pas  les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  minima,  ni  celles  applicables 
sur  les  surfaces  moulures,  mais  en  revanche  il  y  a  une  déformation  intéressante 
qui  ne  se  rencontre  pas  dans  l'Ouvrage  allemand  de  Peterson.  C'est  la  déformation 
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suivante  : 
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a  co^  heu  -+■  b  coscr 
coshu  -+-  cost^ 

b  cos  heu  -4-  a  cosci* 

COS/lW  -h  COSi' 


où  les  constantes  a  et  b  sont  liées  par  ia  relation 

b^—a'z=zi. 

Les  deux  surfaces  ont  un  système  de  courbes  conjuguées  coniques  u  =  const., 
if  =  const. 

Il  est  Intéressant  de  remarquer  que,  dans  les  travaux  de  Peterson,  sont  consi- 
dérés presque  exclusivement  les  cas  de  déformation  dans  lesquels  des  courbes 
coniques  et  cylindriques  servent  de  base  de  la  déformation  :  tels  sont,  oulre  celui 
que  Ton  vient  de  citer,  ceux  des  déformations  des  surfaces  du  second  ordre  et 
des  surfaces  de  translation.  Cela  fait  naître  la  supposition  que  Peterson  a  possédé 
des  méthodes  plus  générales  inconnues  de  nous,  pour  la  résolution  du  problème 
de  la  déformation  des  surfaces  de  ce  genre  (*).  Le  dernier  travail  de  Peterson 
Sur  la  déformation  des  surfaces  du  second  degré  fut  livré  à  l'impression  en  1 88ii, 
après  la  mort  de  son  auteur.  Ce  travail  ne  se  trouve  pas  en  relation  très  étroite 
avec  le  Livre  :  Veber  Curven  und  Flàchen,  auquel  il  n'emprunte  que  les  déduc- 
tions nécessaires  pour  le  développement  ultérieur  du  contenu  principal  du 
Mémoire. 

L'article  est  consacré  à  l'étude  plus  détaillée  des  surfaces  applicables  sur  les 
surfaces  du  second  ordre  qui  ont  été  données  par  Peterson  diins  son  premier 
Mémoire.  Si  Ton  considère  l'ellipsoïde 


■il 
b^ 


*s 


=  », 


les  surfaces  en  question,  qui  sont  applicables  sur  lui,  sont  représentées  par  les 
équations 

^  =:  rcoscp  cosw,  7'  =  rsin®  cosw,  5  —  1  y^a*(i  —  A')  sin*a -i- c*cos'// 6^^/, 


(^)  Dans  la  séance  de  la  Société  mathématique  du  i5  octobre  1902  a  été  exposée  une 
solution  générale  que  j'ai  trouvée  du  problème  de  la  déformation  des  surfaces  sur  une  base 
conique  ou  c\Iindrique. 
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OÙ 


/rt  V^X*(a'siii*i'  H-  h'dos^v)  —  (a-—  b'*-)  sin'i'   , 
— I '- î i //«, 

Ici  k  est  un  paramètre  de  la  déformation,  u  et  v  sont  des  coordonnées 
curvilignes,  conjuguées  pour  toutes  les  surfaces  d'une  famille  donnée,  les 
lignes  w  =  const.  sont  des  lignes  coni(jucs,  t' =  const.  des  lignes  cvlindriques; 
la  surface  primitive  correspond  à  /*=  i .  Il  est  évident  qu'en  échangeant  les  rôles 
des  axes  nous  pouvons  obtenir  pour  chaque  ellipsoïde  trois  familles  de  surfaces 
applicables  semblables;  en  changeant  les  signes  de  a^,  6^,  c^,  nous  trouvons  des 
surfaces  applicables  sur  d'autres  surfaces  à  centre  du  second  ordre. 

Peterson  appelle  entre  autres  l'attenliou  ici  sur  Texistence,  pour  les  surfaces  du 
second  ordre,  de  surfaces  applicables  en  dehors  des  limites,  c'est-à-dire  dont 
tous  les  points  réels  correspondent  à  des  points  imaginaires  de  la  surface  primi- 
tive. La  possibilité  analytique  de  telles  surfaces  applicables  résulte  de  ce  fait  que 
l'expression  d'un  élément  linéaire  d'une  surface  donnée 

"Edtr- -\- 1¥ du  d^^  -\-  G  dv^ 

peut  rester  une  forme  quadratique  positive  des  différentielles  du^  rft'  pour  des 
valeurs  réelles  des  coordonnées  w,  v  auxquelles  ne  correspondent  pas  de  points 
réels  de  la  surface  donnée,  et  même  pour  des  valeurs  complexes  de  ces  coor- 
données. 

Peterson,  dans  son  Mémoire,  s'arrête  surtout  sur  la  déformation  des  surfaces  du 
second  ordre  dont  les  longueurs  d'axes  prennent  des  valeurs  limites  particulières. 
Ces  valeurs  peuvent  être  de  trois  sortes  :  un  axe  peut  devenir  infini,  ou  nul,  ou 
égal  à  un  autre  axe.  Peterson  examine  ces  trois  cas  et  arrive  à  des  conséquences 
paradoxales,  mais  très  intéressantes. 

Quand  les  axes  d'une  surface  du  second  ordre  deviennent  infinis,  la  courbure 
des  points  qui  s'éloignent  à  l'infini  tend,  en  général,  vers  o.  Dans  ce  cas,  la  sur- 
face devient  un  plan,  et  ses  déformations  ne  présentent  pas  d'intérêt,  mais  il  y  a 
trois  cas  où  la  courbure  ne  tend  pas  vers  o,  mais  vers  une  autre  limite  finie.  Ce 

b       c  .     .  .  CL^ 

sera  :   i®  Quand  ->  — -  ont  des  limites  finies:  2°  quand  7—  a  une  limite  finie: 
^  a     a*  ^  bc  ' 

b    c 
3^  quand  -,  -  ont  des  limites  finies.  Dans  le  premier  cas,  on  obtient  les  parabo- 

loïdes  ordinaires  dont  des  déformations  avaient  été  déjà  trouvées  par  Peterson 
auparavant.  Dans  les  deux  autres  cas,  la  surface  du  second  ordre  devient  un  plan, 
mais,  par  suile  du  choix  des  ordres  d'infinitude  des  axes,  la  courbure  de  la  partie 
de  la  surface  qui  s'éloigne  ne  tend  pas  vers  o.  Aussi  on  peut  trouver  une  surface 
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courbe  dont  noire  surface  tend  à  prendre  la  forme  à  la  limite,  et,  en  outre,  telle 
qu'aux  régions  finies  de  cette  surface  correspondront  les  points  éloignés  àTinfini 
de  nôtre  paraboloïde,  et  inversement.  Peterson  appelle  ces  surfaces  des  déformées 
de  parabotoïdes.  Parmi  les  trois  cas  précédents,  le  troisième  est  particulièrement 
remarquable,  car  l'élément  linéaire  y  a  une  forme  homogène  qui,  comme  Ta  dé- 
montré Peterson,  correspond  à  une  surface  spirale. 

On  obtient  de  la  même  manière  des  déformations  des  surfaces  à  deux  demi- 
axes  égaux.  Outre  le  simple  passage  à  la  limite  qui  conduit  à  la  déformation  or- 
dinaire des  surfaces  de  révolution,  on  obtient  à  la  limite  une  autre  forme  de  dé- 
formées de  la  manière  suivante.  Si  nous  rapportons  les  points  d'une  surface  du 
second  ordre,  par  exemple  d'un  ellipsoïde,  à  un  système  de  coordonnées  elliptiques 
sur  la  surface,  nous  obtenons  l'élément  linéaire  de  la  surface  sous  la  forme 

Tous  les  points  réels  de  la  surface  s'obtiennent  quand 

Si  nous  rapprochons  maintenant  les  longueurs  des  demi-axes  b  et  c,  alors  le  do- 
maine des  valeurs  de  v  se  rétrécit  et  à  la  limite  à  tous  les  points  de  la  surface  cor- 
respondra une  seule  valeur 

vz=ib^—c\ 

En  outre,  l'expression  de  l'élément  linéaire,  prenant  maintenant  la  forme 

,  j u  —  V  V  u  du^  V  dv^  "I 

conserve  un  sens  même  pour  v  non  égal  à  b^.  De  celte  manière  nous  avons  l'élé- 
ment d'une  surface,  que  nous  pouvons  appeler,  d'après  son  origine,  déformée 
d'une  surface  du  second  ordre  à  deux  axes  égaux;  elle  ne  se  déforme  pas  elle- 
même  suivant  une  surface  de  révolution,  et  tous  les  points  de  la  surface  donnée 
du  second  ordre  correspondent  à  des  points  éloignés  à  l'infini  de  la  surface. 

En  supposant  égaux  les  trois  axes  d'une  surface  du  second  ordre,  nous  obtien- 
drons de  la  même  manière  à  la  limite  trois  formes  de  déformées.  Ce  seront  :  l'aies 
déformées  de  la  sphère;  2**  les  déformées  d\ine  surface  de  révolulion  ;  3'*  la  dé- 
formée d'une  surface  générale  du  second  ordre  à  trois  axes  égaux.  Les  déformées 
de  la  deuxième  et  de  la  troisième  espèce  sont  telles  que  leurs  points  à  distance 
finie  correspondent  à  des  points  éloignés  à  l'infini  des  surfaces  correspondantes 
du  second  ordre.  On  obtient  de  la  même  manière  les  déformées  des  surfaces  du 
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second  ordre  avec  des  axes  infiniment  petits  ;  pour  qu'elles  soient  déterminées,  il 
est  nécessaire  qu'un  demi-axe  demeure  fini  ou  tende  vers  Tinfini,  et  que  les  deux 

autres  demi-axes  a  et  6  tendent  vers  o,  de  telle  sorte  que  le  rapport  t  ait  pour 

limite  Tunité. 

Le  trait  caractéristique  du  talent  de  Peterson  qui  perce  h  travers  tous  ses  tra- 
vaux est  celte  conception  nette  à  un  degré  suprême  de  la  Géométrie,  grâce  à 
laquelle  toute  l'Analyse  de  Peterson  est  toujours  exempte  de  complications  su- 
perflues et  se  fond  étroitement  avec  le  sens  géométrique.  Les  connaissances  pro- 
fondes de  Peterson  en  Analyse,  connaissances  qu'il  a  manifestées  d'une  manière 
brillante  dans  ses  travaux  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles,  se  font  sentir 
ici,  bien  qu'elles  ne  s'étalent  pas  aux  yeux  du  lecteur  sous  des  formes  volumi- 
neuses et  qu'elles  ne  donnent  lieu  à  des  conséquences  purement  géométriques, 
toujours  remarquablement  élégantes,  que  là  où  c'était  possible. 

Cet  aperçu  des  travaux  géométriques  de  Peterson  montre  que  nous  étions  en 
droit  d'aflîrmer  que  Peterson  a  été,  dans  ses  travaux,  non  seulement  tout  à  fait  à 
la  bauleur  de  son  temps,  mais  encore  en  avance  sur  son  temps.  Bien  que  quel- 
ques-uns des  résultats  qu'il  obtint  aient  été  retrouvés  dans  la  suite  par  d'autres 
savants,  il  est  resté,  dans  les  Mémoires  de  Peterson,  encore  beaucoup  d'idées  qui 
allendent  d'être  exploitées.  On  doit  espérer  que  les  reclierches  de  Peterson  ob- 
tiendront une  plus  grande  notoriété,  et  que  ses  mérites  scientifiques  seront  enfin 
appréciés  comme  ils  le  méritent. 


II.  -  TRAVAUX  DE  K.-M.  PETERSON  SLR  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Par  m.  O.-T.  EGOROV. 


On  doit  à  K.-M.  Peterson,  sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles, 
trois  Mémoires  qui  ont  été  publiés  dans  les  Tomes  VllI,  IX  cl  X  du  Recueil  malhé^ 
ma  tique,  sous  le  titre  général  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérisrécs 
partielles.  Ces  Mémoires,  qui  s'élèvent  au-dessus  de  tous  les  autres  tra\aux  scien- 
tifiques de  l'auteur,  lui  ont  valu,  de  TUoiversité  impériale  de  la  Nouvelle-Russie, 
le  grade  de  docteur  honoris  causa  en  mathématiques  pures.  Dans  le  Tome  30  des 
Mémoires  de  lUni\'ersitê  impériale  de  la  Xoukc Ile-Russie,  a  été  publié  à  celle 
occasion  un  rapport  de  Sabinine,  Préobrajenskv  et  Oumov,  professeurs  à  la 
Faculté  physico-mathématique,  contenant  Tsmalyse  des  deux  premiers  Mémoires 
do  K.-M.  Peterson  sur  la  Théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  avec  Pin- 
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dicalion  de  lous  les  résultais  auxquels  Tauteur  lui-même  altachail  le  plus  grand 
intérêt  et  qui  sont  reconnus  par  les  critiques  comme  les  plus  importants.  Dans 
Tétai  acUiel  de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles,  les  recherches  de 
Pelerson  ne  présentent  peul-êlre  pas  un  intérêt  particulier  au  point  de  vue  des 
résultats  qui  y  sont  contenus,  caries  plus  importants  de  ces  résultats  se  trouvent 
dans  les  travaux  d'autres  auteurs  contemporains  ou  de  devanciers  de  K.-M.  Pe- 
terson  ;  mais  le  mode  même  d'exposition  de  K.-M.  Peterson  présente  de  tels 
mérites,  et  les  méthodes  sur  lesquelles  est  basée  toute  son  élude  sont  si  ingé- 
nieuses et  si  originales,  qu'aujourd'hui  même  les  trois  Mémoires  de  K.-M.  Po- 
lerson  dans  le  Recueil  mathématique  n'ont  pas  perdu  de  leur  importance  et 
méritent  une  grande  notoriété. 

Le  point  de  départ  des  travaux  de  K.-M.  Peterson  est  la  notion  d'équations 
différentielles  appelées  conditionnelles  (selon  la  terminologie  de  l'auteur),  c'est- 
à-dire  d'équations  qui  n'ont  lieu  que  dans  le  cas  où  nous  admettons  l'existence 
d'une  ou  plusieurs  équations  différentielles,  distinctes  des  premières  et  appelées 
conditions.  Ainsi  par  exemple,  si  D  et  A  sont  deux  expressions  linéaires  homo- 
gènes avec  des  différentielles  totales  de  la  forme 


n 


D  izi  2  D/  dxi,        A  =  ^  A^  dxiy 

où  D|  et  A|  sont  des  fonctions  des  variables  x/,  et,  s'il  résulte  des  données  de  la 
question  que,  sous  la  condition  que  l'expression  A  s'annule,  l'expression  D  s'an- 
nule nécessairement  aussi  :  alors,  selon  la  terminologie  de  K.-M.  Peterson,  l'équa- 
tion D  =  o  est  l'équation  conditionnelle,  et  Téquation  A  =  o  est  la  condition.  Il 
faut,  d'ailleurs,  remarquer  que,  dans  le  cas  considéré,  les  deux  équations  joueront 
souvent  le  même  rôle  et  que  l'on  pourra  prendre  l'équation  D  =  o  pour  la  con- 
dition et  l'équation  A  =  o  pour  l'équation  conditionnelle.  Si  les  expressions  13  et 
A,  après  multiplication  par  des  facteurs  respectifs,  deviennent  des  différentielles 
exactes,  et  si  les  relations 

y  (  Xj ,  .  .  . ,  X,i  )  zn  o, 
o(a?,,  .  .  .,  X„)  zzz  a 

sont  les  intégrales  des  équations  D  =  o  et  A  =  o,  alors,  en  vertu  de  notre  hvpo- 
thèse,  la  différentielle  d/  ne  s'annule  que  lorsque  la  différentielle  do  s'annule, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  b  ne  reste  constant  que  si  a  reste  constant,  et,  par 
conséquent,  nous  avons,  en  général, 

ou 

(0  /=4'(?), 
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011  'i  désigne  une  fonction  arbitraire.  La  relation  (1)  sert  d'expression  analytique 
à  la  liaison  qui  existe  entre  les  expressions  difTérenti elles  D  et  A;  elle  est  V inté- 
grale de  Téqualion  conditionnelle  D  =  o  qui  a  lieu  pour  la  condition  A  =  o. 

Plusieurs  équations  conditionnelles  différentes  peuvent  être  données  sous  une 
même  condition.  Ainsi,  si,  sous  la  condition  que  Texpression  différentielle  A 
s'annule,  les  expressions  différentielles  B  et  G  s'annulent,  et  si  o  =  a,  «i  =  i, 
'f  z=  c  sont  respectivement  les  intégrales  des  équations  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o, 
nous  aurons 

(2)  ^  =  F(9),        x  =  ^(?)» 

011  F  et  <l>  sont  des  fonctions  arbitraires  et  où  les  relations  (2)  servent  d'intégrales 
des  équations  conditionnelles  B  =  o,  C  =  o,  données  sous  la  condition  A  =  o. 

De  même  une  ou  plusieurs  équations  conditionnelles  peuvent  être  données  sous 
plusieurs  conditions.  Ainsi,  si  l'expression  différentielle  D  s'annule  sous  la  con- 
dition que  les  expressions  différentielles  A  et  B  s'annulent  simultanément,  et,  si 
les  relations  y*=  const.,  o  =  const.,  A  =  const.  servent  respectivement  d'inté- 
grales aux  équations  D  =  o,  A  =  o,  B  =  «,  nous  aurons  alors 

(3)  /:^F(9,.}), 

où  F  désigne  une  fonction  arbitraire  et  où  la  relation  (3)  est  l'intégrale  de 
Téquation  conditionnelle  D  =  o,  donnée  sous  les  conditions  A  ^=  o,  B  =  o.  Pe- 
lerson  appelle  arguments  des  conditions,  les  arguments  :p  et  A  dans  la  rela- 
tion (3),  de  même  que  l'argument  cp  dans  les  relations  (2)  et  (i). 

Les  premiers  paragraphes  du  premier  Mémoire  de  Petcrson  sont  entièrement 
consacrés  aux  méthodes  d'intégration  et  à  Tétudc  de  la  forme  des  intégrales  d'un 
système  d'équations  différentielles,  composé  d'équations  non  conditionnelles  et 
de  groupes  d'équations  conditionnelles  dont  chacune  a  lieu  sous  une  condition. 
Les  résultats  de  l'intégration,  selon  Pelerson,  s'expriment  par  des  équations  dans 
lesquelles  entrent  des  fonctions  arbitraires,  dépendant  chacune  d'un  argument. 

Dans  le  Paragraphe  4  du  premier  Mémoire,  K.-M.  Peterson  aborde  le  problème 
important  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n  à  deux 
variables  indépendantes.  A  cet  effet,  il  considère  toutes  les  dérivées  partielles 

au  même  litre  que  w,  x^  y^  comme  des  variables  indépendantes,  liées  par  l'équa- 
tion donnée 

(-1  )  t^  \X, y^  Zj  z  y  z^y  . , ,  y  z  '^\  z y       ,  . . . ,  j,|)  1=  o 
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et  par  les  relalions  diflerenti elles 

(5)  d='-^=z't'^dx-^z]i,,dr. 

Celle  manière  de  poser  le  problème  se  rencontre,  avant  Pelerson,  dans  un  INlc^- 
moire  de  Pfafl*  {Abhandlungcn  der  Berliner  Akademie,  i8i4-i^ii>),  mais 
seulement  pour  des  ér|ualions  du  premier  ordre,  et  à  peu  près  en  même  temps, 
dans  le  Travail  de  N.-l.  Sonine  :  Sur  rintégralion  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  {Recueil  mathématique,  t.  VII);  parmi  les  auteurs 
qui  ont  écrit  après  K.-M.  Peterson,  S.  Lie  a  poursuivi  ce  point  de  vue  d'une 
façon  particulièrement  persévérante. 

Le  fond  de  la  méthode  de  K.-M.  Peterson  consiste  en  ceci  :  il  adjoint  à  Téqua- 

tion  donnée  (4)  les  équations  -7— =  o  et  y-  =  o,  qui  sont  identiques  en  vertu 

de  F  =  o,  et  qui  font  connaître  que  cette  dernière  a  lieu  pour  x  et  y  arbi- 
traires, et  de  plus  les  relations  difTérenlielles 

I  r/5(«)=  5<"+«^  dx  +-  w^;'  dy, 

(6)  , 

\  "^/i    ^^  ^n  "'^        "^  ^«-i-t  dyy 

et  il  se  pose  alors  le  problème  d'éliminer  des  équations  mentionnées  les  dérivées 
partielles  d'ordre  n  h-  i  pour  obtenir  une  relation  entre  les  variables  principales 
restantes  Xy  y  y  Zy  z'  y  w|,  . . .,  z^"\  . . .,  Zn-  Cette  élimination,  cela  va  sans  dire,  ne 
réussit  pas,  car  le  nombre  des  équations  indépendantes  est  égal  au  nombre  des 
variables  éliminées,  et  Peterson  arrive  à  une  relation  de  la  forme 

(7)  M-hN:;„^,=:o, 

où  M  et  N  sont  des  expressions  différentielles,  ne  contenant  pas  les  dérivées 
d'ordre  /ï  -h  i.  Si  l'on  introduit,  avec  Peterson,  les  notations 


alors 

M  dx  -  Y  dx  -f-  Z^")  é/^V'-*' 4-  (Z<«)  u  -4-  ZV'-«^)  dz';'""' 

En  s'appuyant  sur  la  relation  (7),  on  peut  seulement  conclure,  relativement 
aux  \2iv\d\Àes  principales,  que  l'expression  M  s'annule  si  l'on  égale  l'expression  M 
à  zéro,  ou  en  d'autres  termes  :  si  l'on  pose  dy -^  Uidx  =  o^  où  Ui  est  une  des 
Fac.  de  T.,  a- S.,  V.  Gl 
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racines  de  Téqualion  caractéristique  N  =  o.  On  oblientde  celle  manière  n  équa- 
tions conditionnelles 

M/  dx  =  o,         si         dy  -+-  ///  dx  =zo        (  /  =:  i ,  a,  . . . ,  /i  ), 

auxquelles  il  faul  adjoindre  loules  les  équalions  non  condilionneiles  (5).  En  siip- 
posanl  que  loules  les  conditions  et  équations  qui  en  dépendent  sont  intégrées, 
Peterson  démontre  que  dans  ce  cas  toutes  les  équations  non  conditionnelles  (5) 
s'intègrent  (au  moyen  de  quadratures),  et  l'on  obtient  de  celte  manière  l'intégrale 
«•énérale  F  r=  o,  dépendant  de  n  fonctions  arbitraires  d'un  argument. 

On  voit  facilement  que  si  l'on  considère  l'ensemble  de  toutes  les  équations 
différentielles,  introduites  par  K..-M.  Peterson  pour  une  quelconque  des  racines  1// 
de  l'équation  caractéristique  N  =  o,  elles  ne  sont  autres  que  les  équations  diffé- 
rentielles des  variétés  caractéristiques  d'ordre  n  pour  l'équation  donnée  F  =  o. 
Peterson  se  borne  ainsi  dans  sou  étude  presque  exclusivement  au  cas  où  pour  les 
équations  différentielles  de  chaque  svslème  de  caractéristiques  il  existe  deux 
combinaisons  intégrables;  il  obtient  seulement  dans  ce  cas  par  sa  métliode  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  donnée. 

Dans  le  Paragraphe  7  du  premier  Mémoire,  Peterson  introduit  des  équations 
conditionnelles  d'ordre  supérieur,  en  appliquant  des  raisonnements,  entièrement 
semblables  à  ceux  que  l'on  a  cités  plus  haut,  à  une  dérivée  quelconque  de  Féqua- 

lion   donnée   —, ; — =  o.    Les   équations   différentielles  auxquelles   il   arrive 

aj?"*  dy""  ^  * 

coïncident  avec  les  équations  différentielles  des  caractéristiques  d'ordre  supé- 
rieur. 

Le  deuxième  Mémoire  du  Recueil  mathématique  est  consacré  principalement 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  et  bilinéaires,  qui  admettent  des 
équations  conditionnelles  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité  à  l'ordre  de  l'équation 
donnée,  en  d'autres  termes,  qui  admettent  des  variétés  caracléristiques  d'ordre 
inférieur.  Il  semble  que  Peterson  ait  ignoré  que  des  équations  de  forme  plus 
générale  peuvent  posséder  une  propriété  semblable. 

Enfin,  le  troisième  Mémoire  est  consacré  à  l'extension  des  méthodes  précé- 
dentes ù  des  équations  avec  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 
Peterson  est  obligé  pour  cela  de  considérer  des  équations  conditionnelles,  ayant 
lieu  sous  plusieurs  conditions,  par  suite  de  quoi  s'introduisent  dans  l'intégration 
des  fonctions  arbitraires  de  plusieurs  arguments. 

On  trouve  comme  résultat  que  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  se 
partagent  en  trois  classes  :  1**  les  équations  du  premier  ordre  avec  un  nombre 
arbitraire  de  variables  indépendantes;  'a"  les  équations  d'un  ordre  quelconque 
avec  deux  variables  indépendantes;  3"  les  équations  du  second  ordre  et  d'ordre 


f.^i 
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supérieur  à  deux  avec  Irois  et  plus  de  Irois  variables  indépcndanles.  La  mélhode 
de  K.-M.  Peterson  est  toujours  applicable  aux  équations  de  la  première  et  de  la 
deuxième  classe,  en  ce  sens  que  pour  une  équation  quelconque  de  ces  deux  classes 
on  peut  former  un  système  d^équations  conditionnelles  et  non  conditionnelles, 
dont  Tintégration  est  équivalente  à  l'intégration  de  Téquation  donnée;  en  ce  qui 
concerne  les  équations  de  la  troisième  classe,  cette  mélhode  ne  s'applique  pas, 
en  général,  et  Ton  ne  réussit  que  pour  quelques  types  spéciaux  d'équations  de  la 
troisième  classe  à  former  un  s^'Stùmc  d'équations  difTérentielles  (conditionnelles 
et  non  conditionnelles)  dont  l'intégration  conduit  a  la  détermination  de  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  donnée.  On  peut  expliquer  cette  différence  essentielle 
entre  les  équations  des  deux  premières  classes  et  celles  de  la  dernière,  comme  Ta 
remarqué  Peterson,  par  ce  fait  que  l'intégrale  générale  pour  la  première  classe 
dépend  d^une  fonction  arbitraire,  pour  la  deuxième  classe  de  plusieurs  fonctions 
arbitraires,  mais,  en  outre,  dUui  argument,  et  pour  la  troisième  classe  de  plu- 
sieurs fonctions  arbitraires  de  plusieurs  arguments. 

Tel  est,  dans  ses  lignes  les  plus  générales,  le  contenu  de  l'étude  de  K.-M.  Pe- 
terson. Comme  nous  le  voyons,  les  résultats  donnés  par  Tauteur  sur  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  sont  presque  tous  connus  maintenant,  mais 
ils  sont  tous  obtenus  à  l'aide  d'une  méthode  générale  et  à  un  point  de  vue  général. 
D'ailleurs,  les  mérites  de  l'œuvre  de  Peterson  ne  se  bornent  pas  là,  et  l'on  pourrait 
citer  toute  une  série  de  points  isolés,  présentant  chacun  un  intérêt  particulier; 
si  l'on  tient  compte  encore  de  Tabondance  heureuse  des  exemples  importants 
«pril  a  réunis,  et  qui  illustrent  toutes  les  parties  de  ses  recherches,  on  peut  dire 
à  bon  droit  que  les  Mémoires  de  K.-M.  Peterson  sur  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  méritent  encore  maintenant  d'être  sérieusement  étudiés. 
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